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7. kapitola

KONGRUENCE VYSSICH STUPNU
0 JEDNE NEZNAME.
KVADRATICKE KONGRUENCE 0 JEDNE
NEZNAME S PRVOCISELNYM MODULEM

Ve &tvrté kapitole jsme se seznamili s pojmy algebraickd
rovnice n-tého stupné o jedné neznamé a kongruence
n-tého stupné o jedné neznamé. V této kapitole budeme
nejprve zkoumat podet redlnych resenf algebraické rov-
nice n-tého stupné s redlnymi koeficienty a podet feden{
kongruence n-tého stupné o jedné neznamé ve zvolené
tiplné soustavé zbytkd podle daného modulu.

Vime, %e kaZd4 linedrnf rovnice s redlnymi koeficienty
mé pravé jedno realné feSeni. AvSak uz u kvadratickych
rovnic nastava situace slozitéjsf. Kazdd kvadratickéd
rovnice s realnymi koeficienty mé, jak zndmo, dva kote-
ny, které jsou viak obecné komplexni. Mohou nastat
z nasSeho hlediska celkem tfi kvalitativné riizné piipady.

1. Rovnice m4 dva realné kofeny vzajemné riazné. Tak
je tomu napf. u rovnice x* — 5z + 6 = 0,kde z, = 2,
z, = 3.

2. Rovnice m4 jeden dvojndsobny realny koien, jako je
tomu napf. urovnicez? — 4z + 4 = O, kde 2, =z, =
=2,

3. Rovnice ma dva komplexnf koreny, které jsou vzé-
jemns® rizné. Tak je tomu napf. urovnice 2* + 1 = 0,
kde 2, =i, z, = —i.

Shrneme-li tyto tfi piipady, muZeme Fici, Ze kaZdé
kvadraticks rovnice s redlnymi koeficienty mé nejvyse
dvé vzajemnd rizné realnd refeni.
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V algebre se dokazuje obecnd véta, Ze kaZdi rovnice
n-tého stupné s redlnymi koeficienty mé nejvyse =
navzajem riznych realnych feseni.

Podrobnéjsim studiem téchto otdzek se zabyvd napr.
udebnice [6].

Véta, kterou jsme pravé vyslovili, nem4 u kongruenc
o jedné neznadmé obecné platné obdoby. To jsme koneénd
uz poznali u linedrnich kongruencf (viz ptiklad 20) a
jesté se s tim setkime u kongruenci vysSich stupnd
(ptiklad 37). Presto vSak pro nékteré specialnf pfipady
moduld budeme moci pro kongruence vyslovit vétu
analogickou (viz vétu 36).

V dalsim textu budeme stdle pfedpokladat, Ze

Py(z) = apx” + a2 + ... + @y + a,

je polynom n-tého stupné s celodiselnymi koeficienty.

Necht m = p7p3 ... p*r, kde p, pp, ..., pr jsou
vzdjemné rizna prvolisla a «;, a,, ..., a plirozend
¢isla. V paté kapitole jsme zobecnénim véty 33 poznali,
Ze kongruence n-tého stupnd o jedné neznamé.

P,(x) =0mod m (61)

je ekvivalentni se soustavou kongruenci n-tého stupné
o jedné neznamé

Pyr) =0mod pi (: = 1,2, ...,7). (62)

Z tvrzenf a) véty 33 plyne, Ze nema-li néktera z kon-
gruenci (62) Feseni, nema Feeni ani kongruence (61).
Z tvrzeni c) této véty pak plyne, Ze oznaéime-li pisme-
nem » podet feSenf kongruence (61) vzijemné inkongru-
entnich podle modulu m a pismenem % podet FeSeni
kongruence P,(z) =0 mod p vzdjemné inkongruent-
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nich podle modulu pf (3 =1, 2, ..., 7), bude platit
Y=V ... V. (63)

Vét 33 a 32 lze tedy principidlnd vidy uiit jak ke
stanoven{ podtu feseni kongruence (61), tak i k nalezeni
téchto feSenif. Znamend to oviem, Ze dovedeme uréit
podet fedeni kazdé z r kongruenci soustavy (62), resp.
Ze dovedeme tato feSenf najit. Jak to lze nékdy provést
prakticky, ukdZeme na jednoduchém priklads.

Ptiklad 37. Reste kongruenci 6. stupné o jedné ne-
zZnidmé
28— 1 = 0 mod 35.

Reseni. PonévadZ 35 = 5.7 a (5, 7) = 1, rozpadne se
dand kongruence na soustavu dvou kongruencf o jedné
neznimé

2°—1 =0mod 5,

26— 1 =0mod 7.

Abychom nasli feSen{ kongruence z* — 1 = 0 mod 5,
uvazime, Ze podle (39) pro vsechna celd z plati z° =
= z mod 5. Bude tedy #® = 2% mod 5, takZe misto kon-
gruence 2® — 1 = 0 mod 5 budeme fedit ekvivalentni
kongruenci > — 1 = 0 mod 5. Snadno zjistime, Ze tato
kongruence mé v kaZdé tplné soustavé zbytkd podle
modulu 5 dvé vzijemné inkongruentn{ feSenf. V uplné
soustavé zbytkd {0, 1, 2, 3, 4} podle modulu 5 budou
témito feSenimi &isla 1 a 4.

Podobné podle (38) vidime, Ze FeSenim kongruence
2% — 1 = 0 mod 7 v 1dplné soustavé zbytka {0, 1, 2, 3,
4, 5, 6} podle modulu 7 bude kterékoliv z Sesti &fsel
1,2, 3,4, 5, 6.
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Podle (63) bude mit tedy kongruence z*—1 =0
mod 35 v kazdé tiplné soustavé zbytku podle modulu 35
celkem dvanact fesen{, ktera budou podle tohoto modulu
vzajemné inkongruentnf. Abychom tato FeSeni nasli,
urdime podle véty 31 FeSeni neurdité rovnice 7u — 5v =
= 1, Ziejmé bude # = 3 a v = 4, takZe pro feleni =
kongruence 2® — 1 = 0 mod 35 dostaneme podle (52)

z = 21z, — 20z, mod 35,

kde z, je nckteré z &isel 1 a 4 a nezdvisle na tom =z,
nékteré z &isel 1, 2, 3, 4, 5, 6. Postupné tedy bude

z=21.1—-20.1 = 1 mod 35,
z=21.1—20.2 = 16 mod 35,
r=21.1—20.3 = 31 mod 35,
T =21.1—20.4 = 11 mod 35,
x=21.1—20.5 = 26 mod 35,
r=21.1—20.6 = 6 mod 35,
z=21.4—20.1 = 29 mod 35,
r=21.4—20.2 = 9 mod 35,
z=21.4—20.3 =24 mod 35,
r=21.4—20.4 = 4 mod 35,
x=21.4—20.5 =19 mod 35,
r =21.4—20.6 = 34 mod 35.

Kongruence z° — 1 = 0 mod 35 ma tedy v kazdé
uplné soustavé zbytkd podle modulu 35 dvanact vza-
jemné inkongruentnich fedeni. V Gplné soustavé zbytki
{0, 1,2, ..., 34} podle modulu 35 jsou témito FeSenimi
Usla 1, 4, 6, 9, 11, 16, 19, 24, 26, 29, 31 a 34.

Ekvivalence kongruence (61) se soustavou kongruenci
(62) ndm dovoluje zabyvat se pouze kongruencemi se
specidlnim modulem m = p*, kde p je prvotislo a a pfi-
rozené &islo. Budeme proto chvili vénovat pozornost
kongruencim tohoto tvaru.
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Piedpokladejme, Ze z, je libovolné feSeni kongruence
n-tého stupné o jedné neznamé

P,(x) = 0 mod p°, (64)

tj. Ze plati P,(x,) = 0 mod p°. Pro kazdé piirozené &islo
a> 1 je viak p|p*, takie podle véty 18 bude té%
Pz} = 0 mod p. Odtud vidime, Ze ka’dé feSeni kon-
gruence (64) bude téz fefenim kongruence

Py(z) = 0 mod p. (65)

ResSenf kongruence (64) miZeme proto hledat mezi
FeSenimi kongruence (65) Nema-li kongruence (65) Fe-
Senf, nemuZe mit FeSeni ani kongruence (64).

Di se viak dokazat, Ze z kazdého feSeni kongruence
(65) lze za uréitych predpokladii sestrojit Feseni kon-
gruence (64). Zname-li néjaké feSeni kongruence (65),
je t¥eba pro konstrukei feSeni kongruence (64) fesit jesté
« — 1 uz pouze linedrnich kongruenci tvaru az + b =
=0 mod pf, kde 1 <8 <a a ph|a, p?|b. Obecnou
teorif linedrnich kongruenci tohoto typu jsme se vSak
nezabyvali. Kromé toho zminénad konstrukce vyZaduje
hlubsich znalosti nékterych vlastnosti polynomi, které
v8ak uZ presahujf rdmec této publikace.

Proto se aZ do konce této knihy omezime pouze na
studium kongruenci vyssich stupné o jedné nezndmé
8 prvodiselnym modulem tvaru (65).

Viéta 35. Budif p prvolislo a nechf kongruence n-tého
stupné o jedné nezndmé

P.(x) =0mod p

md vice neZ n fedent, kierd jsou podle modulu p vzdjemné
inkongruentni.
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Potom vztah P,(x) = 0 mod p plati pro véechna celd
&lsla .

Dukaz provedeme matematickou indukef podle =.
Necht n = 1 a necht kongruence

a2z + a, = 0mod p

mé alesponi dvé feseni z, a z,, kterd jsou inkongruentnf
podle modulu p. Bude tedy

a,x, + a, = 0 mod p,

%, + a;, = 0 mod p.
Odeétenim t&chto kongruenci dostaneme

ay(r, — x,) = 0 mod p.

Ponévad? viak z, — z, &% 0 mod p, bude podle véty 13
a, = 0 mod p. Odtud a ze vztahu ayr; + @, = 0 mod p
pak plyne, Ze téz a, = 0 mod p. Jeito

a2, = 0 mod p,
a, = 0 mod p,
dostaneme podle véty 17, Ze pro kazdé celé éislo = plati
ayz + a;, = 0 mod p.

Tim jsme dokézali, Ze tvrzenf véty je sprdvné pron = 1.
Predpokladejme nyni, Ze véta 35 plati pro jisté pri-
rozené éislo n. DokaZeme, Ze z tohoto piedpokladu plyne
jeji spravnost i pro prirozené éislo n + 1.
Necht

Ppa(x) = agzertt + ax® + g™t + ... + @p 7 +

+ @ + Gnyy
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a necht kongruence (n + 1)-tého stupné o jedné ne-
znamé
Py(z) =0mod p (66)

mé alespoti n + 2 feSenf z,, x,, ..., Znyy, Znyg, Kterd
jsou vzajemné inkongruentni podle modulu p. Platf
tedy

Poz)=0modp(: =12, ...,n+1,n 4 2), (67)
plidemZ prot #k({,k =1,2,...,n + 1, n 4+ 2) bude

x, % x; mod p. (68)
Ponévadz tedy
Ppiy(%nye) = 0 mod p,

bude pro vSechna celd é&éfsla z platit

Pris(@) = Pris(@) — Pusy(@asg) mod p.  (69)
Avsak

Popy(®) — Ppyy(Znte) = ap(z™t — 23 tl) + ay(2*—a3y,) +
+ (@t —apid) + .+ G2 —2h ) +-
+ Gn 1 (32 — Th10) + CalT — Tnyy).

Ponévadi platf
2 — R = (T — Taps) (B + Tage™ ! + 2] 022 +
+ ...+ ARl + 7)),
" —afs = (T — Tuge) (@ + Ty + 25020 4
+ ...+ a2 + 23,
vt — 2l = (T — Zaya) (@ + itn+23;"":i + zh 40"t +

91



+ ...+ apide + 253),

2 — 2y = (T — Zye) (T2 + TayoT + Tiyo),

2 — Thys = (T — Tnye) (T + Zays),
miZeme dédle psat

Py (%) — Pr1(Tars) = (T — Tuys) [Bo(T" + Tnyoz ! +

+ a2 22 + ...+ 2w 4 2hy,) + oa (vt -

+ Zapa®™? + 2™ + L+ 2R 4+ aRid) +

+ ay(@*? + 22 2l 1t L i
+ a3 + o+ G2 + TaaT + 2300) +
+ @as(T + Tnsz) + aa].
Avsak Z,,, je zndmé &islo. Proto vyraz v hranaté za-
vorce bude opét polynom v proménné z. V tomto poly-
nomu najdeme nejvyse m-tou mocninu proménné z,
piidemZ koeficient u z» je a,. Pijde tedy o polynom
n-tého stupné a oznatime-li jej P,(x), dostaneme koneéné
Ppiy(x) — Pats(@nre) = (¥ — nya) Pal®).

Po dosazeni tohoto vysledku do (69) tedy obdrifme

Ppii(%) = (2 — Zuys) Pa(z) mod p. (70)
Dosadime-li do tohoto vztahu za = postupné é&isla x,,
Xy, - .., Tnyqy, dostaneme vzhledem k (67)

(i — Zpp) Po(@) =0mod p (¢t =1,2,...,2n +1),

odkud vzhledem k (68) podle véty 13 plyne, Ze
Pyz) =0modp (t=1,2,...,n + 1).
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Z toho vidime, Ze kongruence n-tého stupné o jedné
neznamé P,(x) = 0 mod p mé alespoii » + 1 Fedeni
Ty, Ty ..., Tayy, kterd jsou vzajemnsé inkongruentni
podle modulu p. PonévadZ jsme predpokladali, Ze véta
35 plati pro ptirozené &fslo », bude tedy pro viechna
celd ¢&isla x platit P,(x) = 0 mod p. Ze vztahu (70) pak
plyne, Ze pro viechna celd d&isla = plati téZ

P, (z) = 0mod p,

coZ jsme chtéli dokazat.
UkéZeme si dva zajimavé dusledky véty 35. Prvnim
z nich bude

véta 36. Budif P.(x) polynom n-tého stupné a necht
existuje celé Cislo xy tak, Ze Pu(x,) # 0 mod p. Potom
kongruence n-tého stupné o jedné nezndmé s prvoéiselnyjm
modulem
P,(x) =0mod p

md nejvyde n fedent, kterd jsou vzdjemné inkongruentni
podle modulu p.

Dilkaz této véty provedeme nepiimo. Kdyby kon-
gruence n-tého stupné o jedné nezndmé P,(z) = 0 mod p
méla vice neZ n feSenf vzdjemné inkongruentnich podle
modulu p, platilo by podle véty 35 P,(x) =0 mod p
pro véechna celd é&isla z. To v8ak by byl spor s pied-
pokladem P,(r,) 0 mod p. Proto miZe dand kon-
gruence mit nejvyse n FeSen{ vzajemné inkongruentnich
podle modulu p, coZ jsme méli dokazat.

Druhym disledkem véty 35 je



véta 37. Pro katdé prvoéislo p plati
(p—1)! +1=0mod p. (71)

Dikaz. Pro p =2 je vztah (71) zfejmé spravny,
nebof (2— 1)l +1=2a 2 =0 mod 2.

Predpokladejme tedy, Ze p je liché prvodislo, a utvoi-
me polynom

Qz) =(=z—1).(x—2). ... . (x—p+1)—2a' + 1.

Snadno nahlédneme, Ze v tomto polynomu je koeficient
u 27! roven nule a koeficient u z?-2 roven &slu —

_rr—-) (p 1) . Stuperi polynomu @Q(z) je tedy p — 2.

Zvohme li za & kterékoliv z éfsel 1, 2, ..., p —

dostaneme @(§) = — &1 + 1. Pro tato £ je viak podlé
(38)
&1 =1 mod p,
takZe
Q(£) =0 mod p.
Cisla 1, 2, ..., p—1 tedy predstavuji p — 1 feSeni

kongruence @(z) = 0 mod p vzdjemné inkongruentnich
podle tohoto modulu. Ponévadi stupen kongruence
Q(z) = 0 mod p je p—2, plati podle véty 35 vztah
@(x) = 0 mod p pro kazdé celé &islo z. PoloZime-li nyn{i
x = 0, dostaneme

(—1).(=2). —(@—1) +1 =0mod p.

Ponévadz p je liché prvoéislo, plyne z posledniho vztahu
ihned vztah (71), coz jsme méli dokazat.

Vztah (71) byva v teorii éisel nazyvian Wilsonovou
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vétou. Poprvé byl uvefejnén ve Waringové pojednani
Meditationes Algebraicae v roce 1770,

Porovname-li véty 12 a 13 z kapitoly 2, dile piiklad
37 a vétu 36 a kone¢né dlohu 9 (kapitola 3) a vétu 37,
zjistime, Ze véty 13, 36 a 37 jsou charakteristickymi pro
kongruence s prvoéiselnymi moduly, nebot neplati pro
kongruence s moduly sloZzenymi. Z vét 14 a 36 je mimoto
ziejmé, Ze kongruence s prvodiselnymi moduly maji ve
srovnani s kongruencemi se sloZenymi moduly dalif
vlastnosti, které jsou analogické s vlastnostmi rovnostf
resp. algebraickych rovnic.

V dalsi dasti této kapitoly se budeme podrobnéji
zabyvat kvadratickymi kongruencemi o jedné nezndmé
s prvodiselnym modulem. Celkem jednoduchd a mélo
zajimava situace nastdva pro p = 2. Proto se budeme
vénovat pouze studiu kvadratickych kongruenci tvaru

a® + ax + a, = 0 mod p, (72)
kde p je liché prvoéislo, pridemz p + a,.

Nejprve budeme studovat specialnf kvadratické kon-
gruence tvaru
z?—a = 0 mod p, (73)

kde a je dané &fslo.

Priklad 38. Vysetite kvadratické kongruence o jedné
neznamé:

a)z>*— 5 = 0 mod 11;
b) 22— 7 = 0 mod 11.

Resenf. Probihé-li z dplnou soustavou zbytki {0, 1,
2, ..., 10} podle modulu 11, bude podle tohoto modulu

tislo z? postupné kongruentni s &isly 0, 1, 4, 9, 5, 3, 3,
5,9, 4, 1. Z toho je patrné, %e 42 —5 =0 mod 11,
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72— 5 = 0 mod 11. Dile vidime, Ze pro kazdé celé x
z dané tplné soustavy zbytkd je 22— 7 # 0 mod 11.

Odpoveéd.
a) Kongruence 22— 5 = 0 mod 11 m4 v dplné sou-
stavé zbytka {0, 1, 2, ..., 10} podle modulu 11 dvé

feSeniz, =4ax, =17
b) Kongruence 2*—7 =0 mod 11 nemd Zidné
Fedeni.

Predpokladejme, Ze p + @ a Ze x, je feSenim kongruence
(73). Poloime z, = p — z,. Protoze z} = p>— 2px, +
+ 2%, vidime, Ze 2} = 2} mod p a tedy téz 22 —a =
=} —a =0 mod p. Cislo z, je proto rovnd resenim
kongruence (73). DokdZeme si jeSté, Ze FeSeni z, a z,
jsou podle modulu p inkongruentni. Kdyby totiz bylo
z, =z, mod p, méli bychom po dosazeni za z, z; =
= p — x, mod p, z ¢ehoZ pak by plynulo 22, = 0 mod p.
ProtoZe p je liché prvodislo, dostali bychom z tohoto
vztahu koneéné z, = 0 mod p, takie by bylo téZ a =
=2} = 0 mod p. To by vSak bylo ve sporu s pfedpo-
kladem, Ze p + a. Proto feSeni z, a #, = p—x, jsou podle
modulu p inkongruentni.

Jestlize p|a, pfejde kongruence (73) v trividlni kon-
gruenci 2 = 0 mod p, jejiZ jediné fefeni v iplné soustavé
zbytkd {0, 1, 2, ..., p—1} je x = 0.

Z této dvahy a piiklada 38a) a b) tedy plyne, Ze
kvadratickd kongruence (73) nema budto Z4dné fesdeni,
nebo mé v ka?dé iplné soustavé zbytkd podle modulu p
jedno fedenf, nebo koneéné mé v ka%dé tiplné soustavé
zbytkd podle modulu p dvé feSeni vzdjemné inkongru-
entni podle tohoto modulu. Z véty 36 pak plyme, Ze
#4dnd jind moZnost nemiZe nastat.
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Zabyvejme se nyni otdzkou, kdy kongruence (73)
m4 TeSeni. Pritom neni tfeba vySetiovat piipady, kdy
p|a, nebot pro p|a ma zminéné kongruence vidy feSeni
z;, = 0 mod p.

Definice 11. Neckht (a, p) = 1. Ma-li kongruence (73)
fedent, nazgvdme Cislo a kvadratickym zbytkem podle mo-
dulu p. Nemd-li kongruence (73) feSent, nazyjvdme &islo a
kvadratickym nezbytkem podle modulu p.

Priklad 39. Najdéte vSechny kvadratické zbytky a
viechny kvadratické nezbytky podle modulu 17 z re-
dukované soustavy zbytkua {0, 1, 2, ..., 16} podle to-
hoto modulu.
 Reseni. Nechdme-li # probihat redukovanou soustavou
zbytki {1, 2, 3, ..., 16} podle modulu 17, bude z* kon-
gruentni podle modulu 17 postupné s é&isly 1, 4, 9, 16,
8, 2, 15, 13, 13, 15, 2, 8, 16, 9, 4, 1. Kvadratickymi
zbytky podle modulu 17 budou tedy é&isla 1, 2, 4, 8, 9,
13, 15, 16, kvadratickymi nezbytky pak ¢&fsla 3, 5, 6, 7,
10, 11, 12 a 14.

Véta 38. Necht p je liché prvofislo. Potom v kaidé
redukované soustavé zbytkd podle modulu p je prdvé
P ; ! kvadratickych 2bytkd a P ; 1 kvadratickyjch
nezbytki podle modulu p.

Dukaz. Budeme hledat kvadratické zbytky lezici
v redukované soustavé zbytka {1, 2, 3, ..., p—1}
podle modulu p. Probfha-li &islo z touto redukovanou
soustavou, budou kvadratické zbytky podle modulu p
lezet v téch zbytkovych tfidich podle tohoto modulu,
ve kterych le#i &isla 12, 22, 32, ..., (p — 1)2 Libovolny
reprezentant kterékoliv z téchto tifd bude tedy kvadra-
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tickym zbytkem podle modulu p, takie pro stanoveni
podtu kvadratickych zbytki stadf urdit, kolik z téchto
tiid je navzajem rdznych.

Snadno nahlédneme, %e probfha-li z postupné &fsly

1,2,3, ..., p;—l , bude vyraz p — x probihat aZ na

poradi zbyvajicimi &sly redukované soustavy zbytka
{1,2,3, ...,p— 1}. Ponévadz dile (p — z)? = 22 mod p,
lezi &isla z2 a (p — z)? vidy ve stejné zbytkové tiids
podle modulu p (srovnej s piikladem 39), takie se mi-
%eme omezit na stanoveni podtu vzajemné riaznych
zbytkovych t¥id podle modulu p, ve kterych lei éisla

2 92 92 p—-l)z
1,2,3,...,( 3 .

DokéZeme si, Ze tyto tfidy jsou vzajemné rizné.
Piedpokladejme, Ze existuji piirozend &isla z, a =z,
tak, Ze
zZ =z mod p, (74)
pfidemz platf
p—1

1=z = CE

(75)

—1
1sz, s 2.

Z kongruence (74) plyne, %e 27 — 25 = 0 mod p, tj. Ze
(@, + =) (x4, — x) = 0 mod p. (76)
Se&tenim obou nerovnosti (75) dostaneme déle
28,4+, Sp—1 <p,
takZe podle vysledku tlohy 2 bude p }+ (z, + 2,). Z kon-
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gruence (76) pak podle véty 13 plyne, Ze z, = x, mod p.

Odtud pak vzhledem k nerovnostem (75) dostaneme
podle véty 14 rovnost z, = z,.

Jestlize tedy ¢isla z; a z, vyhovujf nerovnostem (75)

a je z, # x,, nemize byt zf = 2% mod p, takie zbytkové

ti{dy podle modulu p, ve kterych lezf éisla 12, 22, 32,

p—1Y

ces 3

kych zbytkd podle modulu p je roven poétu téchto tiid,

tj. &isla P ; ! . V redukované soustavé zbytki {1, 2,

3, ... ,p—1}je tedy p ; ! kvadratickych zbytka

, jsou vzajemné rizné. Podet kvadratic-

podle modulu p. Zbyvajici &isla této soustavy, kterych
je p—1— p;l = p;l , jsou tudiZ kvadratic-
kymi nezbytky podle modulu p, ¢imZz mame vétu 38
dokézanu.

Pifi poéitdni s kvadratickymi kongruencemi je tfeba
umét rychle rozhodnout, zda dané &islo je kvadratickym
zbytkem nebo nezbytkem podle modulu p. Existuje
fada kritérif, podle kterych lze toto rozhodnuti udinit.
DokéZeme si nékterd z nich.

Véta 39, Budif p liché prvoéislo a necht p + a. Potom
platt:

a) Cislo a je kvadratickym zbytkem podle modulu p pravé
tehdy, je-li

=1
a2 =1modp. (77)

b) Cislo a je kvadratickym nezbytkem- podle modulu p
prdvé tehdy, je-li ‘
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7—1

a2 =-—lmodp. (78)
Dikaz. VySetfme nejprve kongruenci
w1l—1=0mod p. (79)

PonévadZ pro 4, = 0 je —1 = 0 mod p, mé tato kon-
gruence podle véty 36 nejvyse p — 1 Fedeni, kterd jsou
vzajeruné inkongruentni podle modulu p. Aviak podle
(38) bude fesenim kongruence (79) ka#dé z &isel 1, 2,
3, ..., p—1, takie kongruence (79) ma pravé p — 1
FeSeni, kterd jsou vzijemnd inkongruentni podle mo-
dulu p.

Pondvadz p je liché prvoéislo, je é&islo p _2— 1 celé,

takZe kongruenci (79) miZeme pfepsat ve tvaru

—17 7—1

(w 2'—1)(w 2 + 1) =0mod p.

Podle véty 13 tedy pro kazdé celé éislo u, které vyhovuje
tomuto vztahu, plati budto
el
“ 2 —1=0modp, (80)
nebo
—1

u ¢ 4+ 1=0modp. (81)
Vztahy (80) a (81) nemohou platit soudasné, nebot
v opa¢ném piipadé bychom jejich odedtenim dostali
—2 = 0 mod p, coz nenf moZné.

Ka?dé fe$eni kongruence (79) je tedy reSenim priveé
jedné z kongruenci (80) a (81). To znamend, %e kazdd
p—1

2

z téchto kongruencf ma prive - fefeni, ktera

jsou vzdjemné inkongruentni podle modulu p.
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Necht nyni éfslo a je kvadratickym zbytkem' podle
modulu p. Potom podle definice 11 ma kongruence
(73) feSenf x,. PonévadZ p + a, plati téZ p + =x,, takZe
podle (38) bude x?' =1 mod p. Ze vztahu z} =a

e} Lol
mod p pak podle (18) dostaneme (z}) 2 =a 2 mod p.
7—1

Shrnutim t&chto vysledk@i obdriime konednéa 2 =
=z,! = 1 mod p. Tim jeme dokizali, Ze pro kazdy
kvadraticky zbytek podle modulu p plati vztah (77),
tj. kazdy kvadraticky zbytek podle modulu p je feSenfm
kongruence (80). Avsak kongruence (80) mé pravé tolik
fedenf, kolik je v dané redukované soustavé kvadratic-
kych zbytkt podle modulu p (viz vétu 38). Z toho plyne,
ze ¢islo a je kvadratickym zbytkem podle modulu p
pravé tehdy, je-li fefenim kongruence (80), tj. plati-li
vztah” (77). Tim jsme dokizali tvrzeni a).

DokaZme jesté tvrzeni b). Protoze kazdy kvadraticky
nezbytek podle modulu p je feSenim kongruence (79),
bude feSenim pravé jedné z kongruenci (80) a (81).
Z dokazaného tvrzeni a) plyne, %e éislo a je kvadratic-
kym nezbytkem podle modulu p privé tehdy, neplati-li
vztah'(77), tj. neni-li feSenfm kongruence (80). To je
viak moZné pravé tehdy, je-li feSenim kongruence (81),
tj. plati-li vztah (78). Tim mime dokézano i tvrzeni b).

Priklad 40. Uréete, kterd z &isel 5, 20, 26 a 30 jsou
kvadratickymi zbytky a ktera jsou kvadratickymi ne-
zbytky podle modulu 41.

Resenf. Uzitim zndmych pravidel pro pogitani s kon-
gruencemi, piipadné i uZitim vztahu (38) dostaneme
postupné:

a) 5% = 251, 25 = —16 mod 41, takie 5% = (—2¢)10

mod 41, tj. 52 = 2% = 1 mod 41;
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b) 202 = 210 520, 21 — ] mod 41, 5% =1 mod 41, tedy
2020 = 1 mod 41;

c) 2620 = 220 13% = 2%0,169'°, 169 = 5 mod 41, 1691
= 5 mod 41, 5% = (—16)® mod 41, takZe 262
= 220, (—16) mod 41, tj. 26% = —21 = ] mod 41;

d) 302 = (—11)° mod 41, (—I11)® = 12110 g 121 =
= —2 mod 41, takZe 30*° = (—2)!° mod 41; aviak
(—2)1° = 1024 a 1024 = —1 mod 41, takZe 30® =
= —1 mod 41.

Odpovéd. Cisla 5 a 20 jsou kvadratickymi zbytky a
&isla 26 a 30 kvadratickymi nezbytky podle modulu 41.

Abychom nemuseli obsirné vypisovat , kvadraticky
zbytek podle modulu p“ nebo ,kvadraticky nezbytek
podle modulu p‘“, zavadime v teorii kvadratickych
kongruencf tzv. Legendretiv symbol.

Deflnice 12, Budif p liché prvoéislo a necht (a, p) = 1.
Potom definujeme Legendretw symbol [%] takto: Je-li a

kvadratickim zbytkem podie modulu p, klademe [%] -1
Je-li a kvadratickym nezbytkem podle modulu p, klademe

[i] - —1.

D
Z vty 39 a definice 12 plyne okam?ité

vita 40. BudiZ p liché prvolislo a mecht (a, p) = 1.
Potom

a”—Tl = [%] mod p. (82)
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Zavedenim Legendreova symbolu miZeme tedy shr-
nout vzoree (77) a (78) do jediného vztahu (82). Pomoci
tohoto vztahu si nyni dokdZeme ndktera pravidla pro
poéitini s Legendreovym symbolem.

Vita 41. Budifip liché prvolislo a necht (a, p) =
= (b, p) = 1. Potom platt:

o ()= (s 53] - (2)

b) Je-lia =b mod p, je [%] = [2-] .

P
N AR
D

["‘Tl) ey (85)

Dikaz tvrzenf a). Ponévadz [—:TJ = [%] mod p, bude

prvodislo p délitelem vyrazu [%] — [%] Absolutn{ hod-

nota tohoto vyrazu je vSak nejvysSe rovna dvéma a
protoZe p > 2, plyne z vysledku tdlohy 2 a véty 2 (ka-

pitola 1), Ze (%] — [%) = 0. Tim jsme dokézali tvrze-
nf a).

Diikaz tvrzeni b). Z kongruence ¢ = b mod p podle

—1 7—1

(18) plyne, Jetéta 2 =5 2 mod p. Podle (82) je viak
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—1 a
a ? E(—] mod p,
» P
P—1
b
b 2 E(—] mod p.
» ?

Podle (11) tedy dostaneme (%) = [%] mod p, z ¢ehoZ

uzitim tvrzeni a) plyne sprivnost tvrzeni b).
Dikaz tvrzeni c). Ponévad? (a, ») = (b, p) = 1, bude
i (ab, p) = 1, takie podle (82) bude
—1
(ab) ® = (%] mod p.

= =1 1 L a
AvSak (ab) 2 =a 2 b %2 aa® = [;] mod p,
p—1

b * = [?] mod p, takze podle (17) dostaneme téz

!

(ab) T —[ ] ]modp

Shrnutim nalezenych vysledki obdrzime pak podle

(11), Ze plati [ Z? ] = [%] . [%] mod p. Odtud zcela stej-
né, jako pfi dukazu tvrzeni a), plyne vztah (83).

Polozime-li v (83) specialné b = a, dostaneme (84),

2 al (a a )
)-8 (- o
p P r p (1)
Vztah (85) dokdZeme konednd ze vztahu (82) zcela
stejné, jako jsme dokazovali tvrzen{ a).

UkdZeme si nyni na piiklad8, jak lze véty 41 u%it
k uréenf hodnoty Legendreova symbolu.
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2 35
Piiklad 41. Urdete a) ( 139 ] b) [m] .
Reseni.

o (mg)= () = () = () -
~ (] (75) = — (9] — — ) -
:—[139]'[129]'[12359]2_(%]'[li%)’tj'
(155 = —(ss)- (559

Z tohoto vztahu tedy vypodteme [ 12 9 ] = —1. Déle
pak bude

(55) = (9] (w5) = (339 ) = (3] =
[139) (139] [129]=—1-
o (25) - (22 (ri) - (22) - (o) -+

Odpovéd. a) [1§9] —1; b) [ 13359] =1

DokéZeme si jedté jedno kritérium, podle néhoz lze
principidlné velmi jednoduse rozhodnout, zda é&islo a
z redukované soustavy zbytku podle modulu p je kva-
dratickym zbytkem ¢&i kvadratickym nezbytkem podle
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tohoto modulu. Pii zépisu opét s vyhodou pouZijeme
Legendreova symbolu.

Vita 42, BudiZ p liché prvolislo a necht (a, p) = 1.
Budte ddle g,, 05, 03, - - -, @ p—1 "absolutné nejmendi zbytky

2
prt délent prvolislem p utvofené postupné k &slim 1.a,

2.a, 3.a, ..., p—;i.a. Necht koneéné v znalt polet
zdpornych Eisel leZicich v systému o,, 05, 035 - - -, 0@ _,;1 .
2
Potom
(%) = v (86)
» .

Dikaz. Necht k je nékteré z &isel 1, 2, 3, ..., P _2— 1 .

Podle véty 5 existuji k danému &slu k celd &isla & a g;
tak, Ze platf

k.a = &p + ok,
p p
Bude tedy
ak = o, mod p [k: 1,23, ..., pgl]. (87)
PonévadZz p je liché prvolislo, budou celd &sla g
spliiovat dokonce ostré nerovnosti — % <o < %,
takze
? (5 _ p—1
|e;|<?[k—-l,2,3,..., - ] (88)
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Predpoklidejme,ze 1 < h < p—2—l , 1=k < p;l

a %e |on] = |ox]. Z této rovnosti plyne, Ze téZ g; = ¢,
takZe vzhledem ke vztahim (87) dostaneme dale
a*h? = a*k?* mod p. Jeito p + @, miZeme podle véty 11
v této kongruenci kratit &islem a2, takZe dostaneme
h? = k* mod p, tj. 2 — k* = 0 mod p. Aviak posledni
kongruenci maZeme psat ve tvaru
(B + k)(P—k) =0mod p. (89)
Seéteme-li dale nerovnosti pro ¢&isla b a k, dostaneme
2<h+k=p—1<p,
takZe musi platit p + (2 + k). Podle véty 13 pak z kon-
gruence (89) plyne, Ze h —k = 0 mod p neboli A =
=k mod p. Odtud podle véty 14 dostaneme h = k.
Jestlize tedy |os| = |o«|, je nutné b = k. Z toho pak

plyne, Ze pro k # k bude téz |g,.| # |gk| Proto ¢&isla
|91| ezl lesl, - |9,,_1 | budou vzdjemné rizni. Zadné

z nich nebude rovno nule nebot v opaéném piipadsd
bychom podle (87) dostali, Ze budto p|a, nebo p|k%,
coz by odporovalo predpokla.du o éislech a a k. Vzhle-

dem k nerovnostem (88) bude tedy gisel |p,|,
{@l, |es|, ---; |ep—1]| nabyvat aZ na pomdi hodnot
. 2
1,2,3, ..., p;l , takZe bude
—1
eees -0 = D{EGE) (o0
2

Znasobime-li nyn{ mezi sebou viechny kongruence (87),
dostaneme
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( .

a 2

]! = 01003 - - - 0p—1 Mod p;
2

dosadime-li do této kongruence podle (90), obdriime
—1
P—1),_ (ypf2=1
a 2 -[—T—]! = ( 1)[ 3 ]!modp.

Ponévadi p+ [p ; ! ] !, miZeme podle véty 11 v této

kongruenci kratit &fslem [p ; 1 ] !, takZze dostaneme

=1 .
a 2 = (—1Y mod p.

Odtud vzhledem k (82) plyne, Ze
a
— | = (—1) mod p,
(5] = (—2rmodyp

z &ehoZ stejnym postupem, jako pfi diikazu tvrzeni a)
véty 41, dostaneme dokazovany vztah (86).

Vétu, kterou jsme pravé dokazali, nazyvame v teorii
disel Gaussovym lematem.

Priklad 42. UzZitim Gaussova lematu urdete a) [4—51] ;
26
b) [ﬁ].

Reseni. a) Pro a = 5 budeme hledat absolutnd nej-
mensi zbytky pfi délenf &islem 41 postupné k éislam 5, 10,
15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 50, 55, 60, 65, 70, 75, 80, 85,
90, 95, 100. Tyto zbytky budou rovny éislam 5, 10, 15,
20, —16, —11, —6, —1, 4, 9, 14, 19, —17, —12, —7,
—2, 3, 8,13 a 18. Je tedy » = 8, takZe podle (86) bude

(-
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b) Podobné pro a = 26 budeme hledat absolutné nej-
mensi zbytky pifi déleni éislem 41 postupné pro é&isla
26, 52, 78, 104, 130, 156, 182, 208, 234, 260, 286, 312,
338, 364, 390, 416, 442, 468, 494, 520. Tyto zbytky
budou rovny é&islim —15, 11, —4, —19, 7, —8, 18,
3, —12, 14, —1, —16, 10, —5, —20, 6, —9, 17, 2 a —183.
V tomto pifipadé je » = 11, takZe podle (86) dostaneme

26
()=
« 5 ) 26)
Odpovéd. a) [ﬁ] =1; b) (—‘LT] = —1.

Doposud jsme se zabyvali otizkou, kdy m4 kon-
gruence (73) feSeni. Tuto otdzku dovedeme dplné zod-
povédét, nebot pro p + @ umime uréit hodnotu Legen-

dreova symbolu (i;)—] a tim i rozhodnout o existenci fe-

deni kongruence (73), a pro p|a umime dokonce toto
Fefeni primo napsat.

Obratme nyni pozornost k otézce, jak v piipadé, kdy
kongruence (73) ma Fedenf, lze toto Fesenf zkonstruovat.
Na rozdil od kvadratickych rovnic je u kvadratickych
kongruenci tento problém v obecném piipadé mnohem
komplikovanéj$f. Aviak v nékterych specidlnich pri-
padech uZ ndm vyloZend teorie sta¢i k tomu, abychom
FeSenf kongruence (73) sestrojili.

Jeden dosti obecny pripad, ve kterém devedeme FeSeni
kongruence (73) sestrojit, popisuje

vita 43. Nech? p = 3 mod 4 a necht (%] — 1. Potom
pro fedent x, kvadratické kongruence (73) plati

ptl

z,=a * modp. (91)
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Dikaz. Exponent P +

je celé éislc, nebot z pied-
pokladu » =3 mod 4 plyne, 7% p+1=0 mod 4.

»+1
Podle (91) je dile 22— =a 2 —a mod p. Aviak
P41 P+l p—1
a2 —a=—a ? (a, 2 —l):

il 21 a
=-—a [a 2 —[;—]] Ponévadz z (82) plyne, %e

p—1

a 2 —[%] =0 mod p, dostaneme shrnutim téchto

vysledktt 2 —a = 0 mod p. Vidime, Ze &islo z, defi-
nované vztahem (91) je skutedné fedenim kongruence (73).
Druhé feSeni z, kongruence (73) uréime pak snadno
ze vztahu z, = p — 2, mod p.
Priklad 43. Vysetite kvadratickou kongruenci
22— 35 = 0 mod 59.

Reseni. Pfedevsfm zjistime, zda dana kongruence mé
feSenf. K tomu musime urdit hodnotu Legendreova

symbolu [gg] Podle véty 41 postupné dostaneme

(3)-(3)-(5) (3)-(5)-
{5 (- G (-

Dané kongruence mé tedy v kazdé redukované soustavé
zbytki podle modulu 59 dvé feeni.
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Ponévadz 59 = 3 mod 4, bude podle (91)
z, = 35!" mod 59.

Avsak 358 = 515, 715 53 = 7 mod 59, 5'°* = 7° mod 59,
takZe z, = 35'% = 72° mod 59. Déle je 72 = —10 mod 59
a tedy 72° = 10'° mod 59. Ponévadz 10° = —3 mod 59,
dostaneme koneéné z, =7 = 10° = 10.(—3) =
= 25 mod 59.

Pro druhé feseni dané kongruence pak dostaneme
Z, = 59 — 25 mod 59, tj. z, = 34 mod 59.

Odpovéd. Kvadratickd kongruence 2z — 35 =0
mod 59 mé v redukované soustavé zbytka {1, 2, 3,
, 58} podle modulu 59 dvé fesen{, z, = 25 a z, = 34.

Véta 43 nidm umoZiiuje konstruovat fefeni kvadra-
tické kongruence (73) pro prvoéiselné moduly tvaru
p = 4m + 3 (m celé). Postupu, jehoZ jsme pii konstrukei
FeSeni uZili, 1ze viak nékdy uzit i v piipads, Ze prvodislo p
ma tvar p = 4m + 1.

Nechf p = 1 mod 4 a necht (—i = 1. Hledejme nej-

r?
mensi prlrozene gislo k, pro které plati a* = 1 mod p
Vime uz, Ze takové ¢&islo jisté ezustu]e Podle véty 29
bude dokonce k|(p—1).
Je-li éislo k liché, bude & + 1 sudé a poloZime-li

Eaat
z, =a 2 modp, (92)

dostaneme 7} — @ = a**! — @ mod p. Aviak a*t! —g =
=a(a* — 1) a a* — 1 = 0 mod p, takZe koneéné obdr-
%ime 2 — a = 0 mod p. Vidime-li, Ze &islo #, definované
vztahem (92) je opét feSenim kongruence (73).

Je-li viak éislo & sudé, nelze tohoto postupu uZit.
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Nicméné i pro tyto pripady lze feseni kongruence (73)
zkonstruovat | pfirozené za predpokladu, Ze (—;—] = 1].

Konstrukee je vsak pifli§ komplikovand a presahuje
rdmec této knihy. Proto se ji nebudeme zabyvat a ome-
zime se v téchto pfipadech na stanoveni feSeni dané
kvadratické kongruence jen zkusmo.

Obecné tedy dovedeme zkonstruovat reSeni kvadra-
tické kongruence (73) jen v téch pfipadech, kdy budto
p = 3 mod 4, nebo mezi lichymi déliteli &isla p —1
existuje takové &islo k, pro které je a* = 1 mod p.

Priklad 44. VySetite kvadratickou kongruenci
22— 28 = 0 mod 53.

Reseni. Nejprve budeme zkoumat, zda danid kon-
gruence ma feSeni. Zfejmé bude

28 81 1
[53] N (3'3] -
takZe kongruence mé v kazdé redukované soustavé zbyt-
ki podle modulu 53 dvé feseni.
PonévadZ 53 = 1 mod 4, budeme hledat mezi lichymi
déliteli &isla 53 — 1 = 52 ¢&islo k& takové, Ze 28t =1

mod 53. Lichymi déliteli &isla 52 jsou viak pouze é&isla
1 a 13. Postupné uré¢ime

282 = —11 mod 53,
284 = 121 = 15 mod 53,
286 =-—11.15 = —6 mod 55,

2812 = 36 mod 53,
281 = 36.28 = 1 mod 53.
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Podle (92) tedy bude
x, = 287 = —6.28 = 6.25 = 44 mod 53.

Polozime-li jesté x, = 53 — 44 = 9, vidime, Zc dana
kongruence ma v redukované soustavé zbytku {1, 2,
3, ..., 52} podle modulu 53 dvé feSeni, z, = 44ax, = 9.

Priklad 45. Najdéte vSechna reSeni kvadratické kon-
gruence x? =20 mod 41 v uplné soustavé zbytki
{0, 1, 2, ..., 40} podle modulu 41.

Reseni. V piikladu 40 jsme zjistili, Ze [%) -1

Dana kongruence bude proto mit ve zvolené tplné
soustavé zbytku dvé inkongruentni feseni. (Tato feseni
budou dokonce z odpovidajici redukované soustavy.)

PonévadZ 41 = 1 mod 4, nelze ke konstrukei téchto
feSeni uzit véty 43. Lichymi déliteli disla 41 — 1 = 40
jsou pouze éisla 1 a 5. Pritom

202 = —10 mod 41,

20% = 100 = 18 mod 41,
205 = 18.20 = —9 mod 41,
2010 = 81 = —1 mod 41,

202 = 1 mod 41.

Vidime, Ze 205 £ 1 mod 41. Ponévadz prirozenymi
déliteli &isla 40 jsou pouze éisla 1, 2, 4, 5, 8, 10 a 20
a ponévadZ 20° = 324 = —4 mod 41, je &islo k = 20
nejmensim plirozenym &islem, pro které plati 20% =
= 1 mod 41.

Nelze tedy uzit ani vztahu (92) a feSeni dané kon-
gruence bude proto tfeba hledat zkusmo. Studujmc
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prvky zbytkové tiidy podle modulu 41, ve které leii
dislo 20. Ziejmé bude

20 = 61 = 102 = 143 = 184 = 225 mod 41,

takZze bude téZ x® = 225 mod 41, tj. 2 = 152 mod 41.
Jedno fedeni vysetfované kongruence bude tedy x;, = 15,
druhé pak dostaneme ze vztahu z, = 41 — 15 = 26.

Odpovéd. Hledana feSeni kongruence 2 = 20 mod 41
jsou z, = 15, x, = 26.

Ke konstrukei fefeni nékterych specidlnich kvadra-
tickych kongruencf lze nékdy uZit i jinych vét, které
jsme si vyloZili. Jako ukédzku si uvedeme piiklad, kde
ke konstrukci feSeni vyuZijeme Wilsonovy véty (vé-
ta 37).

Priklad 46. Necht p je prvotislo tvaru p = 4m + 1.
Uzitim Wilsonovy véty dokazte, Ze kongruence 2® 4 1 =
= 0 mod p ma fedeni

Xy, = 4(2m)! mod p.
Reseni. ProtoZe

(2m)! = 1.2.3. ... .2m = (—1).(—2).(—3).
.(—2m)aprok =1,2,3, ..., 2m plati

—k =p—k mod p,
dostaneme vyniasobenim vsech téchto kongruenci
2m)! = — 1.(p —2).(p—3). ... .(p— 2m)
mod p.

Znasobime-li tuto kongruenci éislem (p — 2m — 1)!,
dostaneme

2m)!.(p — 2m — 1)! = (p — 1)! mod p.
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Aviak p—2m —1 =4m 4+ 1 —2m — 1 = 2m, takie
bude
((2m)!)2 = (p — 1)! mod p.

Odtud uzitim vztahu (71) dostaneme

((2m)1)2 = —1 mod p
neboli
((2m)!)2 + 1 = 0 mod p.

Ponévad? x} == 23 = ((2m)!)? mod p, obdrZime koneéné
x4+ 1 =0 mod p,
25 + 1 =0 mod p.

Cisla x, a x, budou tedy skute&né fesenimi kongruence
2?2 4 1 =0 mod p, coZ jsme méli dokizat.
Zavérem této kapitoly se jeSté struéné zminime
o obecné kvadratické kongruenci s prvotiselnym mo-
dulem
agx? 4+ a,x + a, = 0 mod p, (72)

kde p je liché prvotislo, p + a,. Postup, jehoz pfi studiu
takovéto kongruence uZivame, je zcela obdobny s po-
stupem uZivanym pii Feseni kvadratickych rovnic.

Ponévadz p je liché prvoéislo a p+ a,, plati téz, Ze
P+ 4a,. Vynasobime-li tedy kongruenci (72) éfslem 4a,,
dostaneme ekvivalentni kongruenci

40,:',1:2 + 4a0alx + 4(1,0(1,2 = 0 mod P.

Doplnime-li levou stranu této kongruence na tplny
dtverec a oznaéime-li D = aj — 4a,a, diskriminant kva-
dratického trOJélenu agx? + ax + a,, dostaneme po
jednoduché tipraveé kongruenm

(2002 + a,)* — D = 0 mod p,
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kterd je rovnéz ckvivalentni s kongruenei (72). PoloZime
jeste
2a4x + @, =2z mod p. (93)

PDostaneme tak kvadratickou kongruenci

22— D = 0mod p, (94)

kterd uz ma tvar (73). Ze vztahu (93) plyne, %e kazdému
reseni kongruence (72) odpovida pravé jedno feseni
kongruence (94). Ponévadz vsak p+ 2a,, lze i obricenc
z lincarni kongruence (93) ke kazdému teSeni kongruence
(94) najit pravé jedno feSeni kongruence (72).

Necht dvéma fesenim z; a x, kongruence (72) odpo-
vidaji feseni z, a z, kongruence (94). Bude tedy

2a4z, + a, =z, mod p,
242, + @, = z, mod p.

Je-li z, = x, mod p, plyne z téchto vztahi, 7e iz, ==z,
mod p. Je-li obricené z, = 2z, mod p, bude 2a,x, + «, =
1 2u4%, - @, mod p, takZe 2a,x, = 2a,x, mod p. Po-
névadz (2a,, p) = 1, plyne z této kongruence podle
véty 11, Ze x; = z, mod p. Tim jsme dokdzali, Ze FeSeni
2, a x, kongruence (72) jsou kongruentni podle modulu p
pravé tehdy, jsou-li podle tohoto modulu kongruentni
odpovidajici feSenf 2, a z, kongruence (94).

Z provedenych uvah vyplyva, Ze kvadratické kon-
gruence (72) a (94) jsou ekvivalentni. Postup, ktery
jsme si pravé popsali, nam tedy vidy umozni rozhod-
nout o existenci feseni kongruence (72) a uréit podet
inkongruentnich feSeni této kongruence. V téch pii-
padech, kdy dovedeme najit feSeni kongruence (94),
jim dokonce dostaneme feseni kongruence (72). V né-
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kterych konkrétnich piipadech vsak muZeme tento po-
stup jesté znaéné zjednodusit.

Priklad 47. Vysetite kvadratickou kongruenci
5722 4+ 149z - 362 = 0 mod 211,

teseni. Pro diskriminant D kvadratického trojélenu
57x% 4- 1492 + 362 dostaneme D = 1492 — 4.57.362.
Snadno zjistime, Ze 1492 — 4.57.362 = (—62)* |
-+ 17.60 mod 211, tj. D == 3844 + 1020 = 11 mod 211.
Dostaneme tcdy ekvivalentni kongruenci

— 11 = 0 mod 211.
Abychom rozhodli o existenci feSenf této kongruence,
11
urdéime hodnotu Legendrcova symbolu [ 21]] Padle

znamych pravidel bude
1 ]_ —200 ] _(—2Y (100 —2
[’2’1"1" e )21 (211 211]
_[—2 [ 81 _]_ —162]_ 9 _,
o 211] 211 ) (—W' _[§IT ] o
takZe kongruence z* — 11 = 0 mod 211 bude mit dv¢

feSeni inkongruentni podle modulu 211, Ponévadz
211 == 3 mod 4 bude podle véty 43

2, = 11" mod 211,

Postupné vypoéteme

112 = —90 mod 211,
11* == 8100 : - 82 mod 211,
118 = 6724 = —28 mod 211,
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111 = 784 = —60 mod 211,

1148 = —216 000 = 64 mod 211,

1152 = 64.82 = —27 mod 211 a

1183 = —27.11 = 125 mod 211.

ReSeni kongruence z2 — 11 = 0 mod 211 tedy budou
2z =125 mod 211 a z, =211 — 125 == 86 mod 211.
Podle (93) dostaneme pro feeni pivodni kongruence

1142, + 149 = 125 mod 211,
114z, + 149 = 86 mod 211.

Po tpravé a zkricenf Sesti resp. tfemi dostaneme dile
192, = —4 mod 211, 38z, = —21 mod 211.

Znasobime-li prvni kongruenci jedendcti, dostaneme
209x, = —44 mod 211 neboli —2x, = —44 mod 211,
z &ehoZ po zkraceni éislem —2 plyne ihned 2, = 22
mod 211. Druhou kongruenci muzeme prepsat ve tvaru
38z, = 190 mod 211, z ¢&ehoZ po zkriceni ¢&islem 38
plyne z, = 5 mod 211.

Odpovéd. Kongruence 57z + 149z + 362 = 0 mod
211 mé v uplné soustavé zbytka {0, 1, 2, ..., 210} podle
modulu 211 dvé feSeni, x, = 22az, =5

UkéZeme si je§té jiny zpuisob feSeni této kongruence.
Resme nejprve linearni kongruenci 574 = 1 mod 211.
Podle (46) dostaneme pro jeji feseni u, = 572 mod 211.
Postupné vypodteme

570 = 84 mod 211,

57* = 7056 = 93 mod 211,

57% = 8649 = —2 mod 211,

571 = —32 mod 211,
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57180 = 961 = —94 mod 211,

57900 = (—32).(—94) = 54 mod 211,
57200 = 2 54 = 103 mod 211 a
57209 = 57,103 = —37 mod 211.

Regeni linedrni kongruence 57u = 1 mod 211 bude
tedy 4, = —37 mod 211.

Znisobme nyni pivodni kvadratickou kongruenci
57x% 4 1492 + 362 = 0 mod 211 é&islem —37. Dosta-
neme tak kvadratickou kongruenci s ni ekvivalentni

—21092% — 5513z — 13 394 = 0 mod 211.

Tuto kongruenci mizeme podle véty 17 psat v ekvi-
valentnim tvaru

x2?— 27 — 101 = 0 mod 211
nebo jesté vyhodnéji ve tvaru
x% + 184z — 101 = 0 mod 211,

nebof v této kongruenci miZeme bez dalsich wprav
doplnit jeji levou stranu na iplny &tverec. Dostaneme
tak

(x + 92)2 — 922 — 101 = 0 mod 211

nebo po upravé
(z + 92)2— 125 = 0 mod 211.

Tato kongruence je zfejmé ekvivalentni s kongruenci
pavodni, a poloZime-li jesté x 4+ 92 = v, dostaneme opét
kvadratickou kongruenci tvaru (73)

92— 125 = 0 mod 211.
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. v . 125
Pro Legendre(v symbol [-?ﬁ-],dostaucmc sniudno

125 5 Y} 5 5 9
(’*2 n—] = [‘ziT] = (ﬁf] = [‘u] ' [m] =
_[ 45 )_[»256]_( 16 ]zk_ .
211 211 211 ’

takZc kongruence v2— 125 =0 mod 211 mi dvé in-
kongruentni feseni. Podle véty 43 dostancme jedno
z téchto Feseni ve tvaru

vy = 125% mod 211.

Postupné vypodteme

1252 = 11 mod 211,

125¢ = 121 = —90 mod 211,
125% = 8100 = 82 mod 211,
1252 = —90.82 = 5 mod 211,

12548 = 625 == —8 mod 211,

1255 = (—8).(—90) = 87 mod 211 a

1255 = 125.87 = 114 mod 211.

Bude tedy v, = 114 mod 211 a v, = 211 — 114 =: 97
mod 211, Ze vztahu = + 92 = » uréime nyni uz snadno

feSenf puvodni kvadratické kongruence =z, = 114 —
— 92 =22 mod 211 a z, = 97 — 92 = 5 mod 211.

Piiklad 48. Vysetite kvadratickou kongruenci
6x2 — 5z + 21 = 0 mod 97.

Regenf. Diskriminant kvadratického trojéclnu 622 —
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—5z 421 joe D =25-—4.6.21 ——479, tedy D = 6
mod 97. Snadno zjistime, Ze

8Y (6) (18 %) _(—=1)_,

(97]‘[97] [97]‘[97]_( 97 ] o
Kongruence z? — 6 = 0 mod 97 i kongruence ptvodni
budou tedy mit dvé inkongruentnf{ feSenf.

PonévadZ 97 =1 mod 4, nemiZeme ke konstrukei
Tefonf kvadratické kongruence 22 — 6 = 0 mod 97 uiit
véty 43. Nelze viak uZit ani vztahu (92), nebof 62 = 36
mod 97, 6® = 22 mod 97, 64 = 35 mod 97, G® = —
mod 97, 68 =-—36 mod 97 a 612 =1 mod 97, tak7e
nejmens{ pfirozené &islo k&, pro které platf 6¢ = 1 mod 97,
je sudé.

Znésobfme-li kongruenci z2—6 =0 mod 97 &est-
nicti, dostaneme ekvivalentni kongruenci 1622 — 96 =
= 0 mod 97, kterou miZeme napsat ve tvaru (4z)? =
= —1 mod 97. ProtoZe jsme zjistili, Ze 6 = —1 mod 97,
miZeme déle psit

(42)* = (6°)2 mod 97,

z %ehoZ dostaneme 4z, = 216 mod 97, 4z, = —216 mod
97. Po zkricen{ étyimi tedy bude z, = 54 mod 97, z, =
= —54 = 43 mod 97. Tim jsme nasli obé inkongruentnf{
feSeni kongruence z2 — 6 = 0 mod 97.

Abychom urdili feSenf x, a z, pivodn{ kvadratické
kongruence, budeme fesit jedté dvé linedrni kongruence.
Podle (93) bude

12z, — 5 = 54 mod 97, 12z, — 5 = 43 mod 97,
tj.
122, = 59 mod 97, 12z, = 48 mod 97.
Nésobfme-li prvni kongruenci osmi, dostaneme 96z, =

121



= 472 mod 97 neboli —z;, = —13 mod 97, takZe bude
z; == 13 mod 97. Kratime-li ve druhé kongruenci dva-
nacti, dostaneme ihned z, = 4 mod 97.

Odpovéd. Kvadratickd kongruence 622 — 5z + 21 =
== 0 mod 97 ma v 1iplné soustavé zbytku {0, 1, 2, ...,
96} podle modulu 97 dvé fefenf, x, = 13 a. 2z, = 4.

Priklad 49. VySetite kvadratickou kongruenci

7322 — 1156z + 48 = 0 mod 113.

Reseni. Diskriminant daného kvadratického trojélenu
bude D = 1152 — 4.73.48. Snadno zjistime, Ze D =
= 22 4 47.48 =0 mod 113, takZe kvadraticki kon-
gruence (94) ma v kaZdé uplné soustavé zbytka podle
modulu 113 jediné feSenf z, = 0 mod 113. Kongruence
(93) ma v tomto piipadé tvar 146z, — 115 = 0 mod 113
neboli 33z, = 2 mod 113. Podle (46) dostaneme feSenf
této linedrni kongruence ve tvaru z, = 2.33'! mod 113.
Postupné tedy vypolteme

332 = —41 mod 113,
33¢ = 1681"= —14 mod 113,
338 =196 = —30 mod 113,
331 =900 = —4 mod 113,
3332 = 16 mod 113,
3384 = 256 = 30 mod 113,
339 = 16.30 = 28 mod 113,
331904 = __30.28 = —49 mod 113,
3318 = (—14).(—49) = 8 mod 113,
3310 = __4].8 = 11 mod 113,
3311 ="33.11 = 24 mod 113,
7. dehoZ dostaneme z, = 2.33" = 48 mod 113.
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Odpovéd. VySetiovand kongruence ma v dplné son-
stavé zbytka {0, 1, 2, ..., 112} podle modulu 113
jediné Fedenf z, = 48.. ‘

Pifklad 50. VySetite kvadratickou kongruenci

682> — 291z — 50 = 0 mod 53.

Reseni. Podle véty 17 vysettime ekvivalentnf kvadra~
tickou kongruenci

1522 — 26z + 3 = 0 mod 53.

Diskriminant kvadratického trojélenu 15z% — 26x + 3
je D =26 — 4.15.3 = 676 — 180 = 496, takie D =

= 19 mod 53. Podle (82) je (—;%] = 19% mod 63 a

ponévadZ 19?0 = (19%)13 = 361'® a 361 = —10 mod 53,
uréime postupné

10*° = —7 mod 53,

10° = 49 = —4 mod 53,

102 = 16 mod 53 a -

10® = 160 = 1 mod 53.

Dostaneme tedy
[%g_] = 36118 = (—10)® = —10%¥ = —1 mod 53.

Vidime, %e diskriminant D je kvadratickym nezbytkem
podle modulu 53.

Odpovéd. Kvadratickd kongruence 68z — 291z —
— 50 = 0 mod 53 nem4 Z4dné Fesenf.
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21.

22.

23. *

24.
25.
20.
27.
28.

29.
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Ulohy

322
Uréete hodnoty Legendreovych symboli: a) [——]

[333] °’( J [659] "

V nésledujfofch pf{kladech vySetite kvadratické kon-
gruence:

z' = 43 mod 109.

— 90 = 0 mod 83.

z* + 48 = 0 mod 59.

67z* — 91z + 35 = 0 mod 71.

177z* — 472 + 928 = 0 mod 353.
196z* + 1456z + 2753 = 0 mod 571.

Uzitim Gaussova lematu dokaZte, Ze pro liché prvoéislo p
platf

2 »—1
(-
P
Necht p > 2 je prvoédislo a necht p | m. DokaZte,%e kon-
gruence (p — 1)-tého stupnd o jedné nozndmé
221+ 1 =0modm
nemd Z4dné fedeni.



		webmaster@dml.cz
	2016-06-29T17:09:03+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




