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b. kapitola

SOUSTAVY KONGRUENCI 0 JEDNE NEZNAME
S NEKOLIKA MODULY

V predchozi kapitole jsme si ukédzali zdkladni metody
fesenf linedrnich kongruenci o jedné nezniamé. Potize,
které se pritom objevily, byly pouze podetniho charak-
teru. Byli jsme nuceni pracovat ¢asto s &fsly, kterd
byla prili§ velikd, coz pak vedlo k nutnosti dalsich
tdprav. Tyto dpravy byly vétsinou zdlouhavé a &asto
dosti komplikované.

Na prikladech 23 a 24 jsme si ukazali jednu cestu,
kterou se muZeme alespoii u linedrnich kongruenci
zminénym potiZim vyhnout.

Z tvah, které jsme provedli ve &tvrté kapitole, je
ziejmé, Ze potiZe s velkymi &isly se zvétsovanim modulu
porostou. Proto se v této kapitole budeme snaZit pre-
vést danou kongruenci na soustavu kongruencf s moduly
co moZna nejmensfmi.

Véta 31. Budte m, > 1 a m, > 1 celd nesoudélnd ¢isla.
Potom existujt celd &éisla v a v tak, Ze soutasné plati

mau—mp =1; 0<u<m; 0<v <m,. (51)

Dukaz. Ponévadi (m,, m,) = 1, miiZeme podle véty
30 najit v dplné soustavé zbytka {0, 1, 2, ..., m, — 1}
podle modulu m, prdvé jedno ¢islo u, pro které plati
my = 1 mod m,. Zfejmé bude u # 0, takZe dostaneme
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0 < u < m.Ponévadz m,|(m,u — 1), bude &fslo myu — 1

. myu — 1 , 1
celé. Polozime-li v = —————, bude dile m,u—m,v =
1
= 1. Z nerovnosti 1 < u < m, plyne ndsobenim &islem
m,> 1, %e m, S mu <mm, a tedy 0 <m, — 1 =
< mu—1 <mm, Délime-li tyto ncrovnosti éislem

. —1 .
m, , dostaneme koneéné 0 < % <my, tj.0 <v <

1
< m,, ¢imZ je dikaz véty 31 proveden.

Priklad 25. Najdéte celd &isla # a » tak, aby platilo
65u —28v =1, 0 <u <28, 0 <v < 65.

Redeni. Ponévad% je (28, 65) = 1, budeme hledat
feSeni kongruence 65» = 1 mod 28, tj. 9 = 1 mod 28.
Vynéasobime-li poslednf kongruenci tfemi, dostaneme
27u = 3 mod 28, z ¢ehoZ plyne —u« = 3 mod 28 neboli

= —3 mod 28, a tedy » = 25. Nyni poloZime » =

65u — 1 65.25 — 1
= 28 = 28 = 58. Bude tedy » = 25,
v = b8.

Vita 32. Budte m, > 1 a m, > 1 celd nesoud¥ind &sla
a nechl m = m;m,. Necht jesté celd &isla u a v vyhovuji
podminkdm (51). Potom vztah

T = myZ,% — mTp mod m, (52)
platt prdvé tehdy, plati-li soulasné
z=z,modm, a z=uz,modm,. (63)

Dikaz. Necht plati vztah (52). Potom podle véty 20
bude soudasné
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z = myz,u — mx,v mod m,
a
T = myx,u — mT,w mod m,,
tj.
r=murumodm a z=-—mzwmodm,.
PonévadZ é&fsla 4 a v jsou zvolena podle (51), bude
myu — mpw = 1. Odtud pak myu = mw + 1, tj. myu =
=1 mod m;, a —mv=—mu-+1, tj. —mp =1
mod m,. Dostaneme tedy x = z,(m,u) =z, mod m, a
x = z,(—m) = z, mod m,, tak?e bude soudasné z =
=z, mod m, a * = z, mod m,.
Necht obricené plati (53). Pro libovolnou dvojici
celych &isel ' a o' bude tedy soudasné

r=2z +mv modm, a z =z, + mu mod m,.

Zvolme nyni celd &sla v a v podle (51) a poloZme
% = u(xr,—u=x,), v =9(r, —x,). Dostaneme tak, Ze
plati z, + mpv = z, + mv(xr, — x,) = 2, (Mv + 1) —
— ML, = MUTy — MVT,y, T, + MU’ = x, + myu(r, —
—z,) = muux, + (1 —myuu)x, = mux, — mpz,, takie
bude soudasné

x = myux, — m,vx, mod m,,

x = myux, — mvxr, mod m,.
Ponévadz je (m,, m,) =1, plyne z téchto kongruenci
podle véty 20 vztah (52), coz jsme chtéli dokizat.

VyuzZijeme nyni vysledku véty 32 a zformulujeme

vétu, kterd ma pii FeSeni kongruenci fundamentalni
vyznam.

Véta 33. Budte n a m pfirozend Cisla a necht existujt
pFirozend &isla m, > 1 a m,> 1 takovd, e m = mm,
a (my, m,) = 1. Necht koneéné
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Pix) =ag* +azx" '+ ... +ay,x +a,

je polynom n-tého stupné s celotiselnyymi koeficienty.
Potom kongruence n-tého stupné o jedné nezndmé

P(x) = 0 mod m (54)

Je ekvivalentnt se soustavou dvou kongruenct n-tého stumé
o0 jedné nezndmé
P(z) = 0 mod m,, (55)

P(z) = 0 mod m, (56)
v tomto smyslu:

a) Ka%dé fedent kongruence (54) je té£ fedenim obou kon-
gruenct (55) a (56).
b) Je-li x; libovolné Fedent kongruence (35) a z, libovolné
FeSent kongruence (56), je Cislo x definované vztahem
z = myux, — mwz, modm (52)
fedentm kongruence (54), tj. z libovolného Fedent soustavy
(55)—(56) mateme podle (52) zkonstruovat FeSeni kon-
gruence (54).
¢) Nechdme-li x, probthat mnofinou véech Fedent kongruen-
ce (55) vzdjemné inkongruentnich podle modulu m, a
nezdvisle na tom z, probihat mnoZinou vech Fedent
kongruence (56) vzdjemné inkongruentnich podle mo-
dulu m,, bude éislo x definované vztahem (52) probihat

mnoZinou vdech feSeni kongruence (54) vzdjemné in-
kongruentnich podle modulu m.

Dikaz. Je-li £ feSenfm kongruence (54), bude P(§) = 0
mod m. Ponévadi m = mm, a (m,, m,) = 1, bude podle
véty 20 téZ P(£) = 0 mod m, a P(§) = 0 mod m,, tj.
& bude téZ feSenim obou kongruenci (55) a (56). Tim
je dokdzano tvrzeni a).
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Necht z, resp. z, jsou libovolnd FeSeni kongruenct
(55) resp. (56), tj. necht P(z,) = 0 mod m, a P(x,) =0
mod m,. Podle vety 32 plati pro kazdé &fslo x defino-
vané vztahem (52), Ze x = x, mod m, a * = x, mod m,.
Odtud podle véty 17 plyne, Ze bude téz P(x) = P(xl)
mod m, a P(x) = P(x,) mod m,, takZe podle (11) médme
dale P(x) = 0 mod m, a P(z) = 0 mod m,. Podle véty
20 plyne vsak z téchto vztahi, Ze P(x) =0 mod m,
tj. ¢islo x definované vztahem (52) bude FeSenim kon-
gruence (54). Tim jsme dokazali tvrzeni b).

Nechf koneé&né z,, z, a i, z; jsou libovolna dvé Fesenf
soustavy (55)—(56) a necht

xr = myuxr, — m,vz, mod m,
z' = myux; — mwr; mod m

jsou odpovidajici FeSeni kongruence (54). Jestlize x = '
mod m, bude podle (11)

x = myuxr, — m,vx, mod m,
T = myur; — mwx; mod m.
Odtud podle véty 32 plyne
x =z, mod m,, =z mod m,,
z = x; mod m,, z = x; mod m,.
Z téchto kongruenci dostaviame opét podle (11), Ze
z, = z; mod m,, z, = x; mod m,.

Neni-li tedy soudasné z, = x; mod m, a x, = 22 mod m,,
nemiZe byt ani x =" mod m, émZi jsme dokazali
1 tvrzeni c).

Vsimnéme si, Ze jsme ve vété 33 nedinili Zadnych
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pfedpokladi ani o stupni polynomu P(z), ani o jeho
koeficientech (pfirozené kromé toho, Ze jsou celé).
MozZnost uzitf této véty se tedy nebude tykat jenom
kongruenci linedrnich, nybrz i kongruenci libovolného
stupné. Déle vidime, Ze aplikujeme-li vétu 33 na linearni{
kongruenci (43), miZeme to uéinit, aniz by byl splnén
predpoklad o nesoudélnosti &isel @ a m. Tato skuteénost
nim umozni alespofi v nékterych piipadech snadno
Tedit kongruenci (43) i tehdy, je-li (a, m) > 1 (viz pii-
klad 27 a vlohu 17).

Piiklad 26. Reste lineirni kongruenci o jedné neznémé
71z = 32 mod 539.

Refeni. Ponévad? 539 = 11.49 = 11.7% a (11, 49) =
= 1, muZeme podle véty 33 danou kongruenci nahradit
soustavou dvou kongruenci 71z = 32 mod 11 a 7lz =
= 32 mod 49 neboli

5z = 10 mod 11,
22x = 32 mod 49.

Ponévadi (5, 11) = (22, 49) = 1, ma kaZdi z téchto
kongruenci v tplné soustavé zbytkt podle odpovidaji-
ciho modulu pravé jedno reSeni. Kratime-li kongruenci
5z = 10 mod 11 péti, dostaneme ihned jeji fesenf x =
= 2 mod 11. Kongruenci 22z = 32 mod 49 budeme
nejprve kratit dvéma a pak nasobit deviti. Dostaneme
tak 99z = 144 mod 49, odkud okamzité plyne x =
= 46 mod 49.

Mime tedy m, = 11, m, = 49, z, = 2 a ¥, = 46. Nyn{
najdeme celd &isla w a v podle véty 31, 49u — 11v» = 1.
K tomu budeme fesit kongruenci 49z = 1 mod 11
neboli 5 =1 mod 11. Nasobime-li tuto kongruenci
dvéma, dostaneme 10z =2 mod 11 neboli —u =2
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mod 11. Odtud mdme % = 9 mod 11. Snadno nahlédne-
me, Ze muZeme poloZit u = 9 a v = 40.
Podle (52) tedy dostaneme

r=49.9.2 —11.40.46 mod 539

a ponévadZ 49.9.2 — 11.40.46 = 882 — 20240 =
= —19 358 = —539.36 + 46, bude z = 46 mod 539.

Kongruence 7lx = 32 mod 539 ma tedy v kaZdé
uiplné soustavé zbytkd podle modulu 539 pravé jedno
FeSeni = 46 mod 539.

O spravnosti vysledku se miZeme piesvédéit zkous-
kou: 71.46 — 32 = 3266 — 32 = 3234 = 6.539.

Pro srovninf miZeme je§té naznadit feSen{ dané kon-
gruence primo pomocf vztahu (46). Podle (31) bude
®(539) = 7.6.10 = 420, takie podle (46) bude

z = 32.71%° mod 539.

Ctenal se miZe sam presvéddit, jak zdlouhavé a pracné
bude vyhledan{ vysledku pfimo z tohoto vztahu. Spo-
&ita-li tento priklad do konce, bude si moci udinit pred-
stavu o vyhodé postupu popsaného vétou 33.

Priklad 27. Reste linedrnf kongruenci o jedné neznimé
275z + 605 = 0 mod 1445.

ReSeni. Ponévad? 1445 = 5.289 = 5.172, vidime, Ze
(275, 1445) = 5. Proto nemuZeme uZft vztahu (46).
Ponévadz vsak je (5, 289) = 1, miZeme podle véty 33
nahradit danou kongruenci soustavou kongruenci

2752 4 605 = 0 mod 5,
2752 + 605 = 0 mod 289.

Prvni z téchto kongruenci je splnéna pro viechna celd z,
takZe v Uplné soustavé zbytka {0, 1, 2, 3, 4} podle mo-
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dulu 5 m4 za Feseni kazdé z &isel této soustavy. U druhé
kongruence 2752 4+ 605 = 0 mod 289 je v8ak uZ splnén
piedpoklad (275, 289) = 1, takZe tato kongruence bude
mit v kazdé uplné soustavé zbytki podle modulu 289
pravé jedno feseni. Snadno nahlédneme, Ze lze  tuto
kongruenci kratit éislem 55, éimZz dostaneme kongruenci
52 + 11 =0 mod 289. Odtud nasobenim d&islem 58
dostaneme 290z 4 638 = 0 mod 289 neboli z + 60 =
= 0 mod 289. Regeni druhé kongruence tedy bude z =
= —60 = 229 mod 289.

Nyni mizeme poloZit m, = 5, m, = 289; x, pak bude
kterékoliv z &fsel 0, 1, 2, 3, 4 a z, = 229. Podle véty 31
najdeme dale celd &isla » a v tak, aby platilo 289y —
— 5v = 1. Proto musime feSit kongruenci 289y =1
mod 5 neboli —u = 1 mod 5. Ponévadz jeji TeSeni je
v =—1 =4 mod 5, miZeme poloZit v = 4. Potom
snadno vypoéteme v = 231, takZe pro feSeni  kongruen-
ce 275z + 605 = 0 mod 1445 podle (52) dostaneme
x = 1156z, — 11552, mod 1445, tj. = —289z, +
+ 290x, mod 1445. Dosadime-li postupné za z, ¢&isla
0,1, 2, 3, 4 a za z, &islo 229, dostaneme pro Fesenf pu-
vodni kongruence postupné

z = 1385 mod 1445, x = 1096 mod 1445, x = 807 mod
1445, x = 518 mod 1445 a z = 229 mod 1445.

Kongruence 275z 4 605 = 0 mod 1445 ma tedy
v uplné soustavé zbytkd {0, 1, 2, ..., 1444} podle mo-
dulu 1445 pét feseni: 229, 518, 807, 1096 a 1385.

O spravnosti vysledku se miZeme piesvédéit zkous-
kou. Mimoto si na tomto piikladé mtuZeme ovéfit vysle-
dek dlohy 14b).

Pcstupem popsanym vétami 33 a 32 muZeme tedy
Fefit danou kongruenci tak, Ze ji nahradime ekvivalentni
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soustavou dvou kongruenci s rdznymi vzajemné ne-
soudélnymi moduly. Vzniklé kongruence pak Fesime.
Cely postup lze pfirozené matematickou indukef roz-
8frit i na pripady, kdy modul m je soudinem vice éiniteli,
které jsou po dvou nesoudélné. Naznadime si ted
struéneé, jak se to déla.

Necht m = p3pg: ... p", kde p,, p,, ..., p, jsou
vzijemné rizna prvodisla a ay, a,, ..., a plirozend
gisla. Ponévadz (p%, p3, p3 ... p.7) = 1, miZeme podle
véty 33 ilohu resit kongruenci o jedné nezndmé P(zx) =
= 0 mod m prevést na ilohu Fesit ekvivalentnf soustavu
kongruenci

P(z) =0mod p3» a P(x) =0 mod p3p3 ... p.".

Zcela obdobné se druha z téchto kongruenci rozpadne
na soustavu

P(x) =0mod p3* a P(xr) =0modp3: ... plr
atd., takZe misto kongruence
P(z) = 0 mod ppj: ... pi”
budeme fesit ekvivalentni soustavu r kongruenc{

P(z) = 0 mod p3,
P(z) = 0 mod p3,

P(z) = 0 mod p;".

Necht x'l, Z,, - .., T, je libovolné fedeni této soustavy.
Snadno nahlédneme, Ze YeSeni z kongruence P(x) =

= 0 mod p§:pj* ... p,* musi splilovat podminky
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z = x, mod p3,
z = z, mod pJ,

r = x, mod p".

Ponévadz prvotisla p,, p,, ..., P, jsou vzdjemné rizna,
uréime z &fsel x,, x,, ..., =, podle véty 33 postupné
feSeni kongruenci P(r) =0 mod p$p$, dile P(z) =
= 0 mod p{'pypss atd., aZ konedné dostaneme fesSeni
kongruence P(x) = 0 mod pypge ... pér.

r

Pifklad 28. ReSte kongruenci 23 941z — 915 =0
mod 3564.

Resenf. Pondvad? 3564 = 22,3411, rozpadne se dand
kongruence na soustavu tii kongruencf

23 941x — 915 = O0mod 4, 23 9412 — 9156 =0 mod 11 a
23 941x — 915 = 0 mod 81,

které miZeme piepsat ve tvaru
2 =3 mod 4, 52z = 2 mod 11 a 46z = 24 mod 81.

Ponévadz (1, 4) = (5, 11) = (46, 81) = 1, ma kaida
z téchto kongruenci v tplné soustavé zbytka podle od-
povidajictho modulu pravé jedno feseni.

Kongruence x = 3 mod 4 ma ziejmé TeSenf x, = 3.

Nasobfme-li druhou kongruenci 52 = 2 mod 11 dvéma,
dostaneme 10z = 4 mod 11 neboli —z = —7 mod 11,
takZe pro jeji feSenf dostaneme z = 7 mod 11. PoloZime
tedy z, = 7.

Nésobime-li tfetf kongruenci 46z = 24 mod 81 sedmi,
dostaneme 322z = 168 mod 81, tj. —2z = 6 mod 81.
Po zkricen{ dvéma pak bude —r = 3 mod 81, odkud
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z = —3 = 78 mod 81. MiZeme proto poloZit x; = 78.

Soustava kongruenci, jiZ jsme pivodni kongruenci
nahradili, ma tedy feSeni z, =3, z, =17, z, = 78.
Refeni » kongruence 23 941r — 915 =0 mod 3564
musf tedy spilovat podminky

z= 3mod 4,
z= T7mod]ll,
z = 78 mod 81.

Z prvnich dvou z téchto kongruenci muZeme nynf
podle vét 33 a 32 sestrojit feseni kongruence 23 941z —
— 915 = 0 mod 44. PoloZime-li m, = 4, m, = 11, mu-
sime nejprve najit cela &isla u, a v, podle véty 31. Snadno
zjistime, Ze rovnice 1llu, — 4v, = 1 bude splnéna pro
u, = 3 a v, = 8. Podle (52) tedy dostaneme z = 11.3.
.3—4.8.7 mod 44 a pondvadz 11.3.3 —4.8.7 =
=99 — 224 = —125, bude z = —125 =7 mod 44.

ReSeni z pavodnf kongruence tedy musf vyhovovat
podminkim

z = 7 mod 44,

x = 78 mod 81.

PoloZzime nyni m; = 44 'a m,; = 81. Budeme nejprve
hledat fesenf u, a v, rovnice 8lu, — 44v, = 1 podle véty
31. K tomu bude tfeba Fesit kongruenci 81z, = 1 mod 44
neboli —7u, = 1 mod 44. K feseni této kongruence by-
chom mohli opét pouZzit metody popsané v této kapitole.
MuZeme viak téZ pouizit pfimo vzorce (46) nebo se snazit
najit felenf piimo riznymi dovolenymi dpravami kon-
gruence. Tak napi. znasobime-li kongruenci —7u, =
=1 mod 44 péti, dostaneme —35u, = 5 mod 44, tj.
9u, = 5 mod 44. Snadno zjistime, Ze je vyhodné nasobit
tuto kongruenci opét péti, takZe dostaneme 45u, = 25
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mod 44, z dehoz ihned plyne u, =25 mod 44. PoloZime
tedy u, = 25 a ze vztahu 8lu, — 44y, = 1 vypodteme
v, = 46. PoloZime-li je5td ] = 7 a z; = 78, dostaneme
z kongruenci £ =7 mod 44 a z = 78 mod 81 podle
(52) x = 81.25.7 —44.46.78 mod 3564, a ponévadZ
81.25.7 —44.46.78 = 2025.7 — 2024.78 = 14 1756 —
— 157 872 = —143 697 = —3564.41 { 2427, bude ko-
neéné x = 2427 mod 3564.

Kongruence 23 941x — 9156 = 0 mod 3564 mé tedy
v tplné soustavé zbytka {0, 1, 2, ..., 3563} podle
modulu 3564 pravé jedno feSenf x = 2427. O spravnosti
tohoto vysledku se presvédéime zkouskou: 23 941.2427—
— 915 = 58104 807 — 915 = 58103 892 = 16 303.
. 3564. ,

Na prikladech 26 aZ 28 jsme vidéli, jak lze postupem
popsanym vétami 33 a 32 dosihnout toho, Ze ¢isla,
8 nimiz pracujeme, miZeme nahradit &isly menSimi.
. RovnéZ jsme si mohli poviimnout, Ze pfi fedeni linearn{
kongruence o jedné nezndmé miieme kombinovat
viechny metody, které jsme si dosud ukézali. Vhodnou
kombinaci zndmych metod muZeme &asto podstatnou
dast vypodtu provést zpaméti, im% se cely postup znaéné

urychlf.
Ulohy

15. Metodou popsanou v této kapitole feSte znovu tGlohu 11 ¢).

16. Reste linedrnf kongruence:

a) 692 — 6412 = 0 mod 1825;
b) 12 013z + 9877 = 0 mod 228 150.

17. Reite linedrni kongruence o jedné neznémé:

a) 8lz + 765 = 0 mod 1089;
b) 71564z — 64 337 = 0 mod 5859.
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