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4. kapitola

KONGRUENCE 0 JEDNE NEZNAME.
LINEARNI KONGRUENCE

Ve druhé kapitole jsme si ukazali, Ze kongruence a rov-
nosti maji fadu spoleénych vlastnosti.

S pojmem rovnosti velmi tésné souvisi pojem rovnice.
BudiZ n pfirozené é&islo a necht a,, a,, a,, ..., a, jsou
dana realna &isla, pritemZ a, 7 0. Sestrojme polynom
n-tého stupné P(z) = ag™ + a1 + ... + @y + a,
a polozme si dlohu najit viechna é&isla « (obecné kom-
plexni), pro ktera plati rovnost

Pa) =0.

Najdeme-li v3echna éisla « s touto vlastnosti, fikame,
%e jsme vytesili algebraickou rovnici n-tého stupné
o jedné nezndmé P(z) = 0. Kazdé ¢islo «, pro které
plati rovnost P(a) = 0, nazyvime pak FeSenim rovnice
P(x) = 0.

Rozdil mezi pojmem rovnost a rovnice je tedy ten,
Ze rovnost je jista relace (v naSem pripadé mezi &isly),
kdezto rovnici rozumime tlohu, kterou jsme pravé
popsali.

Je-li n = 1, nazyvame algebraickou rovnici linearn{
rovnici o jedné nezndmé, pro » = 2 hovofime o kvadra-
tické rovnici o jedné neznamé, pro » = 3 o kubické
rovnici 0 jedné neznamé atd. Ze $koly dovedeme fesit
linedrni a kvadratické rovnice o jedné neznimé a nék-

Yvs

teré specidlni typy rovnic vyssich stupiii.
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Obdobné situace je i u kongruenci. Necht m a =
jsou prirozend ¢isla a ay, a,, a,, ..., @, dana celd &isla,
plitemZ a, % 0 mod m. Nechf jestée P(zx) = apx® +
+ax™t + ... 4+ @, + a, je polynom n-tého stupné
(s celoéiselnymi koeficienty). Hledejme vsSechna cels
tisla &, pro ktera plati

P(£) = 0 mod m. (41)

Najdeme-li vSechna celd &isla & s touto vlastnostf,
fikame, Ze jsme vyfesili kongruenci n-tého stupné o jedné
neznamé

P(z) = 0 mod m. (42)
Kazdé celé é&islo £, pro které plati vztah (41), nazyvame
pak feSenim kongruence (42).

Slovo kongruence zde vystupuje ziejmé ve dvou vy-
znamech, predné jako relace mezi dvéma celymi ¢&isly,
dale pak (ve spojeni se réenim ,,0 jedné neznidmé‘‘)
jako pravé popsana iloha. Tento dvoji vyznam slova
kongruence viak nezplisobi nedorozumeéni, nebot z kon-
textu bude vidy zfejmé, o ktery z téchto vyznami jde.

Vratme se jesté k feSeni kongruence o jedné neznamé
(42). Zname-li fefeni & této kongruence, miZeme psit
vztah (41) ve tvaru

@l + a1 4 oL+ ay 8 + @, = 0 mod m.

Podle véty 17 muzZeme vsak &slo & nahradit kterym-
koliv &islem, které je s Cislem & ekvivalentni podle
modulu m. ReSenimi kongruence (42) budou tedy
viechna ¢&isla z jisté zbytkové tiidy podle modulu m.
Z tohoto divodu se pfi hledédni feSeni kterékoliv kon-
gruence o jedné neznamé muZeme omezit na redeni z li-
bovolné zvolené tplné soustavy zbytki podle modulu m.
Pokud takto dostaneme vice feSeni kongruence (42),

44



budou zfejmé tato feSeni vzdjemné inkongruentni podle
modulu m. My budeme zpravidla za tplnou soustavu
zbytkt, ve které budeme hledat feSeni, volit soustavu
(0, 1,2 ..., m—1)}.

Podobné jako u rovnic hovofime i u kongruencf
o stupni kongruence o jedné nezndmé. Pro » = 1 na-
zyvame kongruenci linedrni, pro » = 2 kvadratickou,
pro n = 3 kubickou atd.

V dalsi &asti této kapitoly a v kapitolich 5 a 6 se bu-
deme zabyvat linedrnimi kongruencemi o jedné pfipadné
o vice nezniamych, jejich soustavami a jejich uZitim
Pii fedeni tzv. neuréitych rovniec.

Viéta 30. Budie a a b celd &lsla a m pfFirozené &islo.
Necht ddle (@, m) = 1. Potom linedrn{ kongruence o jedné
nezndmé

axr 4+ b =0 mod m (43)

md v kafdé splné soustavé zbytka podle modulu m prdvé
Jjedno fedent.

Dikaz. Probfha-li &islo 2 libovolnd zvolenou tplnou
soustavou zbytku podle modulu m, probfha podle véty
26 vyraz ar 4+ b rovndZ tplnou soustavou zbytka podle
tohoto modulu, takie existuje pravé jedno celé &islo &
z dané Gplné soustavy zbytkl, pro které bude af + b
ze zbytkové tiidy A(™. Bude proto af + b = 0 mod m,
coZ jsme chtéli dokdzat.

Véta 30 nim za piedpokladu (@, m) = 1 zodpovidd
otdzku existence FeSeni kongruence (43) i otdzku po&tu
reSeni této kongruence, aviak nepoddva ndvod, jak toto
fedeni najdeme.

Nynf si vyreSime piiklad, jehoZ vysledki uZijeme
k tedenf ndkolika kongruenci v pfikladech dalsich.
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Priklad 18. Necht = probih4a ¢&isly 0, 1, 2, ..., 13, 14.
Urdete zbytkové tiidy podle modulu 15, ve kterych
leZi é&fsla tvaru

a) 4z — 11,
b) 6z + 9;
¢) 6z + 5.

Reseni. Ke ka?dému z &sel + budeme hledat &islo k
vyhovujici nerovnostem 0 < k < 14 tak, aby platilo

a) 4z — 11 = k mod 15 resp.
b) 6z + 9 = k mod 15 resp.
¢) 6x + 5 =k mod 15.

I

Vysledky mame uspofadiny do tabulky 1. Vidime, Ze
v piipadé a) nabyva ¢&islo &k kazdé z hodnot 0, 1, 2, ...,
13, 14 pravé jednou, takie vyraz 4x — 11 skuteéné
probihd tplnou soustavou zbytkid podle modulu 15.

Naproti tomu v piipadé b) nabyva & pouze hodnot 9,
0, 6, 12 a 3, pfiéemz kazdé z téchto hodnot nabyva pro
tfi rizné hodnoty x z dané iplné soustavy zbytkd podle
modulu 15. Podobné v piipadé c) nabyva k pouze
hodnot 5, 11, 2, 8 a 14 a to opét kazdé z nich pro tii
rizné hodnoty x z dané tplné soustavy zbytka.

Piiklad 19. Reste linearni kongruenci o jedné neznamé
4x — 11 = 0 mod 15.

Reseni. Ponévadz je (4, 15) = 1, existuje podle véty
30 v uplné soustaveé zbytka 0, 1, 2, ..., 14 podle modulu
15 pravé jedno feSeni dané kongruence. Z tabulky 1
okamzité vidime, Ze & = 14. O spravnosti vysledku se
presvédéime zkouskou: 45 — 11 = 45 a skuteéné 45 =
= 0 mod 15.

Komplikovanéjsi situace pfi fesenf linedrnf kongruen-
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Tabulka 1.

4x— 11| —11—7—3( 1| 5| 9113 | 17| 21| 25| 20| 33| 37| 41| 45

k 4 8/ 12| 1| 5| 9|13 2| 6(10/ 14| 3| 7(11] O
6z + 9 9| 15| 21127 (33|39 45|51 | 57| 63| 69| 75/ 81| 87| 93
k 9 o0 6/12) 3| 9] o] 6 12. 3 9 0| 6[12] 3
6z + 6 5] 11| 17|23 | 29|35(41|47|53|59(65| 71| 77| 83! 89
k 5| 11| 2| 8[14) 5] 11) 2 8(14] 5111 2] 8 14

ce (43) nastane v piipadé, kdy éisla a a m nejsou nesou-
délna. V tomto piipadé nelze pouZit véty 30. Aniz
bychom providélt podrobny obecny rozbor, ukdZeme
na dvou piikladech, jaké moZnosti mohou nastat (viz
tlohu 14 a knihu [7]).

Piiklad 20. Reste linedrni kongruenci 6x + 9 =0
mod 15.

ResSeni. Uzijeme-li vysledku piikladu 18b), vidime
z tabulky 1, Ze vyraz 6z 4 9 patfi do zbytkové tiidy
A{® pouze pro # = 1 nebo 6 nebo 11. Dana kongruence
mé tedy v tuplné soustavé zbytka 0, 1, 2, ..., 14 podle
modulu 15 pravé tfi feSenf & =1, & =6 a & =11,
které jsou vzdjemné inkongruentni podle modulu 15.
Snadno nahlédneme, Ze v libovolné iiplné soustavé
zbytkid podle modulu 15 mi kongruence 6x + 9 =0
mod 15 tfi vzajemné inkongruentni feSenf. Tato feSeni
jsou ze zbytkovych tifd A{®, 40 a 4A{}® podle modu-
lu 15.

Priklad 21. Vysetite linedrni kongruenci 6x + 5 =
= 0 mod 15.



Reseni. Z tabulky 1 opét vidime, Ze probiha-li z
iplnou soustavou zbytkid podle modulu 15, leZi vyrazy
6x - 5 pouze ve zbytkovych tiidach A, AP, Aye)
AG® a AP, Zadny z vyrazi 6z -+ 5 tedy neleZi ve zbyt-
kové tiidé AYy® podle modulu 15, takZe kongruence
6x + 5 = 0 mod 15 nema FeSeni.

Na piikladu 19 jsme vidéli, Ze jsou-li splnény pted-
poklady véty 30 a mame-li k dispozici vhodnou tabulku,
miZeme najit rychle feSeni kongruence (43). Metoda,
kterou zde pouZivime, je svoji podstatou metodou
zkusebni. Principidlné lze takto feSeni dané kongruence
vidy najit. Je vSak zfejmé, Ze tato metoda nebude
vhodnd v pfipadech, kdy modul m bude velké é&islo,
nebot podet zkousek, které musime provést, miZe byt
rovny ¢&islu m (tak je tomu zrovna v pifkladu 19).
Proto se pokusime najit jiné cesty, kterych by bylo
mozno pouzit k rychlejSimu urdeni feSeni i pro velké
moduly.

Predpoklidejme, Ze ¢&isla @ a m jsou nesoudélna.
Podle véty 30 vime, Ze v kazdé iplné soustavé zbytki
podle modulu m existuje pravé jedno reSeni kongruence
(43). Oznadime-li toto FeSenf pismenem &, bude tedy
at = —bh mod m. Nasobme tuto kongruenci celym &is-
lem %. Dostaneme tak kongruenci (au)é = —bu mod m.
Podaii-li se ndm najit celé é&islo u tak, aby platilo

au = 1 mod m, (44)

muZeme podle v&ty 17 napsat, Ze pro fesenf £ kongruence
(43) platf
£ =—bumod m. (45)

Tim tedy bude ihned stanovena zbytkova tfida podle
modulu m, ve které leZi FeSeni & kongruence (43).
Ulohu resit linedrni kongruenci (43) jsme takto pfe-
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vedli na tlohu fesit linedrni kongruenci (44), kterd uz
mé specidlni pravou stranu rovnu jedné. AvSak tato
kongruence ma redenf, které dovedeme ihned napsat,
nebof podle véty 28 pro (e, m) = 1 plati a®™ = 1 mod m,
takze staéf poloZit u = a®™-1, Podle (45) tedy pro fe-
gen{ £ kongruence (43) dostaneme

£ = —ba®™-1 mod m. (46)

Cislo —ba®m™-1 bude viak zpravidla pili§ velké, a
proto — chceme-li si udélat lepsi ptedstavu o zbytkové
tiidé podle modulu m, ve které fefeni lezi, — bude tieba
podle pravidel popsanych v predchazejicich kapitolich
toto &fslo nahradit vhodnym éislem s nim ekvivalentnim.

Priklad 22. Metodou, kterou jsme pravé popsali, FeSte
znovu kongruenci 4z — 11 = 0 mod 15 z prikladu 19.

Reseni. Ponévad% (4, 15) = 1 a ponévadi g(15) = 8,
bude podle (46) pro feSeni £ kongruence 4r — 11 = 0
mod 15 platit £ = 11.47 mod 15. Aviak 11 = —4
mod 15, takze 11.47 = —48 mod 15. Podle (34) je viak
4% = 1 mod 15, takZe bude £ = —48% = —1 = 14 mod 15,
t). &£ = 14.

] K vysledku muZeme dojit v tomto piipadé jestd
rychleji fesenim kongruence (44). Hledime celé éislo »
tak, aby platilo 4« = 1 mod 15. IThned vidime, Ze mizZeme
volit w = 4, takZe podle (45) dostaneme ¢ = 44 =
= l4 mod 15.

Ukazali jsme si, %e za predpokladu (g, m) = 1 mtZeme
vidy dostat Feseni kongruence (43) pomoci vztahu (46).
Z piikladu 22 vSak vidime, Ze miZe byt vyhodnéjsi uréit
feSenf » kongruence (44) jinou cestou, zejména podari-li
se nam najit toto feSenf % pomérné malé. Jedna z moz-
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nych cest k tomu je napf. najit nejmendi pfirozené
¢islo k&, pro které platf

a* =1 modm.

Najdeme-li takové &islo k, bude zfejmé » = a*-! jednim
z FeSenf kongruence (44), takZe pro feseni & kongruence
(43) v tomto piipadé dostaneme

& = —ba*! mod m. (47)

Mimoto podle véty 29 vime, Ze k|g(m).

Snadno zjistime, Ze tento postup bude tim Wéinnéjsi,
éim bude nalezené éislo k mensi. V piikladu 17 jsme viak
vidéli, Ze toto nejmensi £ muZe byt rovno éislu ¢(m).
Tato skutednost znaéné snizuje vyhody popsané metody,
nebof nedovedeme pfedem uréit, jak velké bude hle-
dané nejmensi pfirozené &islo k. Naproti tomu mé viak
jisty vyznam, Ze ¢&islo & nemusime hledat mezi @(m)
¢isly 1, 2, 8, ..., ¢(m), nybrZz Ze se miZeme omezit na
hledanf & mezi déliteli &isla @(m), jejichZ podet je pod-
statné mens{ nez @(m). To ndm muize byt v nékterych
piipadech cennym voditkem pri vypodétech.

Piiklad 23. Uréete nejmensi pfirozené é&islo k, pro
které plati 73* = 1 mod 615 a na zakladé nalezeného
vysledku feite kongruenci 73z — 2199 = 0 mod 615.

ReSeni. PonévadZ 615 = 3.5.41, bude (73, 615) = 1
a ¢(615) = 2.4.40 = 320. Cislo k tedy budeme hledat
mezi &sly 1, 2, 4, 5, 8, 10, 16, 20, 32, 40, 64, 80, 160 a
320. Ziejmé bude k> 1. PonévadZ 73% = 5329 a
5329 = —206 mod 615, bude 732 = —206 mod 615.
Odtud pak podle (18) bude dale 73 = (—206)2 mod 615
a ponévadZz (—206)2 = 42436 = 69 . 615 4 1, bude
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(—206)2 = 1 mod 615. Shrnutim é&istednych vysledki
tedy dostaneme, Ze plati 73¢ = 1 mod 615, takie k = 4
je hledané nejmensi piirozené é&islo.

Podle (47) bude tedy feSeni & kongruence 73r —
— 2199 = O mod 615 vyhovovat vztahu & = 2199.73% =
= _261.73.732 = —961.73.(—206) mod 615. Avsak
—261.73.(—206) = 19 053.206 a 19 053 = —12 mod
615, —12.206 = —2472 a —2472 = 603 mod 015;
dostaneme 19 053.206 = —12.206 = 603 mod (15 a
tedy £ = 603 mod 615, tj. & = 603.

O spravnosti vypoétu se presvédéime zkouskou:
73— 2199 = 73.603 — 2199 = 44019 — 2199 =
= 41 820 = 68.615.

Kdybychom chtéli k feseni kongruence 73z — 2199 =
= 0 mod 615 uzit pfimo vztahu (46), dostali bychom
& = 2199.73%° mod 615. Je viak 73%% = 733.(734)" a
(7397 = 1 mod 615, takZe bychom opét dostali & =
= 2199.73° mod 615.

V piikladech, s nimiZ jsme se dosud setkali, jsme &asto
byli nuceni pracovat se zna&né velikymi ¢isly. Tato
skutenost pak vedla k tomu, Ze vypoéty byly pkilis
zdlouhavé a mnohdy i dosti nepfehledné. Proto bychom
radi dosahli toho, abychom mohli pracovat s ¢&isly
v absolutni hodnoté pokud mozZno malymi. UkaZeme si
postup, kterym toho lze alesponi v nékterych pripadech
dosahnout.

Resme znovu kongruenci 73z — 2199 = 0 mod 615.
Podle (46) bude & = 2199.73%° mod 615. Podle (34)
vime, %e plati 73%° = 1 mod 615. Pro libovolné celé
&islo 7 bude viak téz £ = (2199 + 615 7). 73%° mod 615.
Vysetfme nyni kongruenci 615y + 2199 = 0 mod 73.
Podle véty 17 ji miZeme nahradit kongruenci —42y +
+ 9 = 0 mod 73. Tuto kongruenci miZeme podle véty
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11kratit éislem 3, takZe dostaneme —14y + 3 =0 mod 73.
Odtud pak plyne 14y = 3 mod 73. Po vynasoben{ po-
sledni kongruence péti a opttném uZit{ véty 17 dostane-
me postupné
70y = 15 mod 73,
—3y = 15 mod 73,

odkud kracenim tfemi plyne —y = 5 mod 73, tj. ¥y =
= —5 = 68 mod 73. Cislo # = 68 bude tedy feSenfm
kongrucnce 615y + 2199 = 0 mod 73, o demZ se mi-
feme pfesvéd&it zkouskou: 6155 + 2199 = 615. 68 +
+ 2199 = 41 820 4 2199 = 44 019 = 73.503. Dosadi-
me-li za vypoétené 9 do pravé strany (48), dostaneme
(2199 4 615%).73"® = 603.73%%° a ponévadi 73’ =
= 1 mod 615, bude 603.73*2° = 603 mod 615, tedy
i £ = 603 mod 615 neboli opét & = 603.
» Postup, jehoZ jsme pravé uiili, spoéivd v tom, Ze
Fe$ime pomocnou kongruenci, kterd v naSem piipadsé
byla 615y + 2199 = 0 mod 73. Tuto kongruenci jsme
uz fesili piimo. Je vSak zfejmé, Ze by cely postup bylo
mozno opakovat. Tim bychom dostali cely systém
pomocnych kongruenci, které bychom postupné fesili.
V prikladech, které jsme si ukdzali, jsme si mohli
poviimnout, %e vSechny upravy v kongruencich, které
déldme s feSenim (46) kongruence (43), miZeme délat
téZ s nezndmou z. Z forméalnfho hlediska tedy nemusime
rozliSovat neznamou z a nalezené feSenf £. Proto se
domluvime, %e od nynéjska budeme fedenf kongruence
(42) libovolného stupné oznalovat stejnym pismenem,
jako nezndmou v (42).

Piiklad 24. Reste kongruenci 91z = 653 mod 1815.

Refeni. Pondvad? 1815 = 3.5.112 a 91 = 7.13, je
(1815, 91) = 1 a (1815) = 2.4.11.10 = 880. Proto
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bude 9188 = 1 mod 1815 a pro feSenf dané kongruence
dostancme podle (46)

z = 653.9187 = (653 + 1815y).918" mod 1815.  (49)
Budeme proto redit prvni pomocnou kongruenci

1815y + 653 = 0 mod 91.
Jejf ipravou dostaneme

—5y + 16 = 0 mod 91
neboli
5y = 16 mod 91.

PonévadZ (5, 91) = 1 a ¢(91) = 6.12 = 72, dostaneme
pro feseni této kongruence podle (46)

y =16.5" = (16 + 912).6" mod 91.  (50)

Pritom je 52 =1 mod 91. Vztah (50) vede na druhou
pomocnou kongruenci

91z + 16 =0 mod 5
neboli
2+ 1=0mod 5,

jejiz TeSeni je zfejmé& z = 4. Bude tedy 16 + 91z =
= 16 -+ 364 = 380 = 5.76, takZe vztah (50) pro z = 4
nabude tvaru

y = 76.5" = 76 mod 91.

Tim jsme dostali feSenf prvni pomocné kongruence
y =76 a protoie pro toto y bude 1815y + 653 =
= 1815.76 4 653 = 137940 + 653 = 1385693 =
= 91.1523, dostaneme po dosazeni do (49)

z = 1523.91%° = 1523 mod 1815.
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Reseni kongruence 91z = 653 mod 1815 je tedy z =
= 1523. O spravnosti vysledku se presvédéime zkous-
kou: 91.1523 — 653 = 138 593 — 653 = 137 940 =
= 1815.76.

V pristi kapitole si ukdZeme jestd dalsi metody feSeni

linearnich kongruenci.

11.

12.

13.

Ulohy

Redte linedrni kongruence:

a) 239z = —6340 mod 311;
b) —64zx + 935 = 0 mod 243;
c) 89z — 14 = 0 mod 420.

Urdete nejmensi pfirozend &islo k, pro které plati 26% =
= 1 mod 85 a pomoci nalezeného vysledku feSte linedrn{
kongruenci 26z = 51 mod 85.

Uréete nejmensi piirozené &islo k, pro které plati 9% =
=1 mod 65 a pomoci nalezeného vysledku feSte pak
linedrni kongruenci 9z + 134 = 0 mod 65.

14* Budte @ a b celd &isla a m prirozené &islo. Necht ddle
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(a, m) = d > 1. Dokazte, Ze plati:
a) Je-li b =£ 0 mod d, nemd kongruence (43) zddn$ feleni.

b) Je-lf b = 0 mod d, mé kongruence (43) v kazdé uplné

soustavé zbytka podle modulu m préavé d FeSenf, kterd
Jsou inkongruentni podle modulu m.
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