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2. kapitola

KONGRUENCE A JEJICH ZAKLADNI{
VLASTNOSTI

K zékladnfm pojmim v matematice patif pojem rovnosti
dvou &igel nebo jinych velidin. S timto pojmem dovedeme
dobfe pracovat a zname dokonce vlastnosti, které jej
charakterizuji.

Mame-li ¢isla a, b a ¢, vidycky plati:

1. @ = a (tzv. reflexivnost).
2.Jelia =b, jeibd = a (tzv. symetrie).
3.Jelia=0ab=c jeia=c (tzv. tranzitivnost).

Déle vime, Ze pro libovolné &fslo ¢ plati: Je-li a = b,
jei ‘

a+c=b+c,
a—c¢c=b—c,
a.c =b.c

(O déleni zde zatim zamérné nemluvime.)

Z uvedenych vlastnosti pak plyne, e rovnosti mu-
Zeme zndmym zpisobem séftat, odéftat nebo nasobit
apod. Na tom je napf. zaloZena celd teorie algebraickych
rovnic nebo teorie soustav rovnic, kdy urdujeme ne-
zndmé velidiny vyhovujici urditym podminkim priveé
pomoci rovnostf.

Pii studiu nékterych otdzek z nauky o délitelnosti
celych éisel miZeme fadu z nich velmi pohodlné formu-
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lovat pomocf tzv. kongruenci. Diévodem k zavedenf
pojmu kongruence je skuteénost, Ze kongruence a rov-
nosti maji, jak dale uvidime, fadu shodnych vlastnosti.
MiZeme proto odekivat, Ze prace s kongruencemi bude
formalné stejna nebo velmi podobnd praci s rovnostmi.

Definice 4. Necht m je dané ptirozené éislo a a a b celd
Cisla. Jestlite ml(@ — b), Fikdme, %e a je kongruentni
8 b podle modulu m (nebo téZ a je kongruentni s b modulo
m) a ptdeme symbolicky

a = b mod m. (7

Jestlite m 4 (a — b), Flkdme, Ze a neni kongruentni
8 b podle modulu m nebo %e a nent kongruentni s b modulo m
nebo Ze a je inkongruentni s b modulo m. PtSeme pak

a # bmod m. (8)

Vztah (7) se nazjvd kongruence. Cislo a budeme na-
zyvat levou stranou a &islo b pravou stranou kongruence (7).

Piiklad 3. 916 = 76 mod 42, nebot 916 — 76 = 840
a 42|840. .

Piiklad 4. —326 = 22 mod 29, nebof —326 — 22 =
— —348 a 29|(—348).

Priklad 5. 615 % —86 mod 14, nebof 615 — (—86) =
= 615 4 86 = 701 a 14 + 701.

Nyni si uvedeme nékteré zikladni vlastnosti kon-
gruenci.

Véta 7. Budte a, b a ¢ celd &isla. Potom pro kaZdé
ptirozené &slo m plati:

l.a = a mod m. (9)
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2. Je-li a = b mod m, je : b = a mod m. (10)
3. Je-lia =bmodmab =cmodm,jeia=cmodm. (11)

Dikaz.

1. PonévadZ a —a = 0 a ponévadZ podle véty 2 je
pro kaZdé ptirozené &islo m|0, bude podle definice 4
skuteéné a = @ mod m.

2. Vztah @ =b mod m znamend podle definice 4
totéz, co m|(a — b). Podle véty 4 je viak téZ m|(b — a),
coZ znamena, ze b = a mod m.

3. Vztahy @ = b mod m a b = ¢ mod m znamenaji
podle definice 4 totéz, co m|(a — b) a m|(b — c). Podle
véty 3 bude pro libovolna cels é&fsla = a y platit m|((a —
— bz + (b — c)y). Zvolime:li x = y = 1, dostaneme
ihned, Ze m|(a — c), tj. @ = ¢ mod m.

Véta 7 ¥ka, Ze kongruence podle libovolného piiro-
zeného modulu m je, podobné jako rovmost, vztah
reflexivn{, symetricky a tranzitivni.

Véta 8. Budte a, b a ¢ celd éisla a m prirozené &islo.
Potom plati: Je-li a = b mod m, je téZ

a4+c¢c=>b-+c¢cmodm, (12)
a—c¢=b—cmodm, (13)
ac = bc mod m. (14)

Dikaz. Podle definice 4 plyne z predpokladu ¢ =b
mod m, Ze m|(a — b). Ponévadz viaka — b = (a + ¢) —
— b +¢c)=(a—c)— (b—c), je téZ m|((a + ¢) —
— (b + ¢)) a m|((@a — ¢) — (b — ¢)), coz podle definice 4
znamend, Ze plati (12) a (13).

Ponévadi m|(a — b) a ¢ je celé &fslo, plati tim spie
m|(a — b)c neboli m|(ac — bc), z &ehoZ plyne (14).
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Véta 9. Budie a, b, ¢, d celd &isla a m piirozené é&islo.
Necht plati

a=bmodm, ¢=dmodm.
Potom je téZ

adc=b+dmodm, (15)
a—c¢=b—dmodm, (16)
ac = bd mod m. (17

Diikaz. Z kongruence ¢ = b mod m plyne podle (12)
resp. (13) resp. (14), Ze

a+c=b+cmodm, a—c=>b—cmodm,
ac = bc mod m.
Podobné z kongruence ¢ =d mod m dostaneme, Ze

b+c=b+dmodm, ¢c—b=d—>bmodm,
bc = bd mod m.

Z kongruence ¢ — b = d — b mod m vsak podle (14)
plyne, Ze i b — ¢ = b — d mod m (ndsobeni kongruence
&islem —1). Podle (11) pak plyne z kongruencia + ¢ =
=b+cmodmadb +c¢c =056+ dmod m vztah (15),
z kongruencia —¢c =b—cmodmadb—c=5b—4d
mod m vztah (16) a koneéné z kongruenci ac = bc mod
m a bc = bd mod m vztah(17).

Vita 10. Je-li @ = b mod m, platl pro katdé pFirozené
éislo k
a* = b* mod m. (18)

Diikaz této véty provedeme matematickou indukef.
Pro k =1 je vztah (18) zfejmé spravny, nebot a! = a
a b = b, takZe piedpoklad véty miZeme psit ve tvaru
a' = b mod m.



Predpoklidejme, Ze vztah (18) plati pro jisté pfiro-
zené &islo k, tj. Ze a* = b* mod m. PoloZime-li ve véts 9
¢ = a*, d = b*, dostaneme podle (17)

a.a¥* = b.b* mod m
neboli

abtl = b1 mod m.

Tim jsme dokazali, Ze plati-li vztah (18) pro pfirozené
&slo k, plati i pro prirozené ¢&islo & + 1. e

Posledn{ tvrzeni spolu s tim, ze (18) plati pro k =1,
dokazuje platnost vztahu (18) pro vSechna pfirozend
dsla k. (Ctenak, ktery by se chtél s metodou matematické
indulice podrobnéji seznamit, si mutZe prostudovat
knizku R. Vyborného Matematickd indukce, kterd vysla
jako 6. svazek Skoly mladych matematiki.)

Véty 9 a 10 ukazuji, Ze pfi pevné zvoleném modulu m
miZeme z danych kongruencf ziskdvat dalsf kongruence
séitanfm, odéitdnim, ndsobenim a umoctiovanim kon-
gruenci puvodnich. Podobné jako je tomu u rovnosti,
dospéjeme k novym kongruencim tak, Ze séitdme resp.
odéitame nebo nadsobime levé strany i pravé strany
danych kongruenci, resp. Ze obé strany dané kongruence
umocnime tymzZ pfirozenym exponentem. :f

Nyni si na nékolika piikladech ukdZzeme, jak lze kon-
gruenci s vyhodou vyuzit pfi studiu nékterych otdzek
o délitelnosti celych &isel.

Pitklad 6. Vysetite, je-li &islo 12138 472 délitelné
&islem 65.

Refeni. Snadno zjistime, Ze 122 — 144 a 144 = 14
mod 65. Podle (18) tedy bude (122)2 = 142 mod 65, tj.
124 = 196 mod 65. AvSak 196 = 1 mod 65, takZe podle
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(11) midme 124 =1 mod 65. PonévadZ 1213¢ = (124)%,
bude opét podle (18) 12138 = 13 mod 65, tj. 12136 =
= 1 mod 65.

Déle madme 47 = —18 mod 65, takZe podle (18) platf
47* = (—18)* mod 65. Aviak (—18)? = 324 a 324 =
= —1 mod 65. UZijeme-li opét vztahu (11), dostaneme
472 = —1 mod 65.

Shrneme-li diléi vysledky, dostaneme konedné uZitim
vztahu (15)

12136 4 472 =1 — 1 mod 65,
tj.
12138 | 472 = 0 mod 65.
Odpovad: Cislo 1213 + 472 je dé&litelné ¢islem 65.

Viimnéme si nynf dekadického zipisu pfirozeného
¢fsla n. Napf. &islo 2873 muZeme psdt ve tvaru 2873 =
=2.1000 + 8.100 + 7.10 4+ 3 = 2.10® { 8.10% +
+ 7.10 4 3.

Obecné, jsou-li a,, a,, a,, ... &slice (tj. znaky O, 1,
2,8, ..., 9), vime, Ze dekadicky z4pis a.a,_, ... a,a,a,
piirozeného é&isla » znamend soudet

n=a,.10" 4+ a,_,.10" + ... 4 a,.10% 4+ a,.10 + a,.
(19)
Pro struénost si zavedeme jedté tfi dalsf pojmy.

Definice b. Je-li pfirozené &islo n ddno dekadickym
zdpisem (19), nazyvdme é&slo
sn)=a,+a, +a,+ ... +a,,+a (20)
cifernym souctem pfirozeného &isla n, éslo
8(n) =ay+a,+a, + ... (21)
soubtem &islic sudych #dda a koneéné Eislo ;
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sn)=a, +a3+as+ ... (22)
soudtem &islic lichych Fdda prirozeného Eisla n.

Pifklad 7. Dokaite, Ze pfirozené &islo n je délitelné
tiemi (deviti) pravé tehdy, je-li jeho ciferny soudet
délitelny tfemi (deviti).

Resenf. PonévadZ 10 = 1 mod 3, bude podle (18) pro
ka%dé pfirozené éislo k platit 10 = 1 mod 3. Podle (14)
tedy bude a,.10* = a; mod 3, takZe miZeme psat

a, = a,mod 3,
a,.10 = a, mod 3,
a,.10% = a, mod 3,

a,.10" = .a,, mod 3.
Seltenim véech téchto kongruenci dostaneme

e, 10 + a,,.10071 4+ ... 4+ @,.102 4 @,.10 + a, =
=a, +a_, + ... + a, + a, + a, mod 3, takie podle
(19) a (20) bude

n = s(n) mod 3.

Z tohoto vztahu plyne, Ze n = 0 mod 3 pravé tehdy,
kdyZz s(n) =0 mod 3, tj. podle definice 4 3|n pravé
tehdy, kdyz 3| s(n).

Pro déhitelnost deviti bude cely postup stejny, aviak
misto mod 3 budeme viude psidt mod 9 a viechno ostatni
ponechiame beze zmény.

Priklad 8. Dokazte, Ze piirozené &fslo n je délitelné
jedenacti privé tehdy, je-li soudet jeho é&islic lichych
rdadu budto roven souétu jeho ¢&islic sudych fadi, nebo
se od ného lidi o cely ndsobek jedendcti.
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Reseni. PonévadZ je 10 = —1 mod 11, bude op&t
podle (18) pro kazdé prirozené k platit 10% = (—1)*
mod 11, takZe pro sudd % bude 10* = 1 mod 11 a pro
lichd & podobné 10* = —1 mod 11. UZitim (14) dosta-
neme postupné

a, = a,mod1l,
@,.10 = —a, mod 11,
a,.102 = @, mod 11,
;.10 = —a;mod 11,

Sedteme-li tyto kongruence, dostaneme

@y +a,.10 +a,.102 +a,.100 + ... =(a; + ay + ...) —
—(a, + a3 + ...) mod 11, z &eho% po dosazenf podle
(20), (21) a (22) plyne

n = sy(n) — s,(n) mod 11.

Odtud vidime, Ze » = 0 mod 11 privé tehdy, kdyZ
8(n) — 8;(n) = 0 mod 11, tj. 11|n pravé tehdy, kdyz
11](so(n) — 8y(n)).

Kongruenci lze s vyhodou uiit téZ pro kontrolu
spravnosti nékterych numerickych vypotta. Tato kon-
trola je zaloZena na tzv. trojkové resp. devitkové resp.
jedendctkové zkousce, jejichZ princip tkvi ve vyuZitf
délitelnosti tfemi resp. deviti resp. jedenacti a vlastnost{
kongruenci, které jsme dokazali v této kapitole. S témito
zkouskami se dtenaf muZe podrobnéji seznamit v pif-
rudce [4], str. 57—60 (zejména pifklad 22 a cvidenf 4, 5).

Véty 7 az 10 ukazujf, Ze fada vlastnosti kongruencf
je shodnd s analogickymi vlastnostmi rovnosti. Dokonce
1 postup, kterym jednotlivé vlastnosti dokazujeme, je
u kongruenci stejny jako byl u rovnosti.
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Ctenafe vSak mohlo pfi studiu vty 8 prekvapit, Ze
jsme tam vibec neuvaZovali o analogii pravidla, Ze
rovnost zistane spravna, délime-li obé jeji strany tymz
¢islem, které neni rovno nule. V prvnim okamziku se
nabizi vysvétleni, Ze u kongruenci pracujeme pouze
8 celymi &isly, takZe pokud by obé strany kongruence
nebyly délitelné tymZ pfirozenym d&islem ¢, nemélo by
viibec smysl kongruenci timto &islem délit. UkdZeme si
v3ak na prikladech, Ze toto vysvétleni neni uspokojujic.

Piiklad 9. Zjistéte, zda lze kongruenci

a) 645 = 15 mod 42
b) 225 = 15 mod 42

kratit &islem 15.

Resenf. Snadno se presvédéime, Ze kongruence a) i b)
jsou spravné. Obd strany kazdé z nich jsou délitelny
PR , 645 225 15
patnacti, pritemz 5 = 43, <5 = 156 a 1 = 1.
Po kriceni patnicti’dostaneme tedy v piipadé a) 43 =
= 1 mod 42, aviak v piipadé b) 15 = 1 mod 42.
Odpovéd. Chceme-li dostat platnou kongruenci, mi-
Zeme kratit patndcti kongruenci a), nikoliv vSak kon-
gruenci b).
Presto dovedeme alesponi v nékterych piipadech udat
jednoduché podminky, za kterych lze provést kracenf
kongruence tak, aby vznikla kongruence byla spravna.

 Véta 11. Budte a, b, ¢ celd 'Cisla a necht (¢, m) = 1.
Necht koneéné ac # bc mod m. Potom je t¢é£ a = b mod m.

Diikaz. PonévadZ ac = bc mod m, plati m|(ac — bc),
tj. m|(a — b)c. Ponévadz (¢, m) = 1, bude podle véty 6
m|(a — b), tedy @ = b mod m, co¥ jsme chtéli dokédzat.
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Véta 11 o kracenf kongruence udivé pouze postadu-
jici, nikoli viak nutnou podminku pro to, aby bylo
mozno kongruenci ac = bc mod m kratit islem c.
V obou piikladech 9 hylo totiz m = 42, ¢ = 15, takZe
(c, m) = (15,42) = 3> 1. Nebyl zde splnén predpoldad
o nesoudélnosti ¢&fsel ¢ a m, aviak presto bylo moZno
kongruenci v piipadé a) krdtit patndcti. Piipad b) pak
ukaza,l Ze pro (¢, m) > 1 nelze obecné kongruenci
kratit.

Avdak i pro ptipady, kdy (¢, m)> 1, lze odvodit
pravidla, kdy lze kongruenci ac = bc mod m krétit
¢islem c¢. Tato pravidla jsou viak uZ znaéné sloZité&jsf;
studiem podobnych otizek se obsirné zabyva teorie
¢isel.

Zavérem této kapitoly si uvedeme jestd jednu vlast-
nost rovnosti, kterd nema u kongruenci s obecné danym
modulem vidy obdobu. Bude se v podstaté opét tykat
déleni. Jde o vétu, Ze soudin dvou ¢isel je roven nule
pravé tehdy, je-li alespon jedno z téchto &isel rovno nule.

Véta 12. Je-li m > 1 slofené &islo, existuje alespors
jedna dvojice prirozenyjch Eisel m, a m, takovych, Ze m, #*
# 0 mod m, m, # 0 mod m, aviak m,m, = 0 mod m.

Daikaz. PonévadZz m > 1 je sloZené &islo, miZeme
najit alesponi jednu dvojici pfirozenych éisel m, > 1 a

m, > 1 tak, Ze m = m,m,. Potom viak m, = mﬁ < m,
my, = -1% < m; z ulohy 2* plyne, Ze m 1 m,, m~2|~ My, tj.

1
Ze m, £ 0 mod m a m, #£ 0 mod m. PonévadZ m = 0
mod m a m'= m;m,, bude i m;m, = 0 mod m, coZ jsme
méli dokézat.
Véta 12 tedy tvrdi, %e pfi sloZeném modulu m neplyne
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z kongruence m,m, = 0 mod m, Ze plati alespoii jedna
z kongruenci m; = 0 mod m a m, = 0 mod m.

Priklad 10. 999 = 0 mod 111 a 999 = 27.37. Pfitom
zfejmé 27 # 0 mod 111 i 37 = 0 mod 111.

Zcela jind situace viak nastivd v piipadech, kdy
modul m je prvodislem.

Véta 13. BudiZ p prvofislo. Potom ab = 0 mod p
pravé tehdy, je-li budto a = 0 mod p, nebo b = 0 mod p.

Dukaz. Vztah ab = 0 mod p platf pravé tehdy, kdyz
p|ab, coZ je mozné pravé tehdy, kdy’ p|a nebo p|b (viz
[4], str. 89, Disledek II), tj. kdyZ budto @ = 0 mod p,
nebo b = 0 mod p.

Porovnanim vét 12 a 13 zjistime, Ze studovand vlast-
nost je charakteristickou vlastnosti pro kongruence
s prvoéiselnymi moduly. Proto také v dalsich kapitolich
budeme ¢asto vénovat pozornost kongruencim s prvo-
&iselnym modulem,

Vysledkid vét 12 a 13 vyuZivd modern{ algebra v teorii
tzv. déliteld nuly, koneénych grup, konstrukei alge-
braickych téles apod. O téchto otdzkich se &tendf muzZe
podrobnéji poudit napf. v udcbnici [6].

Ulohy
4. Pomoci kongruenci dokazZte, ze éislo 5.215%® — 79* je déli-
telné éislem 21.
5. Uzitim kongruenci urdete nejmendi nezdporny zbytek
a) éisla 14282 — 31218, 627v pii déleni &fslem 77;
b) &fsla (3466 ¢ + 2191)% pii doleni &islem 111.

6. Uzitfm kongruenci zdivodnéte znaky délitelnosti ptiroze-
ného &fsla dvéma, dtyFmi, psti, osimi, deseti & dvacetipéti.
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