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1. kapitola -

OPAKOVANI ZAKLADNICH POJ_MI‘J
0 DELITELNOSTI

V této kniZce budeme vétsinou pouzZivat pouze celych
éfsel, tj. prirozenych ¢&isel, nuly a celych zdpornych &isel.
Predpokladdme, Ze &tendf umi béZné pouiivat zakladnich
aritmetickych operaci (sé¢itdani, odéitani, nasobeni a dé-
len{), umocriovani na piirozeny exponent a jednoduchych
nerovnosti.

Litka, kterou se budeme déle zabyvat, vyZzaduje, aby
Stenal znal nékteré zdkladni pojmy z nauky o délitel-
nosti celych &isel. Proto si ty pojmy, které budeme dile
pouzivat nebo ze kterych budeme pfi nasem vykladu
vychazet, struéné zopakujeme.

Véta 1. BudiZ ddno libovolné celé (kladné, nula nebo
zdporné) islo a a prirozené Eslo m. Potom lze najit prdvé
jednu dvojici celjch Eisel x a r tak, Ze plati vztahy

a=mzr+r, 0r<<m. (1)
Celé ¢&fslo x ve vété 1 miZe byt opét budto piirozens,
nebo nula, nebo celé zaporné.

Definice 1. Cislo z z véty 1 nazyvdme &dstebnym podilem
a &islo r nejmendim nezdporngm zbytkem &isla a pFi délend
&slem m.

Diikaz v&ty 1 zde nebudeme providét. Ctensf by jej
nael v knize [6], kde je.podrobné proveden.



Definice 2. Bikdme, Ze celé Eislo a je délitelné pFirozengm
Stslem m, existuje-li celé &islo x tak, Ze

a =me. (2)

Symbolicky pak pideme m|a.

Cislo m nazgvdme délitelem éisla a a &islo a ndsobkem
éisla m. Celé éislo x pak nazgvime podilem E&isla a pii
délent Cislem m.

Nent-li m|a, ptieme m ¥ a.

Z rovnostf (1) a (2) vidime, %e vztahy m|a a r =0
znamenaji totéz.

Vita 2. Cislo nula je délitelné katdym ptirozengym
Cislem.

To plyne ze vztahu 0 = 0.m, ktery platf pro libovolné
piirozené &islo m, a z definice 2.

Véta 3. Necht pro celd &isla a a b platt souéasné m|a
a m!b. Potom pro lLbovolnou dvojici celych &isel z a y
plati téZ m|(ax + by).

Dukaz této véty najde &tendf v knize [4] na str. 27
(véta T,).

Necht m|a. PoloZime-li ve vété 3 x = —1 a y = 0,
dostaneme, Ze také m|(—a). Jestlize obricend m|(—a),
dostaneme stejnym zpilisobem, Ze m|(—a).(—1), t;j.
m|a. Tim jsme dokazali

vitu 4. Platl-li jeden ze vztahts m|a a m|(—a), plati
i druhy z nich.

Priklad 1. Urdete d4steény podfl a nejmen3f nezdporny
zbytek, je-li dano
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a)a = 617, m = 3l;
b)a = —617, m = 31.

Reseni.

a) Netiplnym délenfm, které zndme ze 8koly, do-
staneme
617:31 =19
307
28

Bude tedy z = 19 a r = 28. Snadno se pfesvédéime, Ze
skute¢né plat{ 617 = 31.19 + 28. -

b) Provedeme opét netplné délenf, aviak tentokrit
budeme délit &fslo —a = 617 d&islem m = 31. Podle
piikladu la) mdme 617 = 31.19 4 28. Nésobime-li tuto
rovnost ¢islem —1, dostaneme

—617 = 31.(—19) — 28.

Zbytek, ktery jsme dostali, je vSak zdporny, zatimeo
podle véty 1 mame najit zbytek nezdporny. Proto uZije-
me nésledujicf dpravy:
—617 = 31.(—19) — 28 = 31.(—19) — 31 + 31 —
— 28 =31.(—19 —1) + (31 —28) =
= 31.(—20) + 3.

Bude tedy x = —20, r = 3. Skute&né pak méme ve sho-
dé s vétou 1

—617 = 31.(—20) + 3, 0 <3 <31

Véta b. BudiZ ddno libovolné celé éislo a a pFirozené
&tslo m. Potom lze najit prdvé jednu dvojici celych &isel
£ a o tak, Ze platf vztahy



a=mé+po, —(g =S0<—5. (3)

Definice 3. Cislo o z vty 5 nazyjvdme absolutné nejmen-
&im zbytkem C&isla a pfi délent Eislem m.

V dikazu véty 5 nejprve ukdzeme, Ze existuje nejvyse
jedna dvojice celych éfsel & a p, kterd spliiuji vztahy
(8). Necht &, g, a &,, g, jsou dvé takovéto dvojice. Bude
tedy

m m
a:vm£1+911 —?éel <"2—v
. m m
a =mé, + 0,, —_2'§92<‘7-
Odtud dostaneme
l mé, + 0, = mé; + 0,
m m
T ST asg
m m
—? éea <?.

Po scdtenf poslednich nerovnostf{ miZeme uvedené
vztahy pirepsat takto:

mé—&)=a—eo, —m<gp—eo <m.
Musf tedy soudasné platit
m|& — &) = |e— el (4)
lo,— 0| <m. (56)

Predpoklidejme, Ze &, # &,. PondvadZ £, a &, jsou
celd &isla, bude | &, — §,| = 1, takZe z rovnosti (4) plyne
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les — ] = m, coZYodporuje podmince (5). Proto tedy
musf byt & = &. Ze vztahu (4) pak dostaneme, Ze
10, = 0, t]J. dvojice &, g, a &,, o, jsou totozZné.

Nyni dvojici celych é&isel £ a ¢ s vlastnostmi (3) se-
strojime. Podlo véty 1 uréime predeviim &isla  a r tak,
aby byly splnény vztahy (1). Potom poloZime

r, jestlife 0 < r <%,

e= o m (6)
P r-—m,~jestlii97 Sr<m.

V prvmm pripadé je 0 =< e <—4 2 , ve druhém pak

— —2- < ¢ < 0.V obou pripa.dech tedy platf
2 = 0 < —
takZe je sph_ién'druhj ze vztahi (3_). PoloZime-li jeitd

z, jestlize 0 < r <ﬂ ,

2
£' = S S
P
z + 1, jestliZe - =r<m,
dostaneme v prvnim pffpa,dé
m£+g‘=m&c+r=a.
a ve druhém piipads

m£+e=m(z+l)+1_-_—;em=mz+r=a.

Bude tedy vidy .platib i prvni ze vztaht (3), &mZ je
véta 5 Gplné dokdzana.



Priklad 2. Uréete &islo & a absolutné nejmensi zbytek,
je-li ddno
a)a= 617, m = 31;
b)a = —617, m = 31.

Regen.

a) V piikladu la) jsme vypodetli r = 28. PonévadZ
i21-< 28 < 31, bude podle (6) ¢ = 28 — 31 = —3. Pro
&slo & dcstaneme v tomto piipadé & ==z 4 1 = 20.
Bude tedy 617 = 31.20 — 3.

b) Z prikladu 1b) vime, Ze r = 3. Podle (6) tedy
bude ¢ = r = 3; pro ¢&islo £ dostaneme v tomto piipadé
& =z =—20. Vysledek bude totoZny s vysledkem
pifkladu 1b).

Z dalsich pojmi nauky o délitelnosti celych ¢isel bu-
deme é&asto uzivat pojmil prvodislo, sloZené é&fslo, nej-
vétdf spoletny délitel a nejmensi spoledny nasobek celych
disel a,, By, -y G Tyto pojmy jsou Stenaii vesmés
dobfe znamé ze Skoly. MizZe si je viak systematicky
prostudovat a zopakovat napf. v knize [4]. Mimoto
najde v knize [3] fadu poutavych pfikladd vztahujicich
se k témto pojmm.

Nyni jesté par slov k oznadovani. Pokud neudinime
vyslovné vyjimku, budeme vidy pismenem m oznadovat
pfirozené ¢islo, pismenem p prvoéislo, symbolem d =

= (a,, @y, ..., 6) ncjvétsi spoledny délitel celych &isel
a,, G,, ..., 0 & sSymbolem n = [a,, a,, ..., a;] nejmensi
spoledny nasobek celych ¢&isel a,, a,, ..., a; (viz [4]).

Nejvétsi spoledny délitel i nejmensi spoledny nasobek
budou pro nis znamenat vidycky pfirozend ¢isla.

Cela ¢isla a a b, pro kterd plati (a, b)) = 1, nazyvame
nesoudélna.
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Zévérem si uvedeme bez dilkazu jesté jednu vétu,
které budeme ¢&asto uZivat.

Véta 6. Je-li (a, m) = 1 a m|ab, je m|b.
Dikaz této véty najde &tendl opét v knize [4] (véta
T,, na str. 89).

Ulohy

1. Urdete &4steény podil, nejmend{ nezdporny zbytek, abso-
lutnd nejmensi zbytek a &fslo &, je-li ddno:

a) a = —329,
b)a = 1084,
c)a = 12,
d)a = —I12,

m = 65;
m = 49;
m = 35;
m = 35.

2%, Je-li celé &islo a # 0 dé&litelné pfirozenym &islem m, je
m = |a]. DokaZte!

3*. Necht d = (a,, a,, .. ., a;) je nejvétsi spoleény délitel &isel

ay, Ay, ..

.» . DokaZte, Ze plati nerovnosti d < |a,|, d <

= as], oo d £ |ag).



		webmaster@dml.cz
	2016-06-29T17:07:59+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




