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5. kapitola

EXTREMY KUBICKE
A BIKVADRATICKE FUNKCE

V posledni kapitole rozfeSime né&kolik uloh, které vedou
k vyhleddvini extrému kubické funkce f(x) = ax® +
+ bx? 4 cx +d (a + 0)afunkcef (x) = smx(l + cos x).
Pfedem je nutno fici, Ze u téchto funkci uZ nevystatime
s tak elementarnimi prostfedky jako v predeslych kapito-
lach. Uvahy o extrémech t&chto funkci nds nakonec vzdy
piivedou k obrattim vlastnim tzv. diferencidlnimu poctu.
Nechceme to {tenafi zastirat, naopak, upozorfiujeme ho
na tuto okolnost. Existuji dost populdrni publikace, ve
kterych jsou zalitky diferencidlniho poltu vyloZeny piH-
stupnou formou*) a je jen uZiteCné, podniti-li Cetba t&chto
stranek asport nékteré mladé Ctenafe k tomu, aby po tako-
vych publikacich sihli. Na druhé strané v$ak je nutno
uvézit, Ze cile i prostfedky této kniZecky jsou jen skromné,
takZe v dal$im textu nelze oCekdvat vic neZ niznak jisté
metody a vysledkil, které pfindsi. V zavéru je§té upozor-
nime na otizky, které tu nebudou dofeSeny nebo dokonce
ani poloZeny.

Hned na zatitku pfedloZime Ctenafi jednu vétu, jejiz
platnost je snad sice oCividna, ale jejiZz-dikaz neuvddime
na tomto misté pro jeho obtiZnost.

Vé&ta 8. Necht funkce f je spojitd v uzavieném intervalu

*) Z mnoha takovych jmenujeme aspofi Havliékdv Diferencidini pocet
pro zaldtelniky.
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<a, b>. Funkce f nabyvd v intervalu <a, b> viech hodnot
lezicich mezi &sly f (a), f (b).

Véta 8 v podstaté fikd, Ze pfechdzime-li ,,spojizé” od
disla f (@) k ¢&islu f (b), nemiZeme pfitom vynechat Z4dné
Cislo leZici mezi nimi. Jde o jednu ze zdkladnich vé&t dife-
rencidlniho poctu, ze které vyplyvéd dalsi véta, majici pro
nés velkou dileZitost:

V&ta 9. Necht funkce f je spojitd v jistém okolf Ozq bodu x,,
ve kterém nabyvd lokdIntho extrému. Pak v levém okoli bodu

X, existuje aspori jeden bod x, a v pravém okolf asporfi jeden
bod x, tak, ze f (x,) = f (x,).

Obr. 37.

Provedeme dukaz (ktery muZete sledovat na obr. 37)
pro ptipad, Ze funkce f nabyva v bod¢ x, lokdlniho maxima.
Podle definice lokdlniho maxima existuje takové okoli
(xo— 68, %+ 6) (6> 0) bodu x, Ze v intervalech
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(xo —d, %) a (xg % + 6) jsou funkéni hodnoty f (x)
vesmé&s mensi neZ Cislo f (x,). Vezméme Cisla x” = x, — 2 ,
x = X + —2' .

I Je-li f(x") = f(x"), oznalime x”" = x,. ProtoZe je
f (") = f(x") <f(x), nabyvé funkce f podle véty 7 aspoii
v jednom bod¢ x, z intervalu (x,, x"), ktery je €asti inter-
valu (xo, xy + 6), hodnoty f (x") = f (x,). Je tedy f (x) =

II V pripadé f(x) < f(x") bychom oznalili »" = x
a analogicky bychom dokazali existenci bodu x, v intervalu
(%9 — 0, x,), pro keery f (x,) = f (xy). .
Tim je dikaz proveden, ale z dokdzané véty plyne jeSt&
daleko silnéjsi tvrzeni. Funkce f nabyva podle véty 8 v in-
tervalu (x,, x,), ktery je Casti okoli (x, — d, x,), vSech hod-
not mezi ¢isly f (x,) a f (x,). VSech téchto hodnot viak také
nabyvd v pravém okoli (x;, x, + 4), nebot v tomto okoli
leZi Cislo x,, pro které f (x,) = f (x,). MiiZeme tedy pova-
Zovat za dokazanou i nisledujici vétu.

Véta 10. Necht funkce f je spojitd v bodé x,, ve kterém
nabyvd svého lokdlniho extrému. Pak existuje nekoneiné
mnoho dvojic &isel x,, x, (x, z levého, x, z pravého okoli bodu
Xo), pro kieré f (x,) = [ (x3). .

Vezméme nyni kubickou funkci f(x) = ax3® + bx% +
+ ¢x + d(a # 0) a pfedpoklidejme, Ze v bod& x, nabyva
lokdlniho extrému. Pak v jistém okoli bodu x, existuje ne-
konedné¢ mnoho dvojic Cisel x;, x, (¥, < %y < %), pro
které je f (x,) = f (xp), tj. pro které

ax,®+ bx,®+ cx; + d = axy?+ bx*+ cxp + d,
a(xP— )+ b (P~ 2)+c(x; —x)=0
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a po vytknuti
(21 — %) [a (2 %+ 21200 + 2,3 + b (3, + xp) + ¢] = 0.
ProtoZe je x; + x,, plyne odtud pro nekonetné mnoho
dvojic x;, x,, Ze
a (%24 %1% + %2 + b (%, + x,) +¢c=0.

Pfedstavme si nyni, Ze¢ zvolime dvojici x,, x, Cisel stile
bliz8ich a bli2Sich &islu x,. Dojdeme tak k zivéru, Ze
posledni rovnost plati v i ptipadé, Ze v ni &isla x; a x,
nahradime &islem x,, tj. Ze plati

3ax,® + 2bxq+ c= 0. @

Tim jsme odvodili podminku, kterd musi byt splnéna,
nabyvi-li funkce f v bodé x, lokdlniho extrému, tj. nutnou
podminkou pro extrém.

Y foxor=x+1

/ :

Obr. 38.



Jednoduchy pfiklad viak ukazuje, Ze podminka (I) neni
postacujici. Pro funkci f (x) = x® + 1 (obr. 38) je leva
strana rovnice (I) rovna 3x,%. Pro x, = O spliiuje tedy
funkce f (x) = x® + 1 podminku (I), ale pfesto v tomto
bodé& — jak je vidét z obrazku a jak lze také pocetné ukizat
— neexistuje ani lokdlni maximum, ani lokdlni minimum.
Proto hledime podminku, kterd by doplnila podminku (I)
na postacujici k tomu, aby kubickd funkce mé&la v bodé
x, lokdlni extrém. Naznacime jiZ jen struéné odvozeni
takové dop]ﬁujim podminky.

Utinime nyni jet® ur&itéj3i pfedpoklad. Necht funkce f
nabyvd v bod¢ x, lokdlniho maxima. (Podminka (I) se ty-
kala obou piipadii — maxima i minima.) Podle definice
existuje takové redukované okoli bodu x, v némZ pro
vSechny argumenty x je

f &) <f (%)
a(x®— %3+ b(x® — x%) + c(x— x) <O,

Vyjdeme-li z této nerovnost, pak po né&kolika dpravach
(mezi né&Z patfi uZiti podminky (I) a po té déleni kladnou
mocninou (x — x,)%) dostaneme nerovnost

a(x+2x)+ b <0,

Z ni po podobné uvaze, jakd byla provedena pfi odvozeni
podminky (I) (x se neomezené bliZi k x, a je jim nahrazeno)
vychédzi podminka

3ax, + b < 0. (1Ia)
Lze ukdzat, Ze podminky (I) a (IIa) jsou jiz postacujici
pro to, aby funkce f (x) = ax® + bx* 4+ ¢x + d nabyvala
v bodé& x, lokdlniho maxima. Zcela obdobné bychom doli

k podmince (IIb), o které hovoii véta 11, shrnujici vysledky
téchto tvah.
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Vé&ta 11. Kubickd funkce f(x) = ax®+ bx®+ cx + d
miuge nabyvar lokdlntho extrému jediné v takovém bodé x,,
pro ktery je

3ax,® + 2bxy +c=0. @
Je-li splnéna podminka (1) a plati-li jesté
3ax, + b <0 (IIa) nebo 3ax,+ b >0 (IIb),

nabyvd funkce f v bodé xy lokdIntho maxima, piipadné minima.

Priklad 29. Vyhledejte (pokud existujf) lokdlni extrémy
funkee f (x) = 2x% — 15x% — 36x + 5.
Podminky (I) véty 11 zni pro danou funkci takto:

. 6x0_2 - 30x0 — 36 - 0,
tj.

x02—5x0—6=0.
Relenim kvadratické rovnice zjistime, %e funkce f muZe
mit extrémy jedin€ v bodech x, = 2 nebo x, = 3. Pro
xo == 2 ie tu

6x, — 15=—-3 <0,

je tedy splnéna podminka (I1a) z véty 11 a funkce f nabyvé
v bod€ 2 lokilniho maxima. Pro x, = 3 je

xo— 15=3> 0,

takZe je splnéna podmmka (IIb) véty 11 a funkce f nabyvé
v bod¢ 3 lokdlniho minima.

PFiklad 30. (Obr. 39.) Ze étverce plechu o strané a mdme
v rozich vystfihnout CtvereCky tak, aby nddoba vzmkld
ohnutim okraji zbytku (jak je naznaCeno na obr. 39) méla
maximdlni objem.
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a-2x —-f——wa—J Obr. 39.

Je-li x délka strany vystfizenych Ctvereckil, je objem
nddoby
= (@ — 2x)%. x = 4x® — 4ax? 4 a’x.
Jde tedy o urceni maxima kubické funkce V (x) =
= 4x% — 4ax® + a®x vzhledem k intervalu (0 2)
Hledejme nejprve maximum vzhledem k intervalu
<O, %> . Lokdlni maximum funkce V (x) nastane podle

véty 11 v bod€ x,, pro ktery jsou splnény podminky @
a (I1. a), tj. pro ktery je

12x,2 — 8ax, + a*> =0
12x, — 4a < 0.
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Tyto podminky jsou splnény pro
a
xo == ? 9
pfiemz

2
Vmaz =V (xo) = '57— ad.

Dile je V (0) = V(%)=o. Proto je &slo V (x;) > 0

maximem funkce V vzhledem k intervalu <0, %\> (podle
véty 1) a toto Cislo je podle véty 4 také jejim maximem
vzhledem k intervalu (0, %) . Cislo xy = —g—je tedy jedi-
nym feSenim dané dlohy.

Rekli jsme ji¥, %e probirané dlohy povedou vétsinou
k vyhleddvini extréml vzhledem k otevienym intervaliim
(jako v poslednim piiklad€). Pravé pouZitého postupu
(vyhledani extrému vzhledem k ,,8irSimu intervalu a apli-
kace véty 4) budeme v dalSich pfikladech uZivat jiZ bez
podrobného zdivodnéni.

P#iklad 31. (Obr. 40.) Stanovte rozméry x, y obdéintko-
vého trdmu vytesaného z vdlcového kmene o konstantnim
praméru d tak, aby jeho unosnost byla maximdlni.

Unosnosti trdimu zde rozumime maximélni ohybovy
moment, ktery muZe trim pfenést pfi zachovipi pfede-
psané bezpecnosti. Tento maximdlni ohybovy moment je
podle nauky o pruZnosti a pevnosti ddn vzorcem

Mmax=0' . W,
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d
3

Obr. 40.

kde ¢ je dovolené napéti uZitého materidlu (v naSem pfi-
pad¢ dfeva) a 1
_— 2
6 ¥
je tzv. prifezovy modul. V naSem pfipadé hleddme tedy
maximalni hodnotu veli¢iny W.
Podle Pythagorovy véty plati
Y2 =d% — &2,
takze 1 1
—_ = 2 w2Y .t (424 48
W—6x(d x?) 6(dx x9).
Hledime maximum funkce f(x) = —x2 + d%, jejiZ de-
fini¢ni obor je zde interval (0, d).
Funkce f md podle v&ty 11 lokilni maximum v bod€ x,,
pro ktery je 324 d2=0

a —3x, <0.
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To je bod

d =
Xo — ? V3,
ktery patfi do intervalu (0, d).
Dile je
2 -
fO=f@=0, flx)=75d3>0,
takZe Cislo d
xo = —3— V3

je jedinym feSenim nasi wlohy. Pro druhy rozmér obdélnika
Yo vychazi d o B
Yo =?V6 = xOVZJ

takZe rozméry hledaného obdélnika budou v poméru
a pak Xo:yo=1:)2
& =
Wmaz == ﬁ V3.
Ze vztahu
d
x02 = d . ?
vyplyva konstrukce fefeni, pfi které uZijeme Euklidovy
véty.

P¥iklad 32. (Obr. 41.) Od svételného bodu A je ve vzddle-
nosti a stied koule o poloméru x, ktery je mensi nef a. Jak
velky md byt tento polomér, aby = bodu A osvétleny kulovy
vrchlik mél nejvétsi obsah?

Zavedme oznadeni podle obr. 41. Pak obsah vrchliku je

S=2nxh



a podle Euklidovy véty plati

x2=a(x—h),
z CehoZ
ax — x2

h =

a Obr. 41.

Vyloudenim % z vyrazu pro vrchlik obdrzime
_ 2 3
S= = (ax? — x3)

a hleddme maximum funkce f (x) = ax®* — x® v intervalu
(0,a). Véta 11 ddva pro lokdlni maximum této funkce
podminky
2ax, — 3x,2 =0,
a
a — 3x,<0.
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Ty jsou splnény pro
2

x0=—3—a.

Je £(0) =f (@) = 0, f (¥) = opra* > 0. Vbod x= 5 a

m4 tedy funkce f a tim i funkce S = ZTT: fmaximumvzhle-
dem k intervalu (0, a). Pro obsah vrchliku dostdvime

PFiklad 33.(Obr. 42.) Nddr#na voddrenské vé3i se sklddd
ze svislého kruhového vdlce o dané vysce a, dole ukonceného
kugelem o témse poloméru podstavy a o strané délky 3a.
Ub'rfé'ete vysku kutele a polomér tak, aby nddrs méla maximdlni
objem.




Objem nédrzZe je
V=Trr2a+—‘":—r2x=1|:r2 a—I—ix
3 3 ?

kde x je vySka kuZele.
Podle Pythagorovy véty plati 2 = 9a® — x2, takZe po vy-
louceni 7? dostdvame objem jako funkci argumentu x,

V=mn(9a3+ 3a%> x — ax?* — } x3).
Dostiavame opét kubickou funkci, jejiz defini¢ni obor je
interval (0, 3az) a kterd md lokdlni maximum v bodé& x,,
spliiujicim podminky

x>+ 2ax; — 322 =0, —xy—a <0
tj. v bod&

xo = da.
32

Je V(0)=9ma® V (3a)=0, V(xy) = —7ra3 takZe
V) >V(©0)iV(x)>V(3a)a fu.nkce V(x) nabyva
v bodé x, = a maxima

Vmaz = -?2—1'! aa

3
vzhledem k intervalu (0, 3a). Pro polomér nadrZe vychéazi
r = 242
Pfiklad 34. (OBr. 43.) Do parabalické tisece vyt‘vor’ené
parabolou 20y = x* a pFimkou y= h vepiste rovnoramenny

lichobétnik se zdkladn..mi rovnobéZnymi s osou x o nejvétsim
obsahu.
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Obr. 43.
Zvolime-li oznadeni jako na obr. 43, je obsah lichob&z-
nika
S=(c+x)*—y)

Z rovnice paraboly vypolteme y a dosadime:

x? cx? x°
S-(c—}—x)(h —»2?)—110 = — o
Funkce S nabyva lokdlniho maxima v bodé x,, je-li
3 C —o, ___°
szo pxo—i—h—O, > p<0,

., je-li .
xo _ =

3
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Pfi vypoctu jsme uZili vztahu 2ph = ¢?, ktery plyne z rov-
nice paraboly. Uloha omezuje defini¢ni obor funkce S na
interval (0, ¢). Je

16 ¢® 32

SO =he, S =0, S () == g he.

Z &sel S (0), S (c)s S (xo) je S (x,) nejvétsi, tak¥e vskutku
nabyva funkce S (x) v bod€ x, = < _maximavzhledemk in-

3
tervalu (0, ¢); hledany lichob&2nik mé& obsah
16¢8 32
Smaz = S (%0) = g = 7 b

V ptikladech, které uviddime nakonec, je tfeba najit
extrémy funkce f (x) = sin x (1 + cos x). K tomu pouzi-
jeme funkce y = axt + bx® + dx + e. Uvahy zcela ob-
dobné uvaham, které nids dovedly k vysloveni véty 11,
umoZiuji dokazat tuto vétu:

Véta 12, 1) Bikvadratickd funkce f (x) = ax* + bx ® +
4 cx? + dx + e miZe nawwvar lokdlniho extrému jediné
v takovém bodé x,, pro ktery je

dax,® + 3bx2 + 22x, 4+ d = 0. (I11)

2) Je-li spinéna podminka 111 a plati-li jesté
6ax,? + 3bx, + ¢ <0 (IVa) nebo 6ax,® + 3bx, + ¢ >0
(IVb), nabyvd funkce f v bodé x, lokdlntho maxima pFipadné

mimma.

Pt¥iklad 35. Najdéte Ilokdlni extrémy funkce f(x)=
= (1 — x®) (1 + x)* v intervalu (0, 1).
e

f@E)=—x*—2x34+2x+ L.



Podminka III véty 12 tedy pro funkci f zni
—4x® — 6252 +2 =0,
2x03 + 3x02 _ 1 = 0.

Snadno zjistime, Ze jednim kofenem této rovnice je islo
—1, takZe ji Ize napsat ve tvaru

(% + 1) 2x® + 2 — 1) = 0,
nebo jesté lépe ve tvaru
(%o + 1)2(2x, — 1)=0.
V intervalu (0, 1) m4 tato rovnice jediné feSeni
X =1
pro n¢ je také spln€na nerovnost
—6x,2 — 62y <0,

tj. podminka IVa z véty 12.
V intervalu (0, 1) ma tedy funkce f (x) = (1 — x?) (1 + x)?
jediny lokdlni extrém a to lokalni maximum v bod€ x, =

Pro ¢ z intervalu <0 —> poloZme

Pak cos t = x.
fFE) =00 —2)A + %2 = (1 — cos?) (1 + cos ),

tj.

f@E)=0—x*1 + x)? = [sinz (1 + cos 7))

V pfedeslém piikladu jsme uk4zali, Ze funkce f (x) ma pro
x z intervalu (0, 1) jediny lokdlni extrém, a to lokdlni maxi-
mum pro x = 4. Odtud plyne, Ze funkce
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y=[sin z(1 + cos £)]*m4 pro ¢ z intervalu (03 3 ) jediny

extrém a to lokdlni maximum v bod€ ¢ = ?, (nebot

cos %= 3). Totéz viak muZeme tvrdit o funkci y =

= sin ¢ (1 + cos t), vzhledem k tomu, Ze tato funkce na-

byvé v intervalu (0,12“_) vesmés kladngch hodnot. Pro 1= 0
je sin z (1 4 cos t) = 0, pro t=% jesinz(1+cost) =
3|3

=4 aprot=%jefunkcesint(l+cost)=l.

Plati tedy véta 13:

Véta 13. Funkce f(x) =sinx (1 + cos x) mid v bod&
% = — maximum vzhledem k mtervalu 0, N

3 N2/

PFiklad 36. (Obr. 44.) Do obrazce omezeného polovinou
elipsy a jejf hlavni osou vepiSte rovmoramenny lichobéintk
nejvétsiho obsahu.

Vyjddfime horni polovinu elipsy v parametrickém tvaru
x=a.cost, y=b.siny,
kde parametr ¢ probihd interval < 0, ©>.
Obsah hledaného lichobéZnika je (pti oznaleni podle obr.
) = (@ + %) 3
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kruznice: x = a cost
y=asint

elipsa: x = a cost
y=bsint

JelikoZ x,, y, jsou soufadnice bodu M, ktery leZi na elipse,
musi platit
x; =a.cost, y, = b.sint,

kde velikost dhlu ¢ vyhovuje v tomto pfipadé nerovnosti

™
0<t <7.

Obsah lichobé&Znika miiZzeme napsat ve tvaru
S =ab.sint (1 + cosi).

Hledidme tedy maximum funkce
f@=sint(l 4+ cost)
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(nebot a, b jsou dané poloosy elipsy), které podle véty 13
nastane pro t = % Je tedy

a . 3
x1=acos%=—2—, y1=bsm%=by2_’

Smaz = (@ + %) 3 = % ab)/3.

V ptipadé @ = b = r, kdy polovina elipsy pfejde v ptl-
kruZnici o poloméru r, je hledany vepsany lichobéZnik
maximalniho obsahu polovina pravidelného $estitihelnika

o obsahu Smez = % . rzv 3.

Piiklad 37. (Obr. 45.) Ze 1¥f desek o tése $ifce a se md
zhotovit vodni ndhon o lichobéinikovém prifezu. Urlete
tihel, ktery budou svirat bocni stény se dnem tak, aby pritoc-
ny profil mél maximdlini obsah.

Obr. 45.

97



Pfi oznadeni zavedeném na obr. 45 je obsah profilu S

=(a+x).h
kde
h=asing, x=acosg.

Dosadime-li odtud, vychdzi

S =a?sing.(l + cos¢),
kde oviem je

™
0<o <7.

Je vidét, Ze Feeni tlohy spoivé podobné jako v pfedchd-
zejicim phkladu v nalezeni maxima funkce

f(9) =sing (1 + cosg).
Podle véty 13 m4 tato funkce maximum vzhledem k inter-
valu (0, =\ pr

u ( ' ) pro

_ 3
¢ = 3
Maximalni obsah.profilu je
3 _
Sma,x = z . a2V3.

P¥iklad 38.(Obr. 46.) Z koule o poloméru r se md odstranit
Cdst omezend rotaini vdlcovou plochou, jejis osa prochdzi
stiedem koule. Urlete polomér tohoto vdlce rak, aby povrch
télesa vzniklého z koule po odstranéni vnitini édsti omezené

rotaént vdlcovou plochou byl co nejvétsi.
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Oznalime-li x polomér vyvrtaného vélce a-y polovinu
jeho vysky, pak povrch uvaZovaného télesa je

S=4m? —4nr(r—y)+4wxy.
Pfi oznaeni podle obr. 46 je

x=r.cosp, y=r.sing,

takZe povrch uvaZovaného télesa lze vyjadfit vztahem
S=4nr?.sng(l+ cosg).

JelikoZ tato funkce argumentu ¢ ma z¥ejmé& v na$i loze

defini&ni obor (o, %) m4 tloha jediné Feieni, a to

=T
¢_3'



Hledany polomér kruhového otvoru bude

x=7

a povrch uvazovaného télesa
Smaz = 37’-‘7'21/5.

Cuilent

1. Do rotatniho kuZele o poloméru r a vyice k vepilte rotaéni vilec

nejvétéiho objemu. 2 1 7
x = 3 r o= 3 h

2. Do koule o poloméru r vepiite rotaéni kuZel o nejvétdim plasti.
4 ]
vyska h = —r
3 |
3. Urdete vyiku rotatniho kuZele, ktery md pifi dané strané s nejvétdi

objem. s/37
vyika b =

3
4. Z parabolické ise&e vytvofené parabolou 2py = x? a pfimkouy = h
vytiznéte obdélnik nejvétiiho obsahu.

2
[vi'ﬁka obdélnika 3 h

5. Urdete fozméry kulové tsele, kterd md pii daném obsahu vrchliku

18 = nejvétsi objem. [polokoule r = 3]
6. Uréete rozméry rotaéniho vélce, ktery m4 pii daném povrchu ma-
ximAlni objem. [rovnostranny vélec]
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