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3. kapitola

EXTREMY GONIOMETRICKYCH
FUNKCf

V této kapitole se budeme zabyvat Glohami, jejichZ feSen{
spoCivd v podstaté v urceni extrémii goniometrickych
funkci. Pfedpokliddme, Ze Ctendfi vEdi, e.funkce sin x

nabyva lokilniho maxima v bodech x = (4% + 1) % , kde
k je Cislo celé a lokdlniho minima nabyva v bodech x =
= (4k — 1)% (k celé). Funkce cosx nabyva lokélniho
maxima v bodech x = 2kn (k celé) a lokdlniho minima
v bodech x = 2k + 1) = (& celé). Tyto znamé vlastnosti

funkci sinus a kosinus, jakoZ i véty 1 a 2 (str. 12—14)
zcela postaci k feSeni nasledujicich ptiklada této kapitoly.

Piiklad 14, (Obr. 21.) Do pilkruhu o poloméru r vepiste
trojithelnik s vrcholem ve stiedu krusnice tak. aby jeho obsah
byl maximdini.

0 Obr. 21.
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Obsah trojiihelnika je
S = 4}risina

PonévadZ polomér r je konstantni, zdvisi obsah trojihel-
nika jen na velikosti stfedového whlu a, ktery se miZe
ménit v intervalu

O<a<m
JelikoZ funk&n{ hodnota sin a je v uvaZovaném intervalu
nejv&tsi pro a = —, je hledany trojithelnik pravothly.

Jeho obsah bude
S maz — %Tz.

X

¥

Obr. 22.

P#iklad 15. (Obr. 22.) Uréete rozméry a tihel stén vodntho
pitkopu, jehoZ profil md rvar rovnoramemného trojihelnika
o predepsaném obsahu S tak, aby soucet bolnich stran byl
minimdinf (tzv. nejmensf omoleny obvod).

Poznidmka. Takovym profilim, které maii pfi kon-
stantnim ploSném obsahu nejmensi omoceny obvod, Fikd-
me v hydraulice hydraulicky nejuyhodnéjsi profily.

Obsah trojihelnika je

S=}bsing,
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odkud pro stranu b vyplyvé

b= l/ 25
sina

a pro omoceny obvod dostidvime
0=2b= 2V 2S

sina

Funkce O = 2V?—S nabyvé minima, kdy? zlomek —2>.
sina sina

je minimdlni. To — pfi konstantnim ¢itateli 25 — nastane,

bude-li jmenovatel sina roven jedné, tj. pro a = _;E.(Mu-

si totiZ zfejmE byt 0 < ¢ < =.) Timjeloharozfe$enaauva-
Zovany profil bude tvaru pravoihlého rovnoramenného
trojuhelnika. Pro §ifku pfikopu x vyjde

x=2|/S
a omoceny obvod ma délku
Omin == 2V2_S.

P¥iklad 16. (Obr. 23.) Ktery z obdélniki md pii dané délce
uhlopricky u nejvétsi a) obsah b) obvod?

a) Oznacime-li strany obdélnika a, b, pak plati (pfi ozna-
Ceni podle obr. 23)
a=u.cosp, b= u.sing¢,

kde thel ¢ splfiuje nerovnost
0<p<—
14 3"
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QObsah obdélniku je
S = a.b = u?.sin ¢ cos ¢.

Ponévadz sin ¢.cos ¢ = }.sin 2 ¢, upravime obsah obdél-

nika na tvar
S = }.u%.sin 2 ¢.

a

Obr. 23.

Obsah obdélnika bude nejvétsi, kdyZ funkce sin 2p bude
maximdlni.
PoloZme tedy

¢ili

sin2¢ =1,

| 3

q):

Hiledany obdélnik bude ¢tvercem o obsahu
S mazr — i‘. uz.
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b) Obvod obdélnika je
O =2(a + b) = 2u(cosp + sinp) =

- 2u[s'm (g— ) + simp].

Vyraz v lomené zdvorce upravime podle vzorce

a+p a—f
5 COS—5—)

sina 4+ sinf = 2 sin

takZe pro obvod obdrzime

_ . t—4¢
O—Zu[ZSmT.cos ) ]

. . ™ . Y .
JelikoZ hodnota sin —- jekonstantni, nastane maximum pro

4
Tn—4¢
cos ) =1,
¢ili pro
n—4¢
4 =0
tj. pro
=T
‘p—4'
Pak .
Omaz= 2uV2.

Vysledny obrazec je opét Ctverec.:
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Ptiklad 17.(0br. 24.) Ye ddna $itka $titu domu 2a. Fakou
odchylku @ maji mit st¥esni roviny od vodorovné roviny, aby
destové kapky stékaly od hiebene stiechy k okapu v nejkratiim
case.

qQ—-~

Obr. 24.

(Poznidmka. Nebudeme hledét na tfeni a odpor vzdu-
chu.)
Jak zndmo, je zrychleni télesa pohybujiciho se po naklo-

néné roviné dano soudinem g singp, kde g [%] je gravitaéni

zrychleni a ¢ velikost hlu, ktery svird naklonéna rovina
8 rovinou vodorovnou. Pro drdhu s, kterou urazi téleso pfi
tomto pohybu za dobu ¢, plati

s= }gsing.r%
Odtud pro dobu ¢, potfebnou k vykonéni drihy s vychazi

gsmgo_ l/ gsmcp cosgp

T
ebot pfi nas zna¢ =92 kde O —.
nebot pfi naem oznaleni je s cosp” <qp<2
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Zavedeme-li je$té do posledniho vyrazu funkci dvojndsob-
ného thlu, vychdzi pro dobu ¢, kterd md byt minimdlni,

; _V 4a
) gsin2p”

Podobné, jako v pfede$lém pfiklad€, nastivd tu minimum
pro sin 2 ¢ = 1, tj. pro

4
‘P’—‘T:

—_ 7
tm{n = ZVi .
g

Jak je vidét, nezavisi volba nejvhodnéjsi odchylky na Sifce
Stitu.

pak

PFiklad 18. (Obr. 25.) Z plechu tvaru kruhové vysece
o poloméru r a stfedovém dhlu 2 a < = vykrojte soumérné
dle osy vysete obdélnik tak, aby odpad materidlu byl mini-
madlni.

Zavedme oznaceni r, X Y5 2 @ a podle obr. 25. Pak
FfeSeni tdlohy spocwa v urCeni velikosti dhlu @ (0 < ¢ < a),
pfi kterém bude mit hledany obdélnik maximdlni obsah.
Pfi naSem oznaceni je

x=rsingp, z+y=rcosg a 2= xcotga,
odkud
y=rcosp — z = r(cos ¢ — sin ¢ cotg a).

Pro obsah S = 2xy vySetfovaného obdélnika tedy mame

. cosa
S = 2r2% sing. — -
r2. sin @ (cos«p sing sma)
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1

Obr. 25.

¢ili 2 .
S = Sing Si09 sin (a — @)

UzZitim vzorce
sin a, sin a, = % [cos (@, — a;) — cos (a; + ay)]

Ize vyraz pro S jeté upravit na tvar
7'2
S = Sina [cos 2 — a) — cosal.

Ponévadz a a r jsou dané konstanty, bude obsah obdélnika
nejvétsi, kdyZ funkce cos (2¢ — a) nabude nejvétsi hod-
noty.

PoloZime tedy

odkud

cos(Qg —a)=1,
29 —a=2kn (kcelé).
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Vzhledem k podminkim 0 <2a <7, 0 <¢ <a md
pfedesla rovnice jediné feSeni

=2
@ = 2 .
Obsah hledaného obdélnika je

PFiklad 19. (Obr. 26.) Z bodu O je vymr$téno pod sihlem
@ téleso poldreini rychlosti vy. Uréete elevaéni vihel o tak, aby
téleso dopadlo co nejddle od bodu O.

Y

| N d
1 //\\

Obr. 26.

Ulohu budeme Fesit za pfedpokladu, %e drdha télesa leZi
ve svislé rovin& (pfi stfelb& tomu tak neni) a Ze rovina,
na kterou téleso dopadne, je kolma k roviné drihy, ale
nikoli nutn& vodorovna. Velikost jeji odchylky od vodo-
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rovné roviny oznaéme a. Na obr. 26 je situace zndzornéna
v fezu svislou rovinou. Rovina dopadu je znézorn&na pfim-
kou OM. Vodorovn4 a svisld pfimka prochdzeji bodem O
jsou na obr. 26 oznaleny po Fadé& pismeny x a ¥y a miiZeme
je dale povaZovat za osy soufadného systému. Poloha vy-
mritén¢ho télesa v okamZiku r je uréena soufadnicemi

kdeg [%] znadigravitadnizrychleni. Vyloulenim promén-

né ¢ z t&hto rovnic dostdvime rovmici kfivky, po které
se téleso pohybuje:

_ __ &

y=x1ge 2002, cos?g’ @
Vidime, %e je to rovnice paraboly prochdzejici poéitkem,
jejiZ osa je rovnob&Znd s osou y. Stanovme nyni soufadnice
bodu dopadu M. Bod M lezi — v naSem znizornéni —
na parabole a na pfimce, kterd nim znézordiuje rovinu
dopadu a ma rovnici

y=x.tga.

Dosadime-li odtud do rovnice (1), dostivime po tipravé
rovnici

£X
x(tga— tgw +21}02. coszq})=

Jeden kofen této rovnice je x, = 0, coZ je souFadnice bodu
O vychoziho bodu drihy vymr$téného t&lesa. Druhy kofen
x, urime anulovdnim vyrazu v zdvorce:

gx

tga — tgg + 2 v,%cos?p =0,
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odkud

. 2 v,y2 cos’p (sin ¢ cos a — cos @ sin a)
2 =

£.Cos acos g

¢ili
2 9,2

Xo =
g.cosa

- . cosg . sin (p — a).

Tento vyraz se da jesté vyhodné upravit podle vzorce
cos a, sin a, = } [sin (a, + a,) — sin (a; — a,)]
na konelny tvar

V2 . .
Xy =———[sin (2¢ — a) — sin a].
s = s lsin 29 — @) —sind]
Je patmno, Ze prvni soufadnice bodu M zivisi na velikosti
uhlu ¢ a na konstantich a, v,. Ponévadz hleddme nejvzda-
len&jsi bod na naklonéné roving, kterého miZeme dosih-
nout pfi téZe pocitedni rychlosti v, musime najit maximum

ce
d(p) =sin 2 ¢ — a).

sin(2gp —a)=1.

PoloZme proto

Z této rovnice a ze samozfejmych podminek 0 < ¢ <Z.

T

7 <a<g pak vyjde jediné FeSeni

T a
=7 + 7
Zkoumdme-li dopad na vodorovmou rovinu, pak a = 0,
takZe hledany elevadni thel je ¢ = _}.
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Poznamenejme, Ze v balistice jsou pro pfipady a > 0,
a < 0 zavedeny terminy pitvrdceny a odvrdceny svah.

Konstrukce feSeni. Jsou sestrojeny osy x, y a polo-
ptimka OM. Sestrojime osu dhlu, jehoZ rameny jsou polo-
pfimka OM a kladna ¢&4st osy y. V horni poloroviné vytaté
osou x vedeme ve vzdilenosti 4#*) rovnob&Ziu d s osou x.
Jeji prisecik se zmin&nou osou thlu oznz:éme N a vedme
jim kolmici na polopfimku OM. Pata F této kolmice je
ohniskem a pfimka d fidici pfimkou paraboly, kterd zni-
zoifiuje drahu vymrsténého télesa.

P¥iklad 20. Uréete délky stran pravouhlého trojihelntka,
ktery md p¥i konstantnim soultu odvésen nejkratsi pfeponu.

Ozname velikosti odvésen trojuhelnika a, b velikost
pEzpony ¢. Ma-li jeden z ostrych ahla trojihelnika velikost
®, je (pfi oznaleni a + b = k)

¢ (cos @ + sin @) = k,

¢ [sin(% - ) —}—si.ncp] = k.

Uzitim stejné tipravy jako v pfiklad& 16 dostdvime rovnici

tj.

. T t—4p
2csm—Icos — = k
¢ili
cJ/2 cos ;ﬁ= k,

*) i je maximalni vy3¥ka, kterou by dosahlo téleso vymriténé kolmo
3
vzharu (h = v_o) .
2z
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odkud
_ 3

N Vfcos(%— go) .

Minimum pro funkeci ¢ nastavi, je-1i cos (-Z — qo) maximal-
ni, tj. pro
=T
@ = 4 .
Je tedy B
Cmin = i_ = k_l/g.
V2 2

a hledany trojuhelnik je rovnoramenny.
Danou lohu je mcZno Fesit i uZitim véty 6. Je totiZ

=a4+ b =a+ (k— a2 = 24> — 2ka+ k2

Minimum pro ¢ > 0 nastane prdvé kdyZ ¢®> bude mini-
mdlni, tj. bude-1i kvadraticky trojclen

2a% — 2ka 4+ k3
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