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2. kapitola

APLIKACE VZDALENOSTI
DVOU BODU

Jak napovida jiz nazev kapitoly, budeme se nejdffve za-
byvat geometrickymi mfsty takovych bodd, jejichZz po-
lohu 1ze charakterizovat vzdalenostmiod pfredem danych
pevnych bodu.

i 2. P¥iklad. Je dén trojdhelnik ABC a redlné é&fslo
¢ > 0. Ke zvolenému bodu V sestrojime postupné body
X, 7, £ tak, aby body 7, X byly soumérné sdruzené
podle stiedu 4, body X, ¥ soumérné sdruzené podle
sttedu B a koneéné body V, £ soumérné sdruzené podle
sttedu C. VySetf{me geometrické misto M viech bodd V,
pro néZ je VL < ¢.

ReSeni. Soustavu soutadnic zvolime podle obrazku 4.
Pro zjednodusen{ je zvolena za jednotku na osich sou-
fadnic use¢ka AC. Na obrazku jsou oznaleny téZ sou-
fadnice vSech potrebnych bodu.

Nyn{ postupné uréfme soufadnice bodt X, 7, £ po-
moc{ soufadnic bodu 4, B, C, V.

& = —¢&; m = —7;
£, = &+ 2 7y =1 + 25; (1)
b3 = —§—2r + 2; Ny = —n — 2s.

Jestlize bod V = [£; 5] pati{f mnoZiné M, pak je
podle pfedpokladu V< =< ¢, neboli

VE—&> +m—n)*<e. (2)




Po dosazeni za £; a 1, z rovnostf (1) a po dpravé dosta-
neme nerovnost

E—(—nl+m+r=spe (3)
y
Y= [f2i5)
8=[r:s
X=[f1;’l1
A C~= [1,'0] -
v=[§in]
Z= [fa;’la]

Obr. 4

Soufadnice libovolného bodu V = [£; ] mnoziny M
vyhovuji tedy nerovnosti (3). Ta je viak zaroveit polet-
nim vyjadfenim kruhu U se sttedem D = [1 —r; — ]
as polomérem—;—c. Tim je tedy dokdzano, z2e M C U.

Nynf se pokusfme zjistit, zda platf téz vztah U C M.
Budeme postupovat tak, Ze ovéiime podminku [B].
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Necht bod V = [&; 5] patif kruhu U, potom jeho sou-
fadnice vyhovujf nerovnosti (3). Tu v§ak miZeme upra-
vit na tvar

E—(——2r+ )P+ [n—(—n—29)]* = ¢%

resp. s pouZitim rovnostf (1) na tvar
(—&)2+(n—m)=c

ProtoZe obé strany této nerovnosti jsou nezaporna ¢fsla,

muZeme je odmocnit a tim dostancme tvar (2). Ten

viak znamena, ze V{ < ¢, ¢ili bod V pati{ mnoziné M.

Tim je dokdzino, ze U C M.

Ze vztahi M CU a UCM jiz plyne rovnost
M = U. Je tedy geometrické misto M kruh U se stfe-
dem v bodé D =[1—r; —s]as polomérem%c. To
viak jesté nenf v pravém slova smyslu vysledek, nebot
v odpovédi se udava poloha bodu D pomocf soufadnic.

Snadno si viak ukdZeme, Ze bod D dostaneme tak, Ze
doplnfme trojthelnik ABC na rovnobéinik ABCD.

Vysledek. Geometrické misto M je kruh U = (D;

»é—c), jehoz stfed D je vrcholem rovnobézniku ABCD.
Vsimnéte si, Ze metoda soufadnic nim dala vice nez
to, co jsme zadali. Vypolty a vysledek platf i v tom p#i-
padé, kdyz body A4, B, C nejsou vrcholy trojihelnika,
ale kdy lezf v pfimce a pi{padné i vielijak splyvaji. Pak
sice nelze v fe§enf hovofit o rovnobézniku ABCD, ale to
nevad{; v tom pripadé se uZije jiné formulace.

Z pifkladu 2 muzeme vytézit navic tyto obecnéjsi po-
znatky:

20



1. Analytlcka metoda muZe &asto automaticky vy-
fesit vice neZ to, co se v dané uloze pozaduje.

2. V nékterych piipadech je vyhodné zvolit v sou-
stavé soufadnic za jednotkovou usecku jistou usecku
daného utvaru.

3. Vysledek mame vzdy popsat pouze pomoci danych
prvkd, tzn. tak, aby se v ném nevyskytovaly matema-
tické objekty (napr soufadnice, body, pimky ap.),
které jsme zavedl sami aZ v prubehu Fefenf. Jinymi
slovy to znamen4, Ze formulace vysledku ma byt jasni
po prectent zad4ni ulohy i bez studia jejtho Feenf.

3. Priklad. Je dina usetka AB = 24 a &slo k£ > 0.
Vysetifme geometrické misto M viech bodd £, které
majf od bodid 4, B staly rozdil druhych mocnin vzdaile-
nostf rovny £.

ReSeni. Geometrické mfsto M je na prvni pohled
soumérné podle pfimky AB i podle osy usecky AB. Sou-
stavu soufadnic proto zvolime podle obrazku 5.

y

Z2=[§.n]

A-[a,0] B-(a,q]

Obr. 5
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Podle pfedpokladu je pro kaidy bod < = [&; 7%]
mnoziny M

| 43— BZE | = K, (4)

neboli
[[(¢ +a) + ] —[(E—a) =] [ =k (5
Odtud postupné dostaneme

4a .| &| =k,
k
T’ pro & >0,
e 6)
— 45 Pro £ <.

To znamen4, Ze kazdy bod { = [£; ] mnozZiny M vy-
hovuje jedné z rovnostf (6). Z : nalytické geometrie
vime, Ze rovnosti (6) jsou poletnfm vyjadfenim dtvaru
U sloZeného ze dvou rovnobézek s osou y ve vzdalenosti

| &] = Tktf od pocatku. Dokazali jsme tedy vztah

McCU.

Vztah U C M dokézZeme obracenfm dosavadnfho po-
stupu. Pro soufadnice libovolného bodu & = [£; #]
utvaru U plati néktery ze vztahl (6); z nich miZeme
odvodit vztah (5) a tfm i (4). Patif tedy bod & = [£; 7],
ktery vyhovuje jedné z rovnostf (6), skute¢né mnozZiné
M, tzn.UC M.

Vysledek. Geometrické mfsto M je udtvar U, ktery
se skladd ze dvou pffmek rovnobéZnych s osou dsetky

AB vedenych ve vzdilenosti 4 ka od stfedu tisedky AB.
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4, Priklad. Je dan rovnoramenny trojuhelntk RST se
zakladnou RS = 2¢ a k nf pifslusnou vyskou ». < je
takovy bod, Ze z useéek a = RS, b = S, ¢ = T lze
sestrojit ostrouhly trojuhelnik. VySetfime geometrické
mfisto M viech bodi <.

ReZeni. Predné musime zjistit nutnou a postadujici
podminku pro to, aby usecky a, b, ¢ byly stranami ostro-
uhlého trojuhelnika. Podle kosinové véty a véty k nf
obracené vime, Ze trojihelnfk (at uZ ostrouhly, pravo-
uhly &i tupouhly) o stranach g, 4, ¢ a proté&jiich dhlech
a, B, y existuje pravé tehdy, jestlize platf

a® = b? + ¢ — 2bc cos a,
b%* = a® 4 ¢* — 2ac cos B, }

(7)
c? = a® + b% — 2ab cos y.

I

Duté dhly a, 8, y jsou ostré pravé tehdy, kdyZ jsou jejich
kosiny kladné. Tedy vzhledem k rovnostem (7) miZeme
nutnou a postadujfci podminku pro to, aby usecky a, b,
¢ byly stranami ostroihlého trojihelnfka, vyjadiit sou-
stavou nerovnosti

b? < a® + ¢,
¢? < a® + b

a? < b + ¢
} (8)

Nynf jiZ miZeme zalft s analytickym vySetfovidnfm geo-
metrického mista M. ProtoZe je zfejmé toto geometrické
misto soumérné podle osy dse¢ky RS, zvolfme soustavu
soufadnic podle obrazku 6. Nerovnosti (8) piepiSeme
uzitfm soufadnic a uvedeme na kone¢né tvary

(E—20)2 + (n— )2 > 422, (9a)
(& + 20)2 + (g —0)? > 4482, (9b)
£ 4+ (n + 0)2 > 2(0* —t2). (9c)



Zjistili jsme tedy, Ze soufadnice kazdého bodu & = [£;
n] patfictho mnoZiné M, vyhovuji nerovnostem (9a)
az (9c). Pritom nerovnosti (9a) a (9b) jsou pocetn{ vy-
jadfenf vnéjskd U, a U, kruznic &, = (C,; 2t), k, =
= (G,; 2t), kde G, G,
y jsou (jak se sami snad-
no presvédeite) vrcho-
lyrovnobézntka RSC, T
a RSTC,. Pro utvar
U,, dany poletnfm vy-
jadfenfm (9c), musfme
rozlisit tfi pripady:

l. Prava strana ne-
rovnosti (9¢) je kladna.
Pak U, je vnéjsek kru-
hu k3 s polomérem
V2(2* — #2) a stiedem
C, soumérné sdruZe-
nym s bodem T podle
piimky RS. Tento pif-
pad nastane praveé
tehdy, je-li » > ¢, tzn. je-li trojihelnik RST ostro-
uhly.

2. Pravé strana nerovnosti (9c) se rovna nule. Pak je
U, celd rovina s vyjimkou bodu C,. Tento pifpad na-
stane pravé tehdy, je-li » = ¢, tzn. je-li trojihelntk RST
pravotihly.

3. Prava strana nerovnosti (9¢c) je zadporna. Pak je U,
celd rovina bez vyjimky. To nastane pravé tehdy, Je-ll
0 < v < ¢, tzn. je-li trojuhelntk RST tupouhly.

Pro kazdy bod & = [£; 5] geometrického dtvaru M
Jsou splnény vSechny tfi nerovnosti (9a) az (9c) zaro-
veti, a proto je mnozina M &ast{ viech tff utvara U,

R=[-t0] |O S=[t, 0

Obr. 6
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U,, U;. MnoZina M je tudfZ ¢astf priniku?) mnozin U,
U, U, g MCcU=U,nNn U, N U; (na obr. 7abc je
mnoZina U vysrafovina).

Nyni dokdzeme obricené tvrzeni, tj. U C M. Doké-
Zeme to nepifmo, tj. ovéfenim podminky [B’]. Jestlize
z tseCek a = R, b = 8, ¢ = TX nelze sestrojit ostro-
uhly trojuhelnik (tzn., Ze z nich bud vubec nelze se-
strojit trojuhelnik, nebo je tento trojuhelnfk pravouhly
¢i tupouhly), pak neplati asport jedna z nerovmosti (8).
V disledku toho neplatf pro bod £ = [&; 7] aspori jedna
z nerovnosti (9a) az (9¢c). To viak znamend, Ze bod
nepati{ aspofi jednomu z utvara U,, U,, U, a tedy ne-
muZe patfit ani jejich priniku U =U, N U, N U,.
Tim je tedy dokazan vztah U C M.

Vysledek. Geometrické misto M je ttvar U, jehoz
konstrukce byla popsdna (nezavisle na zvolené soustavé
soufadnic) v prabéhu feSeni. (Viz obr. 7abc; hrani¢ni
kruZnice k,, k,, k; geometrickému mfstu M nepati{
a jsou proto vytazeny pouze ¢arkovaneé.)

Priklad 4 ukazuje, Ze geometrické misto miZe byt
nékdy charakterizovdno nékolika podminkami [viz ne-
rovnosti (8)]. Ka%da z téchto podminek ur¢f jedno ,,po-
mocné* geometrické misto (viz utvary U,, U, U,).
Hledané geometrické misto tvoff potom spoleind &ast
neboli prinik téchto ,,pomocnych geometrickych mifst.

Neékdy je ,,tvar* geometrického mista zdvisly na vza-

1) Prinikem dvou mnoZin M, N rozumime mnoZinu P, ktera se
sklada pravé z téch bodi, které patii zdroveii obéma mnoZindm
M, N. (Zapisujeme to P = M N N.) Jestlize mnoziny M, N nemaji
Zadny spoleény bod, rikdme, Ze jejich pranik je mnoZina prazdna
(oznageni ). Podobné se definuje prunik t¥ a vice mnoZin.
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Obr. 7atc



jemné poloze danych prvku. V takovém pf{padé musfme
provést samoziejmé pifsluiné tifdént vySetiovaného geo-
metrického mista (viz podrobnou diskusi mnoZiny U,
v ptikladu 4).

V druhé &asti fesenf pffkladu 4 jsme potfebovali vy-
slovit negaci soustavy nerovnost{ (8). Viimnéte si, Ze
negace spravné znéla: Asposi jedna z nerovnosti (8) neni
spinéna. gasto se totiz chybuje v tom, Ze za negaci se
prohlasf vyrok: ,,Z4dn4 z nerovnost{ (8) nenf splnéna.*
Podobné se utvorf napf. negace vyroku: ,,V§echny vstu-
penky na dne$ni predstaveni jsou vyprodiny.“ Negace
spravné zni: ,,VSechny vstupenky na dneSnf predstavent
nejsou (jesté) vyprodany ¢&ili alesponi jedna vstupenka je
na prode;j.

5. Priklad. Jsou diny rtznobézky a, & a bod £, pro
ktery plati: Vzdalenost pat kolmic vedenych z bodu &
na pfimky a, b se rovnd danému &fslu 4 > 0. VySetifme
geometrické misto M vSech bodu <.

ReSeni. Je zfejmé, Ze geometrické misto M je sou-
mérné podle obou os rtiznobézek g, 5. Zvolfme proto
tyto osy zaroveil za osy soustavy soufadnic {obr. 8).

Pfedpokladejme, Ze bod K = [£; n] patif mnoZiné M.
Ur¢ime soutadnice bodu A4, B, které jsou patami kolmic,
z bodu £ na piimky a, b. Vypolet provedeme napted
Ero bod A. Uréime rovnici pfimky 4Z; je to kolmice

pifmce y = kx a prochidz{ bodem { = [£; #]. Smér-

nice pHmky 4% je — . Rovnice primky AZ je tedy
1
y—n=—p G—8).
Soufadnice bodu 4 dostaneme tudfZ-feSenfm soustavy
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y = kx,

1
J—n =—7("—‘5)-

Po snadném vypoétu vyjde

kn + & k(kn + &
§1=h; "‘=Lln+k2)' (10)

y:—kx

Obr. 8

Vypocet soufadnic bodu B bychom mohli provést iplné
stejné; je to oviem zbytelné. Stalf totiz ve vysledcich
(10) nahradit viude ¢&fslo £ éfslem k nému opadnym.

AR gy e Ry ©
Protoze bod { patfi mnoZiné M, je AB = d, tzn.
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V(& —&)T+ (i —ma)® = d; (12)
po dosazenf z (10) a (11) a po tpravé vyjde

£ 42 = [W] g (13)

Rovnice (13) je poletnim vyjddfenim kruZnice U se
sttedem O v prisetfku riiznobéZek a, b a s polomérem
d(l + k?)(2k)71. Tim je dokdzina prvni tast M cC U.

Nyni dokazcmc obracené tvrzeni: U C M. Necht bod
L = [&; n] nepatif mnoziné M, pak prisluina usetka
AB nema délku d, tzn.

V(& — &)% + (m —ma)® # d. (12°)
Odtud pak, podobné jako vyse, odvodime nerovnost
2
g2 4+, 2¢l_+_k) . (13"

To viak znamend, Ze bod { = [£; %] nepati{ kruZnici U.
Tim je dikaz ukon&en.

Zbyva pouze urlit polomér kruZnice U nezavisle na
zvolené soustavé soufadnic. Oznaéme a odchylku pif-
mek a, 5. Potom zfejmé smérnice £ pfimky a je £ =
= tg% ; jednoduchym vypoétem pak zjistfte, Ze polo-
mér kruznice U je

d(1 + k%) (2k)™ =d. (sin a) 7%
Vysledek. Geometrické misto M je kruznice U se stie-
dem v pruse¢fku riznobézek a, b a s polomérem r ==
=d. (sin «) 7, kde « je odchylka pfimek a, .
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Viimnéme si, Ze polomér r kruZnice U jsme mohli
uhodnout i bez vypoctu. Staéi totiz zvolit bod { geo-
metrického mista M na nékteré z pifmek a, & (obr. 9).

Cviceni

. a) Je dan &tytahelnik ABCD a &islo d> 0. Zvolte si bod V a se-
strojte lomenou ¢aru VWX tak, Ze body 4, B, C, D jsou
po Fadé stfedy tdsecek VW, WX, XY, YZ. Vyietiete geo-
metrické misto M bodua V, pro néz je velikost ase¢ky Vg <d.

b) Reite obdobnou tlohu pro pétitihelnik ABCDE!

. a) Jsou dany dva razné body 4, B a Cislo > 0. Vy3etfete geo-
metrické misto M viech bodu £, které maji od boda 4, B
staly souéet druhych mocnin vzdalenosti rovny 2.

b) Reste obdobnou tlohu pro piipad, Ze jsou dany tti body 4,
B, C, resp. ¢tyfi body 4, B, C, D. (Vysledné geometrické misto
uréete pomoci vzdalenosti danych bodu.)

3. Je dana usecka AB a ¢&islo £ (0 < & # 1). VySetiete geometrické

misto M viech bodta £, pro néZ plati AL : B = k.



4, Je dan trojuhelnik PQR. Vy3ettete mnozinu M viech bodi £,

5.

7.

8.

pro né% plati: PZ®*+ QZ*= RJ*

Pidorys mistnosti je rovnostranny trojihelnik 4ABC o strané
10 m. Viechny stény jsou obloZeny zrcadly. Paprsek, ktery vy-
$el z bodu &, se po odrazu od viech t#i stén vratil zpét do bodu
Z»; pHitom urazil vodorovnou drihu dlouhou 20 m. Vy3etfete
geometrické misto M viech bodti £, které maji stejnou vlast-
nost jako bod Z,.

. Jsou dany dvé& kolmice o,, 0,. Po pfimce o, se pohybuje bod 4

a po pitimce 0, bod B tak, Ze Gise€ka AB ma stilou délku d. Vy-
Setiete geometrické misto M viech bodu &, pro né# plati: bod
B je stiedem tsetky AZ.
Je dén tzv. deltoid ABCD, tj. &tyiihelnik soumérny podle Ghlo-
piitky AC. VySetiete geometrické misto M viech bodu £, pro
néZ plati:

AZ*< BZ:+ DQ%< CZA.

Je dan rovnostranny trojihelnik ABC. VySetfete geometrické
misto M viech bodt £, pro né% plati: AJ 4+ B = CZ. (Na-
vod: Soustavu soufadnic zvolte tak, aby C= [0; —I1] a t&Ziste
trojihelnika ABC bylo v potatku soutadnic.)
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