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2. kapitola

KOMBINACNI
CIsLO

Pripomenime si nejprve definici zndmou ze Skoly. Jsou
dana dv& pfirozena ¢isla k, n, pfiemZ k<n. Potom

klademe
n\__ n!
(k)_k!.(n—k)!’

coz lze pro &> 1 vyjadfit téZ ve tvaru

n\_nn—1)n-2)...(n—k+1)
(k)— 1.2.3. ... &

a pro k=1 ve tvaru ('1')=%=n.

Cislo Z) Eteme , nad £ a nazyvame kombinacni Cislo
neboli binomicky koeficient. Definice kombinacniho Cisla
se rozSifuje i pro £=0 a klade se

()

pro kazdé pfirozené Cislo ». Dal§im rozsifenim je

)

Kombinalni Cislo se nékdy definuje i pro ta pfirozend
Cisla k, n, pro néZz plati 2> n. Potom klademe

@)
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V nékolika pfikladech si vS§imneme aritmetickych vlast-
nosti kombinacnich cisel.

Budeme zde pracovat se dvéma vzorci, které jsme si
odvozovali ve Skole. Jsou to vzorce

— —[(n+1
(G2 G)+(2)-Gl)
které plati pro libovolnd dvé cela ¢isla %, n, spliujici
vztah 0=k =n.

P¥iklad 10, Jsou d4na kombinalni &isla (ggg) a (439) .

Rozhodnéte, které z nich je vé&tsi.

Reseni. Nejprve upravime prvni kombinaéni &islo. Plati

500\_/ 500 \__/500\__ 500.499. ... .491
490) \500—10) \ 10 )~ 1.2.3. ... .10 °
Pro druhé kombinacni ¢islo mime
499\ _ 499.498. ... .491
—1.2.3. ...-9 °

Plari
500)__300 499\ _ 499
()=5(%)=2-()

takze Cislo (500) je padesatkrat v&tsi ne% Cislo (499)

Odpovéd: Cislo (Zgg) je v&tsi ne¥ Cislo (439).

Pfiklad 11. Jsou dina dvé pfirozend Cisla m, n. Do-
kazte, Ze plati

CVRORORORSORSIE
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Reseni. Vyjdeme z definice kombinac¢niho &isla a budeme
nejprve upravovat levou stranu vzorce (1). Abychom
nemuseli pracovat se zapisy, ve kterych se vyskytuji
zlomky, vypolteme nejprve

6.('"+") (m+4-n)m+n—1)(m+n—2)=

=m34-3m®*n+ 3mn?+n3—3me—6mn—3n24-2m--2n;
podobné je
6. (;") = —3m2+ 2m,

6 .(g)=n3—3n2'-|—2n.

Pro tpravu levé strany vzorce (1) vypolteme tedy

6. (’"‘;")—6 . (;”)—6 . (g)=3m2n+3mn2—6mn,

takZe leva strana rovnosti (1) je %mn(m—{— n—2). Na tento

tvar vSak snadno pfevedeme i pravou stranu vzorce (1)
a tim je jeho platnost prokazina.

Poznamenelme, Ze se ke vzorci (1) jesté vratime pozdéji.
Uvidime, Ze ndm tento vzorec vyplyne jako snadny disle-
dek jedné geometrické dvahy. Nyni se vSak zabyvejme
jesté dalSimi pfiklady o kombinacnich cislech.

P#iklad 12. Je déno pfirozené &islo r; polozme s =(;)
DokaZte, Ze plati
(%)
2 T\ 4

Reseni. Upravujeme kombina&ni &islo
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_ 1 _ 1 r(r—1) rr—1)-2
(5)_?@—1)_7. D b2
V poslednim Citateli lze psat*)

r(r—1)—2=r*—r—2=(>+1)(r—2).
Plati tedy

(3) (r+Drr—1)(r— 2)__3 (r+l)
2 T 2.2.2

coZ jsme méli dokdzat.

P¥iklad 13. Urlete pfirozené Cislo 7 tak, aby platilo

( )+(n+2)_|_(n—'—4 —]—88
Reteni. Podle definice kombinaéniho &sla upravime

nejprve levou stranu dané rovmice. Dostavime
nn—1)n—2)  m+2)n+)n  (n+4)(n+3)(n+2)

coZ po malé upravé déva
S(n3+3724-10n-8).

Dan4 rovnice se tim pfevede na tvar
S (34 3n2 4 10n4-8)=" 188,
coZ po tpravé vede na kvadratickou rovmici
3n%+4-10n—168=0.
Snadny vypocet ukazuje, Ze kofeny této rovnice jsou

*) PFi tpravé lze pouZit pomocné kvadratické rovnice r2—yr—2=0,
kterd ma kofeny r=—1, r=2.
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28
n=6, n=—€-

Vysledek n=6 vyhovuje zfejmé podminkim na$i ulohy,
zatimco druhy kofen rovnice neni Cislo pfirozené, a proto
nemuze byt ani feSenim nasi dlohy.

Odpovéd. Hledané pfirozené Cislo je n=6.

Dalsi ptiklad souvi teorii Cisel. Je zajimavy sdm
o sobég, ale zafadili jsme jej sem proto, Ze jej budeme jesté
potfebovat v dalSich dvahdch jako pomocnou vétu.

Priklad 14. Je ddno prvolislo p. Dokaite, Ze kaZdé
z kombinadnich &isel

) ¢ ) - (2)
1 b 2 5 3 ) o) p__l
je délitelné Cislem p.
Resent. Uvazujme kombinatni &slo (g ) kde 1<k p—1.
NapiSme je jako zlomek

p—1(p—2) ... (p—k+D
1.2.3. ... .k )

Ve jmenovateli se nevyskytuje Cinitel p, takZe jmenovatel
tohoto zlomku neni délitelny prvolislem p. Citatel je
ovSem timto prvocislem délitelny a z toho jiZ plyne tvrzeni,
které jsme méli dokazat.

V dal§im pfikladé¢ budeme potfebovat matematickou
indukeci.

Priklad 15. Jsou ddna dvé pfirozena Cisla %, n. Dokazte,
Ze plad

22



3 k+1 B2\ 4 (k43 kt+n\_[* 1
()R ()= ()
Re¥enf. Budeme postupovat matematickou indukci

podle n. V celé uvaze budeme pfedpoklddat, Ze pfirozené
¢islo % je libovolng pevné dané. Pro »=1 méme vztah

k R+1\_(k+2

(1) +()~()
o jehoZ platnosti se muZeme pfesvédCit velmi snadno.
Pfedpoklidejme tedy, %e pro n&které pfirozené Cislo n
na¥ vztah plati a budeme dokazovat obdobny vztah pro

¢islo n+1. V tomto novém vztahu se leva strana lisi od
puvodniho vzorce jen tim, Ze zde mame na konci jeSté

kombinacni &slo (¥+#+1) jako posledni stitanec. Podle
induk¢niho pfedpokladu lze tedy levou stranu vyjadfit

ve tvaru
k+n+41 + k+n+1
k+1 k 4

coz podle zndmého vzorce dévé k:j—T 2). Tov3ak je stejny

vysledek, jaky bychom dostali, kdybychom do pravé
strany dokazovaného vzorce dosadili #+1 misto #. Tim
je i druhy indukcéni krok proveden a platmost vzorce
dokézana.

Ze Skoly si pamatujeme, Ze se kombinacni Cisla daji
snadno vypoditat pomoci tzv. Pascalova*) trojihelni-
ka. Timto ndzvem oznac¢ujeme tabulku trojihelnikového
tvaru

*) Blaise Pascal (1623—1662) je zndm nejen jako matematik, ale
vynikl i ve fyzice a ve filosofii.
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1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

AN WND~O
—
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[SN]
[
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Kazdy fadek zde obsahuje vSechna kombinacni ¢isla pro
totéZ n. Podle znamého vzorce dostaneme seltenim dvou
sousednich kombinaCnich Cisel nékterého fadku to kom-
binacni ¢islo, jez stoji v dalSim fadku pod mezerou mezi
nimi. Pascaliiv trojuhelnik tak mazZe slouZit k dosti rych-
lému a celkem jednoduchému vypoctu kombinacnich
Cisel.

Piiklad 16. Urcete pocet sudych Cisel, kterd se vysky-
tuji ve 13. fddku Pascalova trojihelnika (tedy pro n=12).

Reseni. Okamzit¢ nis napadne, e miZeme prosté
spocitat vSech 13 fadek Pascalova trojihelnika a dat pak
odpovéd na otdzku, kterd byla poloZena v nalem prikladé.
To je ovSiem postup dosti zdlouhavy a mohli bychom se
ostatné pfi pocitini dopustit i numerické chyby. Za-
myslime-li se viak na okam?ik nad danou otazkou, vidime,
7e se zde nezajimdme o velikost binomickych koeficientd,
nybrZ jen o to, zda jsou to Cisla sudd nebo lichd. Ozna-
¢ime-li liché ¢islo / a sudé s, miZeme napsat tyto schema-
tické rovnice:*)

I+l=s; I4+s=s+1=l, s+s=s. ¢))

*) Zapisu /+I=s rozuméjte tak, Ze soulet dvou lichych &fsel je vzdy
sudy. Analogicky vyznam maji i dal$i zapisy.
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Z pismen J, s miiZeme nyni sestavit ,,Pascaltiv’’ trojthel-
nik podle stejnych zasad, na jaké jsme zvykli ze 3koly.
Dostavame tak schema

I s 1 s 1 s 1
11111111
l s s s s s s s 1
11 s s s s s s 11
Il s I s s s s s 1 s 1
1111 s s s s 1111
Il s 5 sl s s s 1 s s s 1

Odpovéd. Ve 13. tadku Pascalova trojihelnika je pravé
9 sudych disel.

V probraném pfiklad¢ jsme tedy postupovali tak, aby
vynaloZend nimaha byla pfiméfena tomu, ¢eho chceme
dosahnout. To ostatné je v matematice (a zejména v mate-
matice stfedoSkolské) jev celkem vSeobecny: Z postupti,
které se ndm nabizejk pfi feSeni nékteré wlohy, si volime
vzdycky tu cestu, ktera je nejschiidnéjsi a nejjednodussi.

Pro uplnost poznamenejme k pfikladu 16, Ze jednodu-
chou odpovéd lze najit také tak, Ze pouZijeme vhodnych
matematickych tabulek. Tak napf. ve Valouchovych
,»Pétimistnych tabulkich logaritmickych® najdeme bino-
mické koeficienty () a% do n=10. Z tabulek tedy mizeme

pro na$ pfiklad vybrat pfimo 11. fadek ,,Pascalova‘ troj-
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thelnika ve tvaru 5,1, s, 5,5, 5, 5, I, 5, I a pokrafovat pak
jen v sestrojeni dalSich dvou fidki.

tenafe mozna bude zajimat samo potitini s pismeny
l, s, pro néz 7 jsme definovali s¢itdni rovnicemi (1). Setkali
jsme se tu totiZ s velmi jednoduchym pfikladem abstraktni-
ho pojmu, ktery se studuje v moderni algebfe, s tzv.
Abelovou grupou. Ctenife, ktery by se chtél s pojmem gru-
py seznamit podrobnéji, odkazujeme napf. na star§i, ale
velmi péknou knizku L. Riegra ,,O grupich a svazech®,
Praha 1952.

Ulohy

10. Pro kterd pFirozend ¢isla n plati nerovnost
() (13) <o

11. Jsou dana dvé& pfirozend Cisla m, n, jeZ jsou obé veéad
nez 1. Dokaite, Ze plati

(37)=(3)+(3) ++
Kdy nastane rovnost?
12. Je déno pfirozené dlislo ». I}vaiujte n Cisel tvaru
1.('1'), 2.(;), 3.(;), (n—l).(ngl), n.(:);
rozhodnéte, které z téchto Cisel je nejvéts.

13. Urcete, kolik je v 15. f4dku Pascalova trojihelnika
¢isel délitelnych tfemi.
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