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KAPITOLA 1

O POMERECH
[ )

Podobnost trojuhelniki je silnou zbrani euklidovské geo-
metrie. VyuZiva se ji nejen ke studiu trojihelnik a mnoho-
uhelnikd, ale i kruznic, kuZeloseéek a téles. V prvni kapi-
tole si pfipomeneme souvislost podobnosti trojihelniki
s trigonometrii, hlavné se vSak budeme zabyvat body
a mnoZzinami bodd, které maji od danych bodi nebo
pfimek dany pomér vzdalenosti.

1. Mala rozcvicka. Na obr. 1 je zobrazen pravouhly
trojuhelnik ABC s nékolika ptfickami kolmymi k jeho
stranam (CD | AB, DE | BC, DF | CA). Kolik troj-
thelnikd vidite na obrdzku? Podivite-li se¢ pozorné,

uvidite jich sedm. DokaZte, %e jsou viechny navzijem
podobné. Co by bylo moZno o nich fici, kdyby trojihelnik
ABC byl rovnoramenny pravouhly?



Vite, Ze na podobnosti trojihelnikt je zaloZena trigono-
metrie pravouhlého trojihelnika. Zvolte v. trojitheln ku
ABC na obr. 1 tseCku CD za jednotkovou (tj. CD = 1)
a vyjadrete délky visecek DA, DF, DE, DB, AC, BC jako
hodnoty goniometrickych funkci uhlu a. PripiSete-li
k useckdm jejich velikosti, dostanete trigonometrii ,,na
dlani“. Pomoci vét FEuklidovych a véty Pythagorovy
muZete pak snadno odvodit znimé i méné znimé vztahy
mezi Sesti gomiometrickymi funkcemi ostrého thlu a.

1. Vyjadfite-1i~ velikosti tisedek na obr. 1 také jako hodnoty gonio-
metrickych funkci ihlu 8, muZete odvodit vztahy mezi goniometricky-
mi funkcemi dopliikovych thla a, £.
2. DokaZte pomoci goniometrického vyjadfeni velikosti useéek na obr. 1,
e v kazdém pravodahlém trojihelniku ABC s dhlem y = 90° je
¢+ ve>a+4 b
3. Vepiite do pravoihlého trojuhelnika dva &tverce, z nichZ jeden ma
strany na odvésniach a druhy m4 jednu stranu na pfeponé (viechny
vrcholy téchto &tverct lezi na obvodu trojihelnika). Zjistéte vypodtem,
ktery z téchto &tverci mé vétdi stranu.
4.* Pokra¢ujte” dile v konstrukci pat kolmic mezi rameny u.hlu a, f
na obr. 1 (z bodu E, F kolmice na AB, z pat téchto kolmic zpét kolmice
na AC nebo BC atd.). Urfete thrnnou délku viech tusecek, které Ize
timto zpusobem sestrojit. \
abc

5. DokaZte, Ze obsah ostrouhlého trojihelnika ABC je Cislo P = ——
kde r je polomér kruZnice opsané. PouZijte pravouhlych trojahelnikir
se stranami zi ¢, 7 a0, a. Plad véta i pro pravothlé a tupoihlé troj-

thelniky ?

2. Zajimavé dvojice trojiheiki. Vite, Ze dva troj-
thelniky, které maji imé&rné strany, jsou podobné. Zajimavou
dvojici podobnych trojuhelniki jsou trojihelniky, z nichz
jeden ma strany a, ka, k%a a druhy ka, k%a, k%a (Cislo
k = 1 je kladné, a > 0). Tyto trojl'lhelm'ky se shoduji
v pét dvojicich prvka (tfech thlech a dvou stranich), ale
nejsou shodné,
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Cim to je, ¥e se vymykaji vétdm o shodnosti trojihel-
nikd ? Vyznacite-li si na obr. 2 shodné strany trojtihelniku,
najdete odpovéd snadno.

6. Jakych hodnot muiiZe nabyvat k, ma-li byt zajiSténa existence troj=-
thelnika se stranami a, ka, k2a?
7. Pro které hodnoty k je trojihelnik ze cviten{ 6 pravoihly ? Sestrojte

jei.

c

Obr. 2 Obr. 3

¢ Jinou zajimavou dvojici trojihelnikii jsou trojihelniky
ADC, BDC na obr. 3. Bod D je prisetikem osy ublu y
s pHmkou AB, md proto od pfimek CA, CB shodné
vzdélenosti 4. Obsahem trojihelnika ADC je &islo P, =

=1 ap.v. = —; AC.d, obsahem trojtihelnika BDC je

2
tislo Py, = —;- BD.y. = %—BC.d. Ziskdvime tak pomér

P, : P,= AD : BD = AC : BC. Pomér vzdilenosd bodu
D od A, B je roven poméru vzdilenostf bodu C od 4, B.
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Pro¢ nejsou trojuhelniky ADC, BDC podobné, kdyZ se
shoduji v jednom uhlu a maji imé&mé dvé dvojice stran?
Ziejmé proto, Ze shodné uhly nejsou sevieny umérnymi
stranami. Vidite, jak zileZi na ka?dém pfedpokladu vét
o shodnosti nebo podobnosti trojihelniki. Povrchnost
muzZe svést k ukvapenym a nesprivnym zavéram.

8. Je-li AC =+ BC, protne piimku AB i osa vn&j$iho dhlu trojihelnika
u vrcholu C. Dokazte, Ze pro praseéik D’ plati AD’ : BD' = AC : BC.
9. Vyjadiete délky aseéek AD, BD resp. AD’, BD’ pomoci &fsel a, b, ¢c.

[ be
AD=—a+b

3. Délici pomér. Podobnosti trojihelnikid vyuZivime
k sestrojeni bodu X, ktery ,,d€li usefku v daném pomé&ru®,
Vyrazem v uvozovkich vyjadfujeme skutetnost, Ze zlomek
%%— je roven pfedem danému &islu. Na obr. 4 je sestro-
jen bod X, ktery déli tsetku 4B v poméru 2 : 1. Pouzili
jsme rovnob&znych usefek AL, BK, AL = ]/2, BK = 1.

. . AX =
Dokazte, %e je opravdu BY = 12.

Podivejme se nyni na obr. 4 ,,jinyma ofima“, pfedstavme
si, Ze body A4, B, K a pfimka m jsou pevnymi utvary,
m [ BK, BK = 1. JestliZe se bod X pohybuje po pfimce
AB, pak pfimka KX protind m v riznych bodech L.
Kazdému bodu X =% B piimky 4B miZeme pfifadit
soufadnici 4 bodu L na Ciselné ose m (bod A je na Ciselné
ose m politkem, kladnd poloosa leZi v téZe polorovin&
jako bod K).

Pro bod X sestrojeny na obr. 4 je A= — |/2, pro
viechny body X leZici uvnitf use¢ky AB je 4 < 0, pro
body X leZici vn& usetky AB je i > 0. Pro Zidny bod
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piimky neni 4 = 1. Popsanou geometrickou pfedstavou
jsme vystihli zdkladni vlastmosti pojmu dé&liciho poméru
bodu X piimky AB vzhledem k bodim A4, B.*)

Délicim pomérem bodu X vzhledem k bodim A, B nazy-

vdme Cislo, jehoZ absolutni hodnora je rovna —‘;}f— a které

je kladné pro body X lefici vné usecky AB a zdporné pro
body X lezici uvnit¥ usecky AB.

m

L Obr. 4

Je zfejmé, Ze délici pomér (4ABX) je roven soufadnici 4,
o které jsme hovofili. Obrizek 4 ukazuje, jak lze sestrojit
bod X, ktery md vzhledem k bodim A, B dany délici
pomér. Hledany bod X je prusecikem pfimky AB s pfim-
kou KL, bod L je tim bodem piimky m, ktery md soufad-
nici A = (ABX).

10. Zvolte body A4, B, K a pfimku m jako na obr. 4 a scstroife body

2 5
X, Y, Z tak, aby bylo (ABX) = 3 (ABY) = — 2 (ABZ) = 4.

*) Uplny nazev definovaného pojmu zni takto: d&lid pomér bodu
X =% A, B piimky AB vzhledem k bodum A, B. PouZiviame v3ak radé&ji
stru¢néjifho oznateni nebo znatky (4BX).



11. Urcete podle definice délici pomér (ABS), je-li bod S stiedem
Gsetky AB. Cemu je roven (C,CT}, je-li T téZi$tém trojuhelnika
ABC a bod C, stfedem strany AB?

12, Ur&ete A, = (ABD), A3 = (ACF) a A; = (CEB) na obr. 1.
[A4, = — cotg?a) )

13. Uréete (ABD), (ABD’) na obr. 3. Uzijte vysledku cvien{ 9.
14.* Plati-li pro ¢tyfi body A4, B, X, Y jedné pfimky vztah (ABX) =
= — (ABY), nazyviame uspofddanou &tvefinu ABXY harmonickou
&vetinou boda. DokaZte, Ze

a) je-li ABXY harmonicki ¢tvefina, je také ABY X harmonicks Ctve-
fina.

b) spojime-li prusedik U uhloptitek AC, BD lichobéinika ABCD
s prusefikem V jeho prodlouZenych ramen, protne tato primka zi-
kladny v bodech X, Y tak, 2¢ UVXY je harmonickou &tvefinou.

4. Délici pomér A= (ABX) miZeme vyjadfit jako
funkci proménné soufadnice x bodu X pfimky A4B.
Zvolime bod A za potitek a bod B za jednotkovy bod
Ciselné osy AB (je tedy AB = 1). Pro bod X usecky 4B

AX
je A X=x, BX=1—1x A= (ABX)__—BX‘
= —Z . Mé-li bod X soufadnici x < 0, je AX = x| =

AX
=—x%5BX=14]x=1— x (ABX)__BX____
:—xf_—l. Je-i x> 1, je AX=x, BX=2x— 1,

(4BX) = - 1. VeviechpHipadech je tedy 2 = —~1-*).

Graf této funkce vidite na obr. 5, je jim rovnoosa hyperbola.
Asymptoty hyperboly jsou vytaZeny Cirkované. :

*) Uvedens funkce je definovdna pro viechna x 3= 1, délici pomér se
nedefinuje pro X = 4, tj. x = 0. Graf funkce miZeme sestrojovat
podle obr. 4, hodnoty proménné x odméru)eme na pfimce 4B a hodno-
ty proménné y = A na pfimce m.
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15. Co miiZete na ziklad& grafu fici o hodnotdich (ABX) pro (body
X lezici na poloptimce opaéné k palopfimce AB nebo BA4?
16. Ze vztahu A = p f_ 1 Ize vypoétem potvrdit, Ze kazdé hodnotd

A =+ 0, A = 1 miZeme pfifadit privé jeden bod piimky AB, pro
ktery je (ABX) = A.

. AX
17. DokaZte, Ze na pffmce 4B existuji pravé dva body X, pro které BX =

= k 4= 1. Zvolte nékteré kladné k 4 1 a sestrojte tyto body. [Podle
definice déliciho poméru je A, = %.]

y

e

Obr. 5

5, Délici pomér pfifazujeme uspofiddané trojici riznych
bodi té%e pfimky, memusi proto byt (ABC) = (CAB)
nebo (BCA) apod. Vypoditite-li podle definice viech Sest
moZnych délicich poméra piislusnych bodim 4, B, C

na obr. 6, dostanete (ABC) — 2, (BAC) — —

3’ 5,
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(BCA) = 2, (CBA)= ), (CAB)=— 3, (ACB) =
2

3

Je nipadné, Ze vidy soulin nebo soucet dvou po sob&
nisledujicich délicich poméri je roven jedné. Nejde zde
o nihodu, protoZe plati tyto véty o uspofidanych trojicich
bodi utvofenych ze tf danych bodi:

Lisi-li se dvé uspoFddané trojice bodii jen v pofadi proniho
a druhého bodu, je soulin jejich délicich poméri roven jedné.
Lisi-li se dvé uspoiddané trojice bodil jen v pofadi druhého
a tietiho bodu, je soucet jejich délicich poméri roven jedné.

A B c

R E—

X vz x2z2v
) —-—t
T Z XY
Obr. 6
Pfi dikazu téchto vét je tfeba prodiskutovat troji
moZnou polohu bodi X, Y, Z na pfimce (obr. 6). Ve viech
tfech pfipadech leZi bod Z bud soucasné uvmiti useCek

XY, YX nebo souCasné vné téchto uselek. Proto maji
deélici poméry (XYZ), (YXZ) stejnd znameni a z rovnosti

(XYZ).(YXZ) = = 1 plyne (XYZ) .

YZ ' XZ
. (YXZ) = 1. PHi poloze a) na obr. 6 je (XYZ)= —ﬁ%,
Xy _ _ ¥x

(XZY) = — v (XYZ) + (XZY) =

YZ = T Z
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~—— - = 1. Dokonlete dikaz v obou zbyva-
jicich ptipadech.

. 1

18. Je-li (XYZ) = 4, je (XZY) =1 — 4 (YZX) =1 -7
2 1

(ZYX) =7_1 (ZXY) = 1= Uzijte téch vymén body,
o kterych se hovofi v dokdzanych vétich.
19. Pro které hodnoty 4 jsou si rovny nékteré dvojice délicich poméra
uvedenych ve cviCeni 18? Napf. pro které 4 je (XYZ) = (ZYX)?
20. Dokazte, ze koeficient » stejnolehlosti se stfedem §, kterd zobrazuje
bod X do bodu X', lze vyjadfit jako délici pommér (X' XS).*)

3
21. Stejnolehlost s koeficientem ¥ = — 32 stfedem P zobrazuje bod

M do bodu N. Jaky koeficient m4 stejnolehlost se sttedem M, kterd
zobrazi bod N do bodu P?

22.* Je-li €tvefina XYZU harmonicka, jsou harmonické i ¢tvefiny
XYUZ, ZUXY, UZYX a je§té Cryfi daldi. Uréete tyto Etvefiny.

6. Zlaty Fez. Zlatym fezem tiseCky rozumime jeji rozdé&-
leni na dvé 1secky, z nichZ mensi je ku véti v témz po-
méru jako vétsi k celé uselce,

Déli-li bod Z jednotkovou tise¢ku AB v poméru zlatého
fezu a oznacime-li velikost mensi UseCky AZ pismenem z,
je zfejmé 0 <z < 1, AB=1, ZB =1 — z. Plati proto
z:(1—2=(1—2:1,22—32z+ 1= 0. Podminkim
vyhovuje jeden kofen této rovmice, a to 2 = 3;21/5—

Bod Z tselky AB ziskime, provedeme-li konstrukci

35

algebraického vyrazu z = — Jednu 'z moZnych

*) Koeficient stejnolehlosti budeme znacit feckym pismenem x (kappa),
protoze pismene k jsme jiZ pouzZili a i nadile budeme pouZivat k oznade-~
ni poméru podobnosti, tj. kladného &sla.
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konstrukci vidite na obr. 7a, kde mai pravotihly trojithelnik
ABC odv&snu AC — —;AB. Bod 4 je otolen kolem C

do bodu Y tsecky BC, otolenim bodu Y kolem B ziskime
bod Z tseCky AB. DokaZte spravnost konstrukce. V po-
méru zlatého fezu déli useCku AB také bod Z’ soumérny
s bodem Z podle stiedu useky AB, pro néj je viak usecka
AZ’ vési tseCkou fezu.

c D S c

A 4 =4 -
Obr.7 a, b

23. Vypolitejte hodnotu déliciho poméru (4ABZ) v ptipadé, kdy Z

déli use¢ku AB zlatym fezem. Sestrojte bod Z podle cvigeni 10.

24. Zvolte usetku AZ a sestrojte bod B tak, aby bod Z délil AB v po-

méru zlatého fezu. [VyuzZijte vztahu mezi (ABZ) a (AZB)).

25. DokaZte, Ze usecku AB lze rozdélit zlatym fezem pomoci obdélnika
1

ABCDnaobr. 7b, kde je AD = 3 AB. Bod S je stfedem uselky CD,

kruznice o pruméru CD protind AB v bodech U, U’, AZ = 3.AU.

26. Sestrojte obdélnik, ktery ma strany shodné s useckami AZ, BZ

na obr. 7. Oddélte od obdélnika &tverec o strané shodné s 4Z. Jaky je

pomér stran zbyvajiciho obdélnika ?

27. Sestrojte k bodu Z na obr. 7 bod T soumérny s nim podle stfedu

B. Dokazte, ze bod B déli Gsecku AT v poméru zlatého fezu.

28.* Sestrojte body Z;, Z,, Z,,... tak, aby bod Z, délil usetku Zn—

Za+1 v poméru zlatého fezu a usecka Z,— Z, byla vétsi useckou to-

hoto fezu. Stanovte délku nejkrat¥{ Gsecky, ktera obsahuje viechny

body Zj.

7. Dilezitd mnozina bodi. Pfedstavme si tenké gumo-
vé vldkno, které je upevnéno v bodech A, B na obr. 8.
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Uchopime-li je v bod¢ D, miZeme je protihnout tak, Ze
bod D pifejde do bodu C. Puvodni usecky AD, BD se
protihnou na umérné usecky AC, CB.*) Po jaké drize by
se pohyboval bod D z pivodni polohy na pfimce AB do
bodu C v pfipadé, Ze by se i béhem pohybu protahovaly
useky 4D, BD v témZ poméru ?

Obr. 8 -——

Otizku zodpovime, pouZijeme-li geometrickych vlast-
nosti napinaného vldkna. Oznacime-li libovolnou polohu
bodu D pismenem X, jde nam o urdeni mnodiny bodi X,
pro které je AX = k.BX (k je kladnd konstanta). Je-li
%k = 1, je mnozinou bodd X zfejmé osa useCky AB.

Je-li & # 1, maji podle cvifeni 17 poZadovanou vlastnost
pravé dva body D, D’ pfimky AB, pro které plati (ABD) =
= — k, (ABD’) = k. Kazdy bod X nele¥ici na AB, pro
ktery plati AX = k.BX, je vrcholem pravého tihlu nad
tseCkou DD’ (osy vedlejsich thli jsou navzajem kolmé).
Dospivame k zavéru, Ze kazdy bod X, pro ktery plati
AX = k.BX, le#i na kruZnici o priméru DD’.

DokaZme jesté, Ze pro kazdy bod X, ktery leZi na
kruZnici s prumérem DD’, plati AX = k. BX. Je-li

*) Na obr. 8 je stejné jako na obr. 3 piimka CD osou uhlu y troj-
thelnika ABC. Je proto AD : BD = AC : BC.
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X=x=D, D, je XD | XD (obr. 9). Vedme bodem B
rovnobétky s XD, XD’ a sestrojme jejich priseCiky
Z, Y s ptimkou AX. ProtoZe plati AD = k.BD, je téZ
AX = k. XZ, obdobné plyne z rovnosti AD' = k.BD’
vztah AX =%k.XY. Je tedy XY = XZ a pro bod B
jako vrchol pravého dhlu nad ZY plati BX = XZ = XY.
Dosazenim do nékteré rovmostt pro AX dostaneme
AX = k.BX.

Dokizali jsme tak daleZitou vétu:

Fsou-li ddny dva rizné body A, B a éislok > 0, k = 1,
je mnoZinou bodi X, pro které plat{t AX = k.BX, jistd
krugnice se stfedem na pFimce AB. Tuto kruZnici nazyvdme
Apolloniovou krugnici.

Obr. 9 Obr. 10

Abychom si uSetfili psani, budeme oznaovat Apollo-
niovu kruZnici pfislu$nou dvojici 4, B a koeficientu %
znackou u (A4, B, k). MnoZinu bodu, ze kterych je vidét
tseku AB pod thlem a budeme oznalovat u (4, B, a),
ziména s Apolloniovou kruZnici je vSak vyloucena.
Prumér DD’ kruznice u (4, B, k) sestrojujeme na zikladé
délicich pomért (ABD) = — &k a' (ABD') = k (obr. 10).
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2 - _
29, Sestrojte (A, B, 2), s (4, B, 3) ay(4, B, VZ).

1
30. Jaky je vztah mezi pu(A, B, k) a u,(A, B, 7)?
31. Je din trojuhelnik ABC, sestrojte pu,(A, B, k;), ps(B, C, ky)
au, (A, C, kky). Jakou vlastnost maji kruznice u,, uy, g ?
32. Dokazte, Ze mnozinou bodt, z nichZ jsou dvé nesoustfedné kru2-
nice s riiznymi poloméry vidét pod shodnymi uhly, je jistd &ist nebo
celd Apolloniova kruznice u(S,, Sy ?).
33. Vyuzijte ke konstrukci priméru DD’ kruZniceu (A4, B, k) vztahl
rovnobé&Znosti na obr. 9. Zvolte AX = &, XY = XZ = 1, BX libo-
volné (bod X pak nebude leZet na u). PopisSte konstrukci a dokaZte jeji
spravnost.
34.* Vyietfete analyticky mnoZinu bodid X, pro které je AX = k.BX.

8. Konstruktivni vyuZiti Apolloniovy kruZnice.
Pomoci Apolloniovy kruZnice se fesi ulohy, ve kterych lze
vyuzit poméru vzdilenosti nezndmého bodu od bodi
znamych.

P¥iklad 1. Sestrojte trojiihelnik ABC, je-li ddno ¢, t.,
Uit =3:2

Rozbor. Ma-li trojihelnik ABC na obr. 11 poZadované
vlastnosti, je AC : BC = v, :9, = 3 :2. Bod C tedy nileA

(RN
N /“'\\\ 3

\\ \

\
\ \
!
T
D'
/

Obr. 11
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Apolloniové kruZnici u (A, B, »g) a kruznici %, (S, ).
Konstrukce: Ko. Umistime vsecku AB = c.

K. Sestrojime stied S usecky AB a krus-
nici ky, = (S, to).

K,. Sestrojime ,u(A, B, —3).

K. Sestrojtme spoleény bod C kruZnic p, k.
K. Sestrojime trojiihelntk ABC.
Ditkaz. Sestrojeny trojihelnik ABC ma zfejmé€ stranu

AB = ¢ a t&nici CS = t.. Je AC=-;~BC,CA:CB=

=3:2,0,:0,=3:2.

Diskuse. Konstrukce K,;, K, maji jediné fefeni. Kon-
strukci K ziskdme dva, jeden nebo Zidny bod C. Je-li
bod C jediny, leZi na pfimce 4B a neni vrcholem troj-
thelnika ABC. Sestrojime-li dva rizné body C, jsou
soumérné podle pfimky AB a sestrojené trojihelniky

jsou shodné. -
35. Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li d4no

a) ¢,y b:a=2:1, C) a, Up : Ve, Vg
b)ea:b te:a, d) b, ty, ta : L.

36. Jsou diny body A, B leZic uvnitf téhoZ praméru kruZnice 2= (S,
r). Sestrojte dv& shodné tétivy kruZnice, které maji spoleény jeden
krajn{ bod a kazda z nich prochdzi jednim z boda A4, B. [Ur&ete osu
1ihlu sevieného tétivami ve spoleéném bodé.)

37. Sestrojte bod, z néhoz jsou vidét pod shodnymi uhly tfi Gsecky
AB, BC, CD lezici na téze pfimce (bod B lezi mezi A, D a bod C mezi
B, D). [Vyuzijte os uhli.]

38. Sestrojte bod, z né&hoz jsou vidét tfi dané kruZnice pod shodnymi
dhly. [Vyuzijte vysledku cvicen{ 32.]

39.* Jsou dany body A4, B, C, D lezici v tomto pofadi na pfimce, je
AB = 2.BC = 3.CD. Sestrojte bod X roviny, pro ktery je <t AXC =
== < BXD. [Porovnejte obsahy trojuhelniki, které maji u vrcholu X
shodné uhly a vypodéitejte tak poméry AX " DX, BX : CX.}
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9.* Doplnék pro naroéné ctendrke, ktefi se citi ,,08ize-
ni“ tim, Ze jsme pfi diskusi v pfikladé 1 nestanovili, pfi jakém
vztahu mezi ¢, t. iloha ma nebo nema feseni. Pfi podrobné
diskusi musime umét stanovit stfed a polomér Apollo-
niovy kruZnice u (A, B, k).

Zvolme na pfimce 4B soufadnicovy systém tak, aby
bod A4 byl jeho politken a bod B mél soufadnici ¢ > 0
Soufadnici x bodu D leZiciho mezi 4, B vypolitime

z podminky x = k(c — x), x = i—. Soufadnici x’

E+1
bodu D’ zjistime obdobné, x' = % Stfed Q kruz-
/ 2
nice s mi soufadnici ¢ — ’“;i - kzk_c - Polo-

mérem kru¥nice p je &islo r = [ — x| = ‘kz;k—ch'

Apolloniova kruZnice pouZita v pfikladé 1 mi stfed Q

o soufadnici ¢ = —g ¢, sttednd QS kruZnic p, k, méd délku

s= —i—g—c. Polomér kruZnice p je r = gc. Vypoétem
zjistime, Ze se kruZnice u, k, protinaji pravé tehdy, kdyZz
plat 12c — 107 <13¢ < 12¢+ 10 ¢, nebolic < 10 t..

40.* Sestrojte si vétsi poéet Apolloniovych kruZnic pfi pevnych bo-
dech A, B a rtznych hodnotich k. DokaZte, Ze kazdd kruZnice u
(A, B, k) je kolmé na kruZnici o praméru AB. [Vyjadfete podminku
kolmosti pomoci vztahu mezi poloméry a stfednou kruZnic.]

F10.* Né&kolik dalSich mnoZin bodd. Dopliime si jeSté
dal$i mnoZiny bodu charakterizované konstantnim pomé-
rem vzdilenosti od danych utvard.

a) Zvolme dvé rovnobézky a, b (obr. 12). Oznalme
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vzdilenosti libovolného bodu X rovmy od pfimek a, b
pismeny x. a x,. Hledejme mnosinu bodi X, pro které
je xa = k.xv, (k > 0).

Je-li 2= 1, je hledanou mno%inou nepochybné osa o
pasu (g, b). Je-li 2 # 1, miZeme vyhledat body mnoZiny
na libovolné piimce p kolmé k a, b. Jde ziejmé o body
D, D’ ptimky p, pro které je (ABD) = — &k, (ABD') = k.
DokaZte, %e hledanou mnoZinou je dvojice pfimek d, d’
rovnobéznych s a, b a prochizejicich_body D, D',

R - §
A a
o _a =
B b
Obr. 12 Obr. 13

_b) Necht jsou diny dv& riznobeiky @, b (obr. 13)
s~ prusetikem P. Sestrojime-li pomoci rovnob&Zek ve
vzdilenosti x, = 1, xa =k body D, E, F, G, nileZeji
tyto body mnoziné bodd X, pro které plat.i X2 = k.xp.
Dokaste, ¢ mnoinou bodid X, pro které je x, = k.xy,
je dvojice pitmek PD, PE. Pfi dikazu pouZijete podob-
nosti trojihelniki. Nezapomeiite na ditkaz toho, Ze kazdy
t;%i X, pro ktery je x. = k.xu, leil na jedné z r¥mek

PE.
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c) Zvolime-li &islo k > 0, bod F a pFimku d, kterd jim
neprochdzi, je mnoZinou bodi X, pro které je FX = k.xq4
kuZelosecka (obr. 14).

Pii £ = 1 jde samozfejmé& o parabolu. Pata D kolmice
z bodu F na pfimku d je prisetikem tefen paraboly v téch
jejich bodech T, U, které leZi na kolmici vedené ohniskem
k jeji ose.

Pfi £ < 1 je mnoZinou bodi X elipsa s jednim ohniskem
v bod¢€ F a osou kolmou k d. Tato elipsa mé za vrcholo-
vou kruZnici (tj. kruZnici, jejimZ primérem je hlavni osa
elipsy) Apollomovu kruZmici p (F, D, k). Bod D je opét
prusecikem teCen elipsy v bodech T, U leZicich na kolmici
vedené ohniskem F k hlavni ose. PH & > 1 je mnoZinou
bodit X hyperbola s tymiZ vlastnostmi jako elipsa.

Dilkaz véty o elipse a hyperbole je snadny, uZijeme-li
fezli rotatni kuZelové plochy rovinou. Ovlidate-li zdklady
analytické geometrie kuZeloseek, muZete provést dikaz

Obr. 14
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vét analyticky. Zvolte pfimku d za osu x kartézského sou-
fadnicového systému a bod F = (0; p) na ose y. Z analy-
tického vyjadfeni podminky FX = k.xq ziskite po upravé
rovnici hledané mnoZiny ve tvaru x? + y? (1 — &%) —
— 2py + p* = 0. Diskusi rovnice pro k2 <1, k=1,
k > 1 dokaZete vyslovena tvrzeni.
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