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6. ALGEBRAICKE
NEROVNOSTI
O JEDNE NEZNAME

Maite-li za dkol nalézt ta Cisla, ktera vyhovuji nerovnosti
2x 4+ 3 > 0, pak postupujete tak, Ze nejprve k Cislim na
obou stranich této merovnosti pi'ic':tete Cislo — 3 a dosta-
nete nerovnost 2x > — 3; fikate tez, Ze )ste prevedh sCi-
tance 3 na druhou stranu nerovnosti s opa‘nym znamén-

kem. KdyZ ndsobite obé& strany kladnym Cislem - l , dosta-

nete nerovnost x > — 1,5 a Fikdte, e jste nasli f resem dané
nerovnosti. Na tomto jednoduchém piikladé si uvédomite
podstatu i postup pfi feSeni nerovnosti. Od nerovnosti dané
jste dosli k nerovnosti posledni ekvivalentnimi tipravami
podle vét T,, T,. To znamend, Ze vSechna takova Cisla x,
kterd vyhovuji nerovnosti prvmi, vyhovuji i nerovnosti
posledni. Kdybychom vSak méli zjistit, zda néjaké ¢islo,
napf. — 1, vyhovuje podmince dané nerovnosti 2x + 3 >
> 0, pak bychom o této otazce rozhodli prostym dosazenim
tohoto ¢isla do dané nerovnosti. Nebudeme v tom pfipadé
provadét ekvivalentni Upravy a pak zjistovat, Ze Cislo — 1
vyhovuje nerovnosti x > — 1,5. Ekvivalentni Gpravy pro-
vadime zpravidla tehdy, kdyZz chceme mit pfehled po
mnoZiné viech Cisel, ktera dané nerovnosti vyhovuji. V na-
$em pfipadé nam ekvivalentni upravy pomohly ke zjiSténi,
Ze dané nerovnosti vyhovuji viechna realna ¢isla otevieného
intervalu (— 1,5; 4+ o) a Z4dn4 jind. P¥i této pfileZitosti
vis upozorfiujeme na jedno tskali pfi chdpani naSich vy-
kladi. Nazvem feSeni oznadujeme nejen vSechna Cisla
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z mnoZiny t&ch redlnych (isel, kterd vyhovuji dané nerov-
nosti, ale i postup, jimZ z dané nerovmosti odvozujeme
dalsi ekvivalentni nerovnosti, z nichZ posledni m4 byt ta-
kovi, aby nim poskytovala jasny pohled na tu &iselnou
mnoZinu, jejiz prvky dané nerovnosti vyhovuji.

Pro feSeni nerovnosti maji zékladni vyznam ty véty,
podle nichz provddime jejich ekvivalentni upravy. Jsou
to pfedevsim véty T,, T,, T;, které maji obecnou platnost
pro viechny nerovnosti, a véta K,, ktera plati pro nerovnos-
td mezi kladnymi Cisly. V tomto ¢ldnku vim ukiZeme, Ze
lze s vyhodou pouzivat k feSeni nerovnosti i jinych vét
z pfehledu uvedeného v pfedchazejicim ¢lanku. PonévadZ
feSeni linedrnich nerovnosti tvaru ax + b < 0, kde a =
« 0, b jsou dand Cisla, x neznimd, p¥ipadné s jinym zna-
kem nerovnosti mezi linedrnim dvoj¢lenem a &islem 0,
je vam dobfe zndmo, omezime se tu jen na nékolik pozn4-
mek o soustavich linedrnich nerovnosti o jedné neznimé
a takovych nelineirnich nerovnosti, jejichZ feSeni se snad-
no prevede na feSeni nerovnosti linearnich.

gasto se stivd, Ze je d4na soustava dvou nebo n&kolika
nerovnosti, které je tieba rozfesit a pak vybrat takova feSeni,
kterd jsou vdzana jistymi podminkami mezi danymi ne-
rovnostmi. Pro jednoduchost pfedpoklidejme, Ze je dina
soustava dvou nerovnosti s neznimou x a Ze je dovedeme
rozieSit. Pak miZeme divat tyto otizky:

1. Ktera Cisla x vyhovuji obéma danym nerovnostem?

2. Kter4 &isla x vyhovuji prvni nerovmosti a nevyhovuji
druhé?

3. Kterd Cisla x nevyhovuji nzrovnosti prvni a vyhovuji
piitom nerovnosti druhé?

4. Kterd Cisla x vyhovuji aspoti jedné z danych nerovnos-
ti?

5. Kterd ¢isla x nevyhovuji Zadné z danych nerovnosti ?
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6. Kterd &isla x vyhovuji nejvys jedné z danych nerov-
nosti?

7. Ktera Cisla x vyhovuji pravé jedné z danych nerov-
nosti?

Nejcastéji nds ovSem zajimd otdzka, kterd {isla x vyho-
vuji obéma danym nerovnostem. Odpovéd najdeme, kdyZ
dovedeme najit prinik mnoZin (intervalt), z nichZ kazda
je mnozinou viech FeSeni jedné z danych nerovnosti. Re-
Seni takovych tloh je pfilezitosti k dobrému vycviku v lo-
gickém mysleni. Pfitom jist€¢ dite pozor na vyznam slov
aspoii jeden, nejvys jeden a pravé jeden, coz ma velky
vyznam. Pfitom se upevni v4$ poznatek, Ze popfit platnost
nékteré z nerovnosti x = a,y = b, 2 > ¢, ¥ < d znamend
totéZ jako uznat platnost nerovnosti protikladné ji odpovi-
dajicid podle pfedchazejiciho pofadi x <a, y> b, 2 =o¢,
u=d.

Soustava nerovnosti byva nékdy déna tak, Ze je struné
zapsina postupnou nerovnosti. Nejlastéji to byva troj-
¢lennd postupnd nerovnost tvaru f(x) = g(x) = h(x) (resp.
s ostrymi nerovnostmi nebo s nékterou nerovnosti ostrou),
kde jsme symboly f(x), g(x), A(x) naznadili, Ze jde o pocetni
vyrazy, v nichZ se vyskytuje pismeno x ve vjznamu nezné-
mého &isla. V tom pfipadé miZeme pfepsat tento zdpis na
zdpis dvou nerovnosti f(x) = g(x), g(x) = h(x). Snadno lze
dokazat, Ze lze provadét ekvivalentni dpravy postupnych
nerovnosti tim, Ze ke viem ¢lenim postupné nerovnosti
stejné Cislo pfi¢teme nebo kazdy ¢&len stejnym kladnym
Cislem zniasobime. JestliZe kazdy Clen znisobime stejnym
Cislem zdpornym, musime vSechny znaky nerovmosti po
znisobeni nahradit znaky nerovmosti obracenych. Téchto
vé&t vyuZijeme pfi feSeni n€kterych nerovnosti.

Vsechny mocniny z%%*-1, kde z je realné Cislo a k Cislo
pfirozené, tj. tedy mocniny s lichym pfirozenym mocnite-
lem, nabyvaji vSechny soucasné hodnot kladnych pro z >
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> 0, hodnoty 0 pro z = 0 a hodnot zapornych pro z < 0.
Jsou proto vSechny nerovmosti tvaru 2%+-! < 0 navzi-
jem ekvivalentni, 2 tedy i ekvivalentni s nerovnosti z < 0.
Vyloucime-li pfipad z = 0, jsou vSechny mocniny s li-
chym zipornym exponentem téZ Cisly souhlasnymi, nebot
jsou pfevracenymi Cisly k mocnindm s lichym kladnym
mocnitelem. Pfi vylouceni 2 = 0 jsou také vSechny moc-
niny 2z2* a z-%% ¢isly souhlasnymi, a proto nerovnosti
2%* > 0, 2-% > 0 jsou vSechny ekvivalentni, tedy ekvi-
valentni s nerovmosti 22 > 0. Viechna tato tvrzeni plati
obdobné i pro nerovnosti s jinymi znaky nerovnosti. Do-
sadime-li 2 = ax + b nebo 2 = x — x, do nerovnosti vyse
uvedenych, ukiZe se, Ze feSeni nerovnosti (ax + b)* <0,
resp. (x — x,)* << 0 lze pfevést na feSeni jednoduchych
linearnich nebo kvadratickych nerovnosti, coZ ukidZeme na
pfikladech.

Ptiklad 1. ReSme nerovnost x3 — 3x% + 3x — 1> 0.
Tuto algebraickou nerovnost tfetiho stupné snadno rozte-
Sime, kdyZ ji pfevedeme na tvar

(x—1¥>0,
ktera je ekvivalentni s nerovnosti x — 1 > 0. Hledané feSe-
ni je

> 1.

P#iklad 2. ReSme nerovnost
3
x2—6x+9
Ponévadz x2 — 6x + 9 = (x — 3)% nema zlomek na levé
strané smysl pro x =3. Nerovnost kriatime cislem 5 a pak
pfejdeme k nerovnosti (x — 3)? == 0. Pro x = 3 jsou obé&

nerovnosti ekvivalentni. Aviak pro x = 3 nemd posledni
nerovnost feSeni. Tedy pivodni nerovmost nema feSeni.
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Priklad 3. Reste soustavu nerovnosti

2 ; 5x = 2.
Viechny ¢leny této postupné nerovnosti zndsobime klad-
nym Cislem 3 a pak od nich ode¢teme &islo 2. Tak dostane-

me postupnou nerovnost — 5 < — 5x = 4. Viechny jeji

— 1<

¢leny zndsobime zdpornym Cislem — ;_-,
mezi jednotlivymi Cleny obritime a dostaneme tak ne-

pfi¢emZ znaménka

4 s ,
rovnost 1 > x = — 5> kterou miiZeme psit téZ ve tvaru

——:51 = x < 1. KaZda z téchto postupnych nerovnosti uda-

véa pfehledné, kterd Cisla x dané soustavy nerovnosti vyho-

vuji. Jsou to vSechna disla x z intervalu ( — isl 5 1)

P¥iklad 4. Hledejme na Ciselné ose vSechny body x,
které maji od bodu a vzdilenost men$i nez ¢ > 0 (viz
obr. lc).

Matematicky zdpis této ulohy je |x — a| < e. Podle
véty A; ji muZeme napsat ve tvaru — e <x —a < &,
JestliZe ke vSem ¢lentun této postupné nerovnosti pfiteme
¢islo a, dostaneme jiZ feSeni nasi tlohy ve tvaru a — ¢ <
< x < a -+ e. Hledané body x leZi zfejmé v otevieném
intervalu (@ — ¢; a + ¢).

Pozndmka: Pii studiu mat. analyzy se setkite s nerov-
nostmi v tomto piikladé uvedenymi tak Casto, Ze je uZi-
tené, kdyZ se vam pfi pohledu na né vybavi ihned pfed-
stava okoli bodu a. Znamenaji tedy napf. [x — 7| <2
otevieny interval (5;9) nebo |x 4 3| < 0,2 otevfeny in-
terval (— 3,2; — 2,8).

33



Piiklad 5. Jak musime volit Cislo m, aby soustava rovnic
3x + 2y = 15, x + 2y = m méla fefeni x, y, kterd jsou
a) nezdpornd, b) kladnd. Kterd feSeni soustavy maji tu
vlastnost, Ze Cislo m je pfi uvedenych podminkich 1) co
nejmensi, 2) co nejvétsi?

Resime-li tuto soustavu rovnic, dostaneme pro neznimé

15—m 3m — 15
-T2 YT
a) Maji-li byt Cisla x, y nezapornd, musi platit nerovnosti
15—m_ 0 3m— 15

2 =7 4
m = 5. To znameni, Ze Cislo m musi byt prvkem uzavfe-
ného intervalu {(5; 15 ).

b) Maji-li byt ¢isla x, y kladnd, musi platit ostré nerovnosti
15—m 3m—15

T2 7 0 4

islo m musi byt prvkem otevieného intervalu (5; 15).
1) Pii feSeni v oboru nezipornych &isel miiZeme vybrat
nejmensi hodnotu m = 5 z intervalu (5; 15). Této
hodnoté m odpovida feSeni x = 5,y = 0. Pti feSeni v obo-
ru kladnych ¢isel nemiZeme z intervalu (5; 15) vybrat
nejmensi hodnotu. I kdyZ zvolime pro m islo hodné blizké
¢islu 5, jako napf. 5 000 001, pak v otevieném intervalu
(5; 15) najdeme snadno dal§i (islo, které je men$i nez
5000 001. Nejmensi &islo v tomto otevieném intervalu ne-
existuje.

2) Pfi feSeni v oboru nezipornych ¢&isel miZeme vybrat
nejvetsi m = 15, jemuZ odpovidd feleni x =0, y = 7,5.
Pfi feSeni v oboru kladnych ¢isel neexistuje Zddnd dvojice
cisel x, y, pro n&% m by bylo nejvétsi.

= 0, které maji feSeni m =< 15,

> 0. Jejich feSenim dostaneme, Ze
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P#iklad 6. ReSme nerovnost |/x* + 5 < x — 3.

Nejprve zjistime, Ze poletni vyrazy na levé i na pravé
strané nerovnosti maji smysl pro libovoina reilna Cisla x.
PonévadZ druhd odmocnina z nezdporného ¢isla je defino-
vina jako nezdporné Cislo, musi platit x — 3 = 0 ¢ili
x = 3. S touto podminkou miiZeme nerovnost umocnit

TSR T . 2
a pak feSenim linedrni nerovnosti dostaneme x < 3 Tento
neomezeny interval nemd vSak Ziadny spolecny prvek s ne-
omezenym intervalem x = 3. Dand nerovnost neplati tedy
pro zadné realné cislo x.

Cvicent

6.1 Niérodni podnik musi vynakladat m K&s na jednu
vyrobni jednotku ke kryti ndkladd zdvislych na velikosti
vyroby (suroviny, polotovary, mzdy apod.) a mimo to
s K& ro¢né na kryti stalych vydaji nezivislych na veli-
kosti vyroby. Kolik vyrobkd musi ro¢né produkovat, ma-li
celkovy zisk podniku byt z K& pfi prodejni cené ¢ K¢s
na jednotku produkce. Provedte diskusi FeSeni.

6.2 Osazenstvo dolu ma vyté%it ¢ tun uhli denné a t&%
denné b tun. Tim plni pldn na p procent. Kdy? se plano-
vana denni téZba i skuteCna denni té€ba zvyiily o d tun,
zménil se tim procentovy ukazatel plnéni planunap’ pro-
cent. Porovnejte rozdilem procentové ukazatele p, p’ a pro-
vedte diskusi feSeni.

6.3 Reite nerovnosti:
a) x%2+4 10x + 25 >0, b) (x®* —3x243x— 1) =0,
Q) @ —dx+ 1)-3>0, d) (4x + 3)-5 =0,
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6.4 Kterd ¢isla x vyhovuji viem nerovnostem dané
soustavy:
a)2x+1<0, 2x+5> 0, 0<x+42<3
b)5x+3>0, jx <05, x — 1| < 0,6,
)3 <2x4+5<7, 2x—1=4x4+2=2x+1,
d) Jox —~T <)ax—1, 0 <3 —x <05

6.5 Pro ktera Cisla m ma soustava rovmic x — 2y +
+ 4 =0, 4x + 3y + m = 0 takova feSeni, Ze x, y jsou
¢isla nezdporna. Zvolte pak nejvétsi moZnou hodnotu ¢isla
m a urCete k nému pfisluSné feSeni dané soustavy rovnmic.
Ptitom si vSimnéte, Ze neexistuje Z4dné FeSeni soustavy,
pfi némz Cislo m by bylo nejmensi.

Nyni se naucime feSit algebraické nerovnosti tvaru

(F—x)(x—x)(x— %) ...(x—x) =0 (6.1)
v nichZ leva strana je soufinem linedrnich Ciniteld tvaru
x—xi(1=1,2,3, ..., n). Pfitom se ma rozhodnout, zda
a pro kterd x plati mezi timto souXinem a &islem 0 ostré
nebo neostrd nerovnost. Pfi dalsich Gvahich budeme nei-
prve pfedpokladat, Ze Cisla x; jsou navzijem ruzna a Ze
jejich oznaleni bylo zvoleno tak, aby platilo x; < x, <

. <X, < x,. Soudin lmearmch Cinitell nerovmosti
(6.1) bude rovny nule privé jen pro tato Cisla x,, x,,
X35 ... X,. Jejich soudin bude rizny od nuly jen ve vnitf-
nich bodech intervaly, jejichZ délicimi body na Ciselné ose
jsou &isla x,. Znaménko souéinu je tfeba urcit jen pro body
zminénych intervald, coZ vas pro vétsi nazornost i struCnost
nautime na vhodné zvolenych pfikladech. Pfitom budeme
pfedpoklddat, Ze umite rozlozit kvadraticky trojclen v sou-
¢in redlnych linedrnich initeld, coZ je vidy moZné, kdyZ
diskriminant kvadratického troj¢lenu neni zaporny.

P#iklad 7. ReSme nerovnost x (x2 — 4) (x® — 4x — 5) = 0.
Po rozkladu x* —4 = (x +2)(x — 2), x*— 4x —
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—5=(x+ 1) (x —5), po dosazeni do dané nerovnost
a po uspofddani linedrnich Ciniteld dostaneme

x+2x+DE-0)x—2)(x—5=0. (6.2)
Plati tedy rovnost pro body ¥, = — 2, x, = — 1, x, = 0,
Xy = 2, x5 = 5. Vyznacte si tyto body na nirtu Ciselné
osy, abyste mohli dobfe sledovat dalsi vyklad. Pét bodi
— 2, — 1,0, 2, 5 rozdéluje Ciselnou osu na Sest ¢4sti a na-
§im ukolem nyni je zjistit znaménko soulinu linedrnich
Cinitel z nerovnosti (6.2) pro €isla x v otevienych inter-
valech (— =3 — 2), (— 2; — 1), (— 15 0), (05 2), (2; 5),
(5; + o). Pfedpoklddejme nejprve, Ze jsme zvolili Cislo
x z posledniho intervalu, takZe platix +2 > 0, x + 1 >
>0 x—0>0,x—2>0, x— 5> 0. Soulin viech
péti Ciniteld bude pro ¢isla x z posledniho neomezeného
intervalu kladny, a proto tato x patfi k feSeni dané ne-
rovnosti. Zvolme nyni x z pfedposledniho intervalu (2; 5).
Pro body z tohoto intervalu plati x +2> 0, x + 1> 0,
x> 0,x— 2> 0,x — 5 < 0. Soucin Ctyf kladnych ¢ini-
teld s jednim zdpornym bude zdporny, a proto body in-
tervalu (2; 5) nebudou dané nerovnosti vyhovovat. Zvo-
lime-li nyni x z intervalu (0; 2), budou tfi ¢initelé kladni,
dva zaporni. Soudin viech péti Cinitelt bude kladny a vSech-
ny body intervalu (0; 2) budou patfit k feSeni dané ne-
rovnosti. Tak postupujeme déle od jednoho intervalu
kdruhému v témZ sméru, aZz dojdeme konecné do| prvniho
neomezeného intervalu (— e ; — 2). Pfi tomto zkoumani
soulinu linedrnich Ciniteld v nerovnosti (6.2) se stfidaly
oteviené intervaly, jejichZ prvky patfily k feSeni, s inter-
valy, jejichZz prvky k feSeni nepatfily. Shrneme-li vysledky
zkoumnini dané nerovnosti v otevienych intervalech se
zji§ténim, Ze v krajnich bodech intervall plati v dané ne-
rovnosti rovnost, dostaneme tento vysledek: Nerovnost
(6.2) plati pro viechny body zintervald ( — 2; — 1), ( 0;
2>s < 5; + °'°)'
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Pozndmka: VySetfovini dané nerovnosti jsme mohli pro-
vadét pii libovolném pofadi intervalti. Vyhodné je ovSem,
kdyZ je probirame v uspofadaném pofadi odleva doprava
nebo odprava doleva.

P#iklad 8. Reime algebraickou nerovnost 6. stupng
(®—4x+5(x*—4d4x+ 4 (x*—4x—5) < 0.
Prvni z kvadratickych troj¢lent mé zdporny diskriminant
a nelze jej rozloZit na soucin redinych linedrnich {initeld.
PonévadZ pro n&j plati x2 —4x + 5= (x— 22+ 1> 0
pro libovolné x, miZeme kladnym Cislem, které tento troj-
¢len predstavuje, nerovnost zkratit a po rozkladu zbyvajicich
kvadratickych troj¢lenti dostaneme ekvivalentni nerovnost
(x—22x+ 1D(x—5 =0.
Rovnost bude platit v této nerovnosti pro Cisla x = 2,
x = — laprox = 5. Ctverec prvniho dvojélenu mé mimo
vyjime¢ny bod x = 2 stile kladnou hodnotu, takZe timto
&tvercem miZeme nerovnost kratit a hledat nyni jen feSeni
ostré nerovnosti (kvadratické)
x+1x—5 <0,

kterou vySetfime podle vzoru z pifedchazejici ulohy pro
hodnoty x ve tfech otevienych intervalech (— e« ; — 1),
(— 15 5), (55 + =). Jen v prostfednim z téchto intervali
jsou linedrni Cinitelé Cisly nesouhlasnymi, jejichZ soudin
je zdporny. Cisla x z tohoto intervaiu dané nerovmosti
vyhovuji. Shrneme-li vysledky naseho zkoumdni, dosta-
neme: Dand nerovnost je spinéna pro Cislo x = 2 a pro
¢isla z intervalu (— 1;5). Tedy nerovnost je splnéna pro
disla z intervalu (— 1;5).

P¥iklad 9. ReSme nerovnost
x—2 5
g =L
x—3 x—17




Vyrazy na levé stran€ nerovnosti maji smysl, jen kdyZ
x # 1, x # 3. Pfevedeme-li vSechny vyrazy na zlomky
0 spoleCném jmenovateli, dostaneme po secteni a po zkra-
ceni nerovnost

x—35

x—1(x—3)
Vyraz na levé strané posledni nerovnosti nabyvd nulové
hodnoty jen pro x = 3,5. Pon¢vadZ pfipad, kdy nastivd
v této nmerovnosti rovnost, jsme jiz vySetfili, miZeme vy-
Setfovat jiZ jen ostrou nerovnost

(x—D1x—3)1(x—35>0,
kterd je viak (za pfedpokladu x # 1, x # 3) ekvivalentni
s nerovnqsti
x—Dx—3)(x—35) <0.

Tato nerovnost je splnéna pro x z intervala (1; 3), (3,5;
+ ). Shmutl Dana nerovnost je splnéna pro x z mtervalu
(153), (3,55 + ).

= 0.

PFiklad 10. ReSme nerovnost

x+22x+ D1 x—D2(x—3p3(x—5=0.

Vyraz na levé stran€ ma smysl, jen kdyz x # — 1, x # 1.
Rovnost nastane v dané nerovnosti pro x; = — 2, x, = 3,
%3 = 5. Po vy3etfeni pfipadi, kdy nastdva rovnost, miiZzeme
vySetfovat ostrou nerovmnost, kterou z této posledni ne-
rovnosti dostaneme vynechanim znaménka =. Pfitom vy-
nechime lineirni dvojCleny se sudymi exponenty, nebot
predstavuji kladnd &isla v intervalech, o kterych budeme
uvaZovat, a vSechny dvojcleny s lichymi exponenty nahra-
dime dvojcleny s exponentem 1, takZe dostaneme nerovnost

(x+2)(x+1)(x—3) <0.
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Tats) 1(1erovno)st mad FeSeni, a to Cisla x z intervald (— oo ; —
—2),(— 153

Shrnuti. Dand nerovnost je splnéna pro Cislo 5 a pro
Cisla z intervalli (— e ; — 2 ), (— 1;3).

Nerovnosu, které se da11 pfevést na tvar

|x—x1|+k|x—x2|+k\x—x3|+ - kol —
— Xp| = kox + g feSime tak, Ze je vysetrujeme v interva-
lech, jejichZ krajnimi body jsou ¢isla x; < x, < 2,3 ... <
< X,, presnéji v intervalech (— o; x,), (x5 x,),
(%5 %35 +os{Xnmy Xn)s (Xn3 + =)

Priklad 11. ReSme nerovnost [x| — |x — 2| + |x — 5| =
= 4. Délici body x, = 0, x, = 2, x; = 5 jsou krajnimi body
intervalt (— «=; 0), {(0; 2), (2;5), (5; + =), v nichZ
miZeme danou nerovnost vy$etfovat v libovolné zvoleném
pofadi intervali. Zvolme je napf. odprava doleva.

a) Zkoumadni v intervalu (5; + «). Kdyz x = 5, pak
plati x| = %, [x — 2l = x — 2, |[x — 5] = x — 5. Po do-
sazeni do dané nerovnosti dostaneme
x—(x—2)—(x—5)<4
Po tpravé dostaneme x = 7. Ve zkoumaném intervalu
plati tedy dand nerovnost, ]esthie 5=x=17
b) Zkoumdni v intervalu (2; 5). V tomto intervalu je
jiZ x — 5 = 0, zatimco ostatni vyrazy, a to x, x — 2 zl-
stdvaji jeSt€ nezdporné. Proto plati v tomto intervalu x| =
=x lx—2/=x—2, |x—5 = — (x—5). Po dosa-
zeni do dané nerovnosti a po kratké dpravé dostaneme
x = 3. Ve zkoumaném intervalu mé tedy dana nerovnost
feSeni 3 == x = 5.
¢) Zkoumani v intervalu (0; 2). V tomto intervalu plati
¥ =2x'x—2/=—(x—2), x—5 =—(x—5). Po
dosazeni a jednoduché dupravé dostaneme x = + 1.
V tomto intervalu ma tedy dand nerovnost feSeni 0 = x = 1.
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d) Zkoumini v intervalu (— == ; 0.V tomto intervalu plati
fl=—xx—2/= —(x—2), |x—5=— (x—35).
Po dosazeni a dpravé dostaneme x = — 1. V tomto inter-
valu m4 tedy dand nerovnost feSenf — 1 < x < 0.

Shrmuti. Dani nerovnost plati pro viechna x z inter-
valia (— 1;1), (3; 7).

Pi¥iklad 12. Reste nerovnost |4(x? + 2x)| < 3 a rozhod-
néte pak, zda existuje néjaké okoli bodu 0, jehoZ prvky
vyhovuji dané nerovnosti.

PrepiSete-li danou nerovnost podle véty A, na tvar
— 3 < 4(x® 4 2x) < 3, zjistite, Ze je tfeba nalézt viechna
&isla x, ktera vyhovuji souasné dvéma kvadratickym ne-
rovnostem:

1. 4x* + 8x+ 3> 0, 2. 4x* 4+ 8x— 3 <.
Nisobite-li tyto nerovnosti kladnym ¢&islem % a provedete-
li rozklad kvadratickych trojélenti na soudin lineirnich ko-
fenovych Ciniteld, dostanete misto nich ekvivalentni ne-
rovnosti:

L (x4 )@+ 1D>0,

2. (x+1+ %VT)(x+ 1 —%VT)< 0.

Ostré kvadratické nerovnosti tohoto typu, v nichZ levou
stranu tvofi souin dvou linedrnich ¢initeld (x — x,) (x —
— x,), muzZete podle vzoru piedchazejicich tvah tohoto
Clinku gozfedit zkoumdnim znameni hodnot tohoto sou-
¢inu v intervalech —( e ; x,), (%1, %), (X3, + =). Snadno se
ukiZe, Ze kvadraticky trojélen x? 4 px + ¢ = (x — x,)
(x — x,) je kladny v prvnim i tfetim z téchto intervala
a zidporny v druhém z nich. Je Ulelné pamatovat si tento
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vysledek pro rychlé feleni kvadratickych nerovnosti; k za-
pamatovini vim bude jisté napomahat poznatek, Ze graf
funce y = x*> + px 4 ¢, kterd v bodech x,, x, nabyva
nulovych hodnot, leZi v neomezeném prvnim i tfetim in-
tervalu nad osou x a v druhém intervalu (x,, x,) pod osou
x (nalrtnéte si pfisluSny graf, jimZ jest parabola protina-
jici osu x v bodech x,, x,). Tak zjistite, Ze vySe uvedenym
nerovnostem vyhovuji ¢isla x v intervalech

Lo (== —2h (a5 4+ =) 2 (14|

)
—14 -21/7 ).

Dile zjistite, Ze obéma nerovnostem vyhovuji Cisla x z in-
tervall

1. 3 1 15<

(—1- 5]/7;—5)5 (—55 —1 +§V7)-
Na dodatkovou otizku dané ilohy miiZeme nyni odpovédét,
Ze okoli bodu 0, vyhovujici dané podmince, musi byt ¢asti
druhého z téchto intervall, ktery po jednoduchém vy-
poctu miZeme zapsat (— 0,5; 0,3). Jeho ¢astmi jsou napf.
intervaly (— 0,3; + 0,3) nebo (— 0,25; + 0,25) apod.

Pozndmka: Pri studiu matematické analyzy se setkdte
s feSenim uloh typu, ktery byl v tomto pfikladé naznacden.
Zpravidla viak staci nalézt odpovéd na otdzku toho druhu,
kterd byla uvedena jako dodatkovd otdzka v na$i uloze.
Ukazeme, Ze feleni lze pak nalézt rychle uZitim vét K,
a A,. Budeme-li pfedpoklddat pro feSeni nadi ulohy |x| <
< 1, pak plati x2 = |x!. Za tohoto pfedpokladu lze vSak
danou nerovnost upravit tak, Ze existence feSeni se snadno
prokédZe. Podle véty A, miZete psit
|4x2 + 8x| = [4x? 4 |8x| = 4x% 4 8 |x| = 4x + 8]

= 12 |x| < 3. Odtud plyne: je-li |x| <711, tj. — 0,25 <
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< x < 0,25, potom je pivodni nerovnost splnéna. Tento
pfiklad ukazuje téZ uZiteCnost véty A, kterd se ¢asto na-
zyv4 trojihelnikova nerovnost.

Cviteni

6.6 Reite soustavy nerovnosti:
a) x*—x—2=0, 4x? — 12x 4+ 5 = 0;
b) x*+x—2>0, x?—2x—3 <0
c) (x®—2x+5) (x® —4) <0, (x%+ 2x — 3)(x% —
—2x+1)> 0;
d) |« —3x <2;
e) |6x* — 5x| <6.

6.7 Reite nerovnosti:
2x—5 —2
a) -3"_ 5= = 25 b) =

*x+3 x+4 .
3x2—Tx+ 2
F_xF2
2 _ 2+1 ..
€) §=x2+x+l=2’ f)

2% 3= 05

d) <0;

x—1 >1
x+1 :
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