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Piimou praktickou diuleZitost mé theorie grup zékrytovych pohybu
v krystalografii, t. j. v nauce o geometrické pravidelnosti krysta-
la,” af jiz jde o t. zv. makrokrystaly (viditelngch rozméra) nebo
o mikrokrystaly (neviditelné pouhym okem).

Podobn® mé theorie grup aplikaci i v chemii, v theorii stereoiso-
merd, t. j. v nauce o chemickych slouteninéch tychz atoml v témz
podtu, ale lisicich se geometrickym uspofddénim v molekule.?

Cuvident k 1,2.

1. ABCD = 1, ABDE = ?, A®B® — ? Rebte rovnice AX = E;
XE = B, XB = X*C.

2. Najdéte dalsi piiklady dvojic zdkrytovych pohybi rovnostran-
ného trojihelnika, které ukazuji neplatnost komutativniho zékona.

3. A =1}, D78 =1, (AD)'® = ? (Néavod: na pi. D® = J = D°
a pod.; uZijte déleni mocnitele se zbytkem!)

4. Piesvédite se, %e v grupd zékrytovych pohybl rovnostranného
trojuhelnika neplat{ vidy poudka: Soudin se umocni, umocni-li se
jednotlivi &initelé. (Najdéte pohyby X, ¥, aby pro vhodny mocnitel,

“celistvé n bylo (XY)* & X® ¥Yn.)

5.*Sklédejme po sobé provédéné zdkrytové pohyby rovnostran-
ného trojihelnika tak, %e pfi tom kaZdou osu pieklépéni povaiujeme
za nehybnou (pevné danou v pivodni rovind), stejnd jako osu otadeni
roviny. Takové skldédén{ spliuje 1., 3. a 4. axiom theorie grup, nikoli
viak 2. axiom asociativity. Presvédéte se o tom.

6. Sestrojte tabulku pro grupu zékrytovych pohybu &tverce.
Ukazte, Ze je to komutativn{ grupa.

'

1,3. OBECNY POJEM GRUPY. JINE PRIKLADY
GRUP.

K vytéeni ¢tyf axiomi grupy jsme byli pfivedeni potfebou
objasnit pojem geometrické pravidelnosti; pfi tom se uké-
zalo, %e axiomy grupy, platici pro sklddani zékrytovych po-
hybt geometricky pravidelného dtvaru jsou vlastné n&kte-
rymi poéetnimi zdkony, které plati pro ndsobeni &isel (na pf.
kladnych zlomkd). Aviak ukdZeme si, v jak rozmanitych

i Blizé{ v ugebnici Speiserovsd nebo ve specidlni monografii od
F. Burckhardta (viz lit. na konci).

8 Viz na pf. Pély a, Acta Mathematica (1937).
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dalsfch podobdch nalézdme splnény tytéi axiomy grupy (1)
a% (4) z 1,2. K tomu si vyslovnd uvédomme nisledujici.
Axiomy grupy budou splnény vzdy né&jakym, ndsobeni pfi-
pominajicim dkonem, na p¥. ,,skldddnim‘* (pohybi) prova-
dénym s pfedméty, kterym budeme od nynéjska iikat
proky grupy. Tyto prvky musi oviem tvoFit vymezeny soubor
(t. j. grupu) tak, Ze vysledek ,ndsobeni (,8loZeni*) dvou
prvki grupy v daném pofadi je opét prvkem grupy. Chee-
me-li si tedy vyslovné formulovat axiomy grupy obecné,
vritime se do predchoziho odstavce 1,2 a slova ,,zdkryto-
vy pohyb‘ nahradime slovy ,,prvek grupy*, slova ,zpétny
pohyb*, slovy ,,inversni prvek“,' slova ,,identicky pohyb‘
slovy ,,jednotkovy prvek‘, nebo i strudnéji ,,jednotka‘ a
kone¢né slova sklddéni ,,pohybl‘ slovem ,ndsobeni‘‘. Mu-
sime v8ak mit stdle na paméti, Ze slovo jednotka a slovo ndso-
bent (pPesnéji Fedeno: jednotka grupy, grupové nasobenf
(v grupé) a odpovidajict ndzvy, jako soudin, mocnina (8 celist-
vym.mocnitelem) majé od nynéjska pro nds obecnyj smysl, ze to
miZe byt cokoli, na co se vztahuji zdkony (axiomy) grupy,
v daném pfipadé tedy také to, co s ndsobenim &isel nemd co
délat). Abychom to oziejmili hodné drastickym zpis bem,
piipomefime si, Ze rovmnéZ selitdni ¢&isel, na pf. celych,
kladnych i zdpornych véetné nuly tvort grupu, t. zv. seéltact
(¢ili aditivni) grupu celych &isel. Zde se ,,ndsobenim‘‘ grupy
rozumi obyéejné setitdni, jednotkovym prvkem je obydejnd
nula a inversnim prvkem k celému ¢&islu a je &islo — a. Sedi-
taci grupa celych ¢&isel je tedy komutativni (Abelova) neko-
neénd grupa; axiomy grupy (1), (2), (3), (4) a (5) jsou tu zn4-
mymi zdkladnimi podetnimi zdkony pro seéiténi. (Podobné
je tomu oviem pro lomen4 nebo i redlnd ¢sla.)

Moiné, e se &tendf zepts, prod se tedy mneuiivd pro tkon ve
smyslu axiomu grupy nézvoslovi, vzatého ze s&iténi, misto z ndsobeni
nebo vibec néjakého jiného ,neutrilnfho‘ nézvoslovi. Skuteéné né-
ktef{ ameri¢ti matematikové uzivajf t. zv. setitaci (aditivni) symbo-
liky a ndzvi i pro nékteré nekomutativni grupy, ale vieobecnd to
nen{ pfijiméno. Jak 2 formélnich duvodd jednoduchého psani, tek
i vzhledem k t. zv. representacim grup grupami matic (o tom viz
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v daliim), u nichZ jde o skuteéné a obecnd nekomutativni{ né.
soben! (na rozdfil od seiftdni matic) se jevi historickym vyjvojem
ustdlené ,,nésobiof” nézvoslovi & symbolika obecné theorie grup
oprévnénou.

Pojem a theorie geometrické pravidelnosti, z nich% jsme
vysli, se jevi s obecného stanoviska, na néZ hodldme vy-
stoupit, jako zcela specidlni aplikace abstraktni theorie
grup, vedle ohromné rozmanitosti jinych aplikaci a projevi
grupové zdkonitosti v pFirodnich i matematickych zjevech.
O tom si uéinime obraz na nésledujicich piikladech grup.

Pfiklad 1. Grupa vBech permutaci koneédné mnoha
pitedméti. (Symetrickd grupa.)

Méjme n piedméti, jeZ si pro jednoduchost vidy miiZeme
nahradit &sly 1, 2,3, ..., n. Jestlize zastoupime soudasné
kaZ?dé z napsanych &isel opét nékterym z téchto &isel, fek-
néme ¢&islo + (1 < ¢ < n) &slem n(7) tak, Ze dv& riiznd &isla
¢ #+ j jsou nahrazena vidy dvéma riznymi &isly n(i) 4 =(j),
paek takovému soudasnému zastoupeni n Fkéme permutace.
Je tieba si poviimnout, Ze na stfedni 8kole spojujeme se slo-
vem permutace (z &isel) jen pfedstavu nového pofadi =(1),
7t(2), 7(3), ..., m(n); zde viak slovem permutace rozumime
‘onu zménu, kterd k takovému novému pofadi vede, to jest
permutace n je soufasné nahrazovani &sla 1 é&islem n(1),
disla 2 gislem 7(2), atd., coZ samo mii%e byt uvaZzovino bez
ohledu na jakékoli pofadi.

Chceme-li vypsat urditou permutaci, uvedeme do prvni
fadky &islice v pfirozeném pofadi a pod né do druhé Fidky
postupnd ty é&islice, kterymi nahrazujeme pfi dané permu-
taci ¢islice nad nimi. Na pf.

(123
T=1\231
znadi toté% co rovnosti

a(l)=2, n(2) =3, n(3) = 1.
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_{1234586
=\231465

znadi totéZz co rovnosti
e(l) =2, e(2) =3, e(3) =1, o4) = 4, o(5) = 6,
e(6) = 5.
(Mohli bychom oviem stejné dobfe psat

{132
T=\213)

(456231)

€=l465312

nahrazovdni samo, to jest permutaci, tim neménime.)

Misto permutace » &isel f{kdv4 se také permutace stupné n.
Dvé permutace téhoZ atupné lze v uréeném potfadi ,,znédso-
bit*‘. Ndsobenim v uréitém pofadi dvou danych permutaci
rozumime jejich provedeni po sobé v pofadi pravé obrice-
ném,. Pfesnéji feteno, umluviine si, Ze jestliZe permutace =
previdi &islo ¢ v &islo n(¢) a permutace g (téhoZ stupné) pre-
vadi é&islo n(s) v &islo e(n(2)), pak permutace, kterou oznadme
jako o=, prevddi &islo ¢ v éislo o(x(2)). Soudin oz je opét per-
mutace stupné n (pfitom zdénlivd nesrovnalost v pofadi
obou znadek = a ¢ mé svoje vyhody a je ddna matematicky
nepodstatnou okolnosti, Ze jsme bézné zvykli &ist odleva do-
prava, ale psit permutované — nahrazované — ¢islo ¢ na-
pravo od permutace x).? Na pf. je-li

L (1234
=\2413

{1234
®= 13124
? Kdybychom se této nesrovnalosti chtéli vyhnout, museli bychom
psét permutované &fslo pfed permutaci, tedy (i), misto n(i), coZ by
bylo méné vhodné.
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pak
{1234
en = (1 43 2)-
Nynf si dokazme, Ze permutace stupné n tvort vzhledem k uve-
denému ndsobent grupu, t. zv. symetrickou grupu S, kierd je
Ffddu n!=1.2.3...n.

(1) Axiom (zdkon) neomezené jednoznaénosti ndsobeni je
podle definice samozfejmé splnén.

(2) Axiom asociativity Zddd, aby pii libovolnych tfech
permutacich =, ¢, 0 &islo o(on(¢)) bylo totéZz jako &fslo
oo(n(?)), a to pfi jakémkoli ¢. Skutetns, dle na&f definice
ndsobeni permutaci jsou obé &isla rovna &slu o(e(=(z))).

(3) Axiom jednotkového prvku je zfejmé splnén t. zv.
identickou permutaci (&ti jota)

_{123...n (6) = i
t=(123.. a) D=2

(4) Axiom inversnfho prvku je splnén, nebot zFejmé
inversni permutacf k permutaci @ je prosté permutace,
oznadme ji 71, pfevadéjici &islo,j = (i) v &islo ¢ = n—1(j).
Vzpomeneme-li si jesté ze st¥edni 8koly, %e vSech pofadi z n
éisel je n! =1.2.3...n (n — faktoridl), a Ze tedy bude
i tolik permutaci kterymi se tato pofadi ze zdkladniho daji
vytvofit, pfesvédédili jeme se o platnosti celého naseho
tvrzeni.

Grupy permutaci jsou dilefité theoreticky i v aplikacich, v mate-
matice i v pitirods. Lze ¥ici, Z6 v modernf matematice na pos. XIX.
stoletf se pojem grupy objevil v grupdch permutaci, a to p¥imo v apli-
kaci na theorii algebraickych rovnic libovolného celistvého kladného
stupns o jedné neznémé. (O této t. zv. Galoisové® theorii rovnic najde
étendf zminku ve Schwarzové kni¥ce ,,0 rovnicich'¢, v této sbirce
»Cesta k védéni*; pro zékladnf pojmy Galoisovy theorie viz na pf.
Kurosovu uéebnici.)

1o J, E. Qalois, ktery pfedéasnd zahynul v souboji, byl genidlnim
francouzskym matematikem z podétku XIX. stol. (Zemfel ve véku
21 let.)
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V theoretické fysioe nalézdme aplikace theorie symetrické grupy
v kvantové mechanice,* kde jde o permutace elektrond v atomu 3i
molekule.

Pfiklad 2. Grupa geometrickych transformaci.

Pro geometrii (i fysiku) je zdsadné& dileZity pojem grupy
geometrickyjch (po pf. fysikélnich) pohybd &ili transformaci.1?®
Tento pojem si objasnime na prikladé ze Skoly znidmych
euklidovskyjch pohybi roviny.

Pfedstavme si, Ze se tuhd rovina, undsejici soufadnicovy
ki{Zz x 0 y, pohnula v sobé samé, t. j. aniZ se kterykoli bod
této roviny dostal mimo ni. Pak zménu polohy (pohyb) této
roviny budeme posuzovat vzhledem k vychozimu postaveni
soufadnicového kiize. Bod, ktery mél pivodné useéku hod-
noty feknéme z’ a pofadnici hodnoty feknéme y’ (jeZ se po
pohybu objevuji a odeéitaji v nové poloze souiadnicového
k¥ize), dospél do mista bodu, jehoz tisedka obndsf z a jeho
pofadnice obndsi y (oboji méfeno v pavodni poloze soufadni-
cového kiiZe). , Nové* soufadnice bodu z,y lze vyjddFit
y8tarymi‘‘ soufadnicemi z’, y’ ze §koly zndmymi t. zv. trans-
formaénimi vzorci

r = 2’ cosx — ¥y’ sinx + a,
y = 2’ sinax + ¥’ cosx + b,

kde x je proti ru¢kdm hodin kladné méfeny ihel otoéeni
(uréeny aZ na celistvy ndsobek plného thlu 22 v mife oblou-
kové), t. j. thel od staré polohy osy tdsedek k jeji nové po-
loze, @ a b jsou soufadnice bodu, do néhoZ se dostal po po-
hybu poéétek 0 soufadnicového kiiZe.

Tyto zdvislosts novych soufadnic na starych (které ve
svém uhmu oznaéme T'(«, a, b)), popisuji a definuji t. zv.
euklidovskou transformaci, &ili euklidovsky pohyb ro-
viny. Kazdy euklidovsky pohyb T je plné uréen uspofdda-

11 Viz na pf. B. L. van der Waerden, Gruppentheoretische Me.
thode in der Quantenmechanik.

12 Srov. 8 vysvétlenim geometrického rdzu pojmu pohybu drob-
nym tiskem v odst. 1,1.
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nou trojici éisel &, @, b — t. zv. svymi parametry. Zpisob,
jakym si oznadime (staré &i nové) soufadnice je lhostejny, je
potfebi jen védét, které soufadnice jsou staré a které nové,
kterd z nich je tsetkou a kterd pofadnici; jinak se volba
oznateni soufadnic Fidi jen zietely formalni (podetni) Gdel-
nosti.

Zvlastnimi piipady euklidovského pohybu roviny jsou:
disty posuv (pro « = 0) a &isté otodeni (pro a = b = 0); obec-
ny piipad je kombinaci obou (pfi éemZ pozor na pofadi, viz
niZe).

- PfedepiSme si obecné jiny euklidovsky pohyb roviny,
o parametrech «’, a’, b’, ktery ui¢elné vypiSme takto:
z’ = 2" cosx’ — y” sinx’ + a’,
y' = z* sine’ 4 y” cosa’ 4- b,

Predstavme si, Ze jsme oba pohyby sloZili v jeden tim, Ze
jsme provedli nejprve pohyb T(«’,a’,b’) a pak pohyb
T(x,a,b). Vysledkem musi oviem byt opét euklidovsky
pohyb T”(x",a”,b”), cot dokiZieme a jeho parametry
«”, a”, b” nalezneme prosté tak, Ze dosadime do rovnic, uréu-
jicich T z rovnmic, uréujicich 7”. (Kdybychom si nebyli
vhodné oznadili soufadnice, museli bychom si je vhodné pfe-
jmenovat pfed poéetnim sloZenim obou pohybi.) Mdme
T = (x” cosx’ — y” sinx’ 4 @’) cosx — (x” sinx” + y” cos’ +
+ b’) sinx + @ = z”(cosx’ cosx — sinx’ sinx) — y”(sinax’ .
. cosx + cosx’ sinx) -+ a’ cosoe — b’ siny + a = x” cos(a” +
+ ) — y*sin(x’ + &) + a’ cosx — b’ sinx + b.

Podobné
y=2z"sin(a” + a) + y* cos(a’ + a) + a’sinx +
+ b’ cosx + b,
tak¥e «” = x + a’ (dhel otodeni vysledného pohybu je
souétem obou 1dhla otodeni) a

a” = a’ cosx — b’ sinx + a,
b = a’ sinx 4 b’ cosx + b.



(Podétek se prvym pohybem 7,dostal do bodu a’, b’ a tento
bod dostal se dalsim pohybem T do bodu a”, 5”.)18

Sklddéni euklidovskych pohybi roviny lze tedy struéné
vystihnout rovnost{

T(a: a, b) T,(O‘Il a"; b’) =
=T"(x + &', a’ cosx — b’ sinx + @, a’ sinx + b’ cosx + b).

(Podobné jako pii ndsoben{ permuteci zaznamendvdme v soudinu
dvou geometrickych transformaci postup sklddanych pohyba od
prava doleva; hlubsim divodem pro toto nezvyklé psani je okolnost,
%e zobecnéni pojmu permutace na nekone&né soubory predmdt, jako
jsou na pf. body roviny, zahrnuje v sob$ i pojemn geometrické (eukli-
dovské) transformace roviny jako zvldstni pffpad. Permutovanymi
predmsty jsou pak na mistd celych éisel pary realnych &isel (kde prvé
tislo je usedkou, druhé pofadnici bodu) a euklidovsky pohyb jakoZto
predepsamé nahrazend starych soufadnic bodu, t. j. pdru z’, ¥’ novymi
soufadnicerni téhoZ bodu, t. j. prem z, y, se opravdu jevi jako jisté
»permutace‘‘ bodi roviny, rozumf se oviem nikoli ve stfedodkolském,
nybrz ve shora uvedeném smyslu slova.)

Snadno se d4 ukézat,!s %e euklidovské pohyby mozno po-
vaZovat za prvky grupy, Ze totiZ plati i pro skldddni eukli-
dovskych pohybi, povaZované za ,,ndsobeni", v t. zv. grupé
euklidovskych pohybi roviny, axiomy (1) aZ (4). Tato grupa
je nekomutativni a nekone¢nd. (Neplatnost komutativniho
zdkona jiz pFi obrdcent sledu &istého posuvu a &istého otodeni
zné kazdy, kdo vi, Ze vpravo v bok a pak krok vpied d4 néco
jiného, ne% krok vpied a pak vpravo v bok.)

Ke grupd euklidovskyoh pohybu roviny (véetnd pireklapéni) mu-
%eme dospdt i jinym, ménd ndzornym zpiisobem: Je to totiz prévd

18 Na stiedni 8kole se pii geometrickém odvozovédnf soudtové
poutky pro ein a cos (jiZ jeme tu uZili pfi odvozeni parametra vysled-
ného pohybu) vychézi naopak z geometricky nézorného faktu, Ze uhel
dvou po sob® nésledu jicich euklidovskych ototeni je roven soudtu
obou thli, a z geometrického znézornéni otolenf se vyvodi souétové
poucky pro sin & cos.

14 Prenechévdm to étendfovd pili; asociativni zdkon se nejlé;';e bez
poéiténi dokazuje na zékladé predchozi poznémky, e pohyb roviny
je permutace jejich bodu. (Asociativni zdkon pro koneéné permutace
anéme.)
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ta grupa (t.zv. linedrnich transformacf ¢i permutaci) bodu! roviny,
kterd zachovévé vzdélenost dvou bodd, cof vychdz na poiadavek

aby dve body z,, ¥, & x5, ¥, vidy pfeily ve dva body ‘”1- yl a :cz, ya
tak, ze

V=@ —aP + G —o) = l/(z; — 23 + (y,— ya)®.
+

Rikéme, Ze funkce V soufadnic je invariantem vaé&i (linedrnf)
grupd transformaci euklidovskych. (Grupa se nazjva line4rni,
jestlize transformaéni zdvislosti jeou linedrni.)

Jestlize uréime za definujici invariant jinou vhodnou funkci sou-
fadnic, dostdvame linedrni grupu jinych, t.zv.neeuklidovgkych ,,po-
hybi‘ roviny, odpovidajicich ,,neeuklidovské‘‘ geometrii. DileZi-
tost theorie invarianta vidi grupAm- transformaci pro obecné geome-
trické uvahy je tak velikd, Ze némecky matematik F. Klein pfimo
defi-noval geometrii jako studium invarianta vasi grupim
transformaci.

Ve fysice poznéme vyznam obecné theorie grup transformaci s da-
nym invariantem na tomto piikladé: Z pozadavku specidlni theorie
relativity, Ze svitelny signdl se ma &ffit stejnou a neprekrotitelnou
rychlosti na v3echny strany nejen vzhledem ke zdroji svdtla (coZ je
samoziejmé) nybrs i v soustavd, ktera se vzhledem ke zdroji pohybuje
piimotafe rovnomérné, vyplyvé (v nejjednodudsim piipadé posuvu
osy = v sob8) poiadavek invariance (neménnosti) funkce x? — c*?
(pti linedrni transformaci starych ,,soufadnic novymi); ,,soufad-
nice* ¢t mé tu vyznam &asu, ¢ znadi rychlost svétla. Timto invariantem
je definovéna jisté linedrni grupa (neeuklidovskych) transformaci,
t. zv. grupa Lorentzova. Jeji studium je matematickym zékladem
speciélni theorie relativnosti.!® (Viz cvié. 10 k par. 1,4.)

Pfiklad 3. Grupalineirnich homogennich transfor-
maci ( grupa matic).

Zavedme si ve vzorci pro &isté euklidovské otodeni (viz
predchozi piiklad) toto oznadeni (z déivodd, je budou ihned
ziejmé): ’

15 Linedrn{ se nazyvé transforma¥nf zdvislost, v niz se soufadnice
vyskytuji nanejvys v prvni mocniné. (Ndzev podle lat. linea recta =
piimka, v jejiZ rovnici se vyskytuji soufadnice rovaéZ nejvys v prvni
mocning.)

18 Ctenat se miZe poudit o theorii relativity v ptistupnd psané kni¥-
ce Fr. Zavikky, nezapomenutelného profesora theoretické fysiky na
KU, umuéeného nacisty. Knizka mé nézev ,,Einsteintiv princip rela-
tivnosti a theorie gravitaénd', vyd. JCMP.
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@y = CO8x, Q19 = — sina, Qg = sinx, @gy = COBx.
Pak euklidovského otodenf zni

T =a,z + a,y’,
Y= a2’ + ayy’.

Podobné kdybychom sledovali euklidovskd otodeni pro-
storu, nalezli bychom pro zavislost novych prostorovych
soufadnic z,y,z na starych prostorovych soufadnicich
z’, y’, 2’ téhoZ bodu vzorce

z = a2 + ay,y’ + a7,

Y = 8uT + @Y + a2,

Z2 = Ay 4 G5y + g7, .
kde pevné é&islo (t. zv. koeficient) ay, stojici v ¢-tém Fddku
a k-tém sloupci pravé strany napsaného vzorce je kosinus
tihlu, ktery svird i-t4 soufadnicovd osa v plivodni poloze
8 k-tou soufadnicovou osou v nové poloze. (i, k znamend né-
které z &isel 1, 2, 3; na pf. a,; je kosinus 1ihlu mezi starou
polohou osy z-0vé s novou polohou osy z-ové.)

Euklidovsk4 otodenf roviny, resp. prostoru jsou piiklady
t. zv. lineirnich homogennich!? transformaci. Timto po-
jmem, ktery m4 velikou dileZitost v celé matematice, geo-
metrii a i v theoretické fysice, rozumime obecné souhrn z4-
vislosti » zdvisle proménnych &isel 2,z ,z,,...,z, na m
danych (nezévislych) proménnych ¢&islech z;, 3, 7y, ..., z,,
takovych, Ze je 1ze napsat ve tvaru

Ty, = @nT, + Gty + ... + Gy,
4 | B=au + @yoTy + .o + CyuT

’ ’ ’
Ty = @yT) + ApyTy + ... + AT,

Koeficienty transformace, pevnd &isla a;;, svou hodnotou (pfi
danych hodnotéch t. zv. f4dkového indexu 4 a t. zv. sloupco-
vého indexu k) plné urduji svym souhrnem takovou linedrni

17 Homogennf (¢esky — stejnorody) zde znadf, Ze viechny siitance
obeshuji nezévisle proménné (nenf t. zv. abeolutniho &lenu).

24



homogenni transformaci, kde#to oznafeni proménnyoh (ni-
koli jejich poFadi) je lhostejné. V dalsim se omezime na
linearni homogenni transformace, kde je tyz podet zdvislych
i nezdvislych proménnych, tedy kde m = n a ddle takovych,
ze 2 predpoklddanych hodnot zdvisle proménnych z,, z,, ...,
Z, 1ze k nim vypoéist (jednoznaéné) hodnoty zdvisle pro-
ménnych, t. j. Fedit transformadni rovnice podle nezndmych
z, 25, ..., %, (Néktery &tenaf vi, Ze nutnd a postadujfci
podminka takové FeSitelnosti transformaénich rovnic 4 je ta,
aby t. zv. determinant soustavy byl &éislem od nuly riiznym.28)
Nezndmé xj, 23, ..., z, lze tedy vyjddfit linedrni homo-
genni zdvislosti na danych hodnotdch z,, z,, ..., z,, &ili lze
nalézt . zv. inversni (linedrni homogenni) transformaci
Méme tedy na mysli jen linedrni homogenni transformace,
které maji k sobé (linedrni homogenni) transformaci inversni.
Podobné jako pki geometrickych transformacich (piiklad
2) budeme definovat i skldddni lin. hom. transformaci (tého%
pottu proménnyech) jejich postupnym provddénim. Pfedve-
deme si to na pfikladé n = 3. Méjme dvé takové lin. hom.
transformace.1®

T, = a2, + alzz; + a“z;

A =3z, = a5, + a,,7; + G52y,

Ty = @yT, + 657, + Q5574

3—'; = byyxy + bisTy + bi1a7y
B = Ty = bnzy + bzza:} + b,,:c',;.
Ty = by 2] + b3aTy + basTy

SloZenou transformaci A B (¢ili soudinem A B obou transfor-
maci) rozumime vyjddfeni zdvisle proménnych z,, z,, z,
transformace A nezdvisle proménnymi zj, z3, z3 transfor-

mace B, coZ se provede dosazenim za xj, x3, Zy z rovnic pro B

18 O determinantech se &tendi poudi v kaldé zékladni udebnioi
(klasické) algebry, anebo piimo v udebnici B. BydZovského: Uvod
do theorie determinanti a matic, JOMF Praha.

19 Qfselné piiklady najde Stenét ni%e — zde by visk pravidelnost
sklddéni transformact spike zatemnily, nef objamily.
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do rovnic pro 4. Po pifslugné tpraveé vytykédnim dostdvime
(provedeni pfenechdvdme ¢tendfi jako snadné cvideni):

= (@b + @uba + a1dy) xi’ + (@ubie +
+ alabzz + alsbaa)af'; + (@11015 + @13D55 + A13bg,) - x;,

Ty = (@orbn + azzbm + Gggby) 11’ + (aabi +
AB = +@g5005 + Apsbsa) x; + (@a1byg 1+ Bgpbay+ Asiby,) . T4,

2y = (agby;, + aszb,s'u 4+ agby) xlll + (@nbi +
+ Basbgg+s3bas) Ty + (@a1d1at+@aabas + Aabss) - 75

Souéin 4B obou lin. hom. transformaci je tedy opét lin.
hom. transformace; jeho tvofeni si zapamatujeme, kdyZ si
uvédomfime, Ze v i-tém Ffddku a k-tém sloupci pravé strany
transformace AB se naléz4 ,,souéin i-tého fadku z 4 s k-tym
sloupcem z B* (¢tendF jisté pochopi bez dlouhého popisovani,
co se mini zkrdcenym réenim v uvozovkich).

Pfi pravé definovaném ndsobeni viechny ty linedrni homo-
gennf transformace tfech — a obecné n proménnych, které
maji k sobé inversni (Ln. hom.) transformaci, t vofi grupu,
t. zv. homogenni linedrnt grupu n-tého stupné; pfitom viak je
tieba jedté udat druh koeficientd, které vystupuji v transfor-
macich grupy, t. j. zda jsou to ¢&isla raciondlni, redlnd &
dokonce komplexni. (Podrobné ovéfeni platnosti axiomi
grupy musime zde vynechat; &tendf je najde v kazdé udeb-
nici vy33f algebry, viz literaturu na konei.)

ProtoZe, jak jsme jiZ zdaraznili, lin. hom. transformace
je uplné déna svymi koeficienty, miZeme misto ndsobeni
transformaci hovofit prosté o ,,ndsobeni‘ celych souhrni
piisludnych koeficientt (jako celkd). Témito souhrny koefi-
cientd rozumime jejich hodnoty v charakteristickém &tverco-
vém uspofdddni tvaru

. 11 Q13 --- Qi
A2y Qs ... Qaq

qn1 Qg -« Qngp
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a fkéme jim reguldrni{ matice n-tého stupnd (n-fadové)
koeficientti pFislusné linedrni homogenni transformace,
pfitem% dodatek , koeficientd...”“ zpravidla vynechdvdme a
mluvime prosté o reguldrnich maticich stupné =; slovo regu-
larni (pravidelny) vyznaéuje prdvé onu pfedpoklddanou
vlastnost pfislugné lin. hom. transformace, Ze k ni existuje
transformace inversni (dle pozndmky shora lze téZ Fici, Ze
matice je reguldrni, je-li determinant z jejich koeficientf
rizny od nuly).

Matici (stupné n), majici v ¢-tém Ffddku a k-tém sloupci
tislo (ay;), pak oznadujeme strudnd jako (ay) (je-li zdhodno,
s dodatkem 7,k = 1,2, 3, ..., n). '
Soudinem matice 4 = (a,;) ndsobené zprava matici B = (b,;)
rozumime tedy matici 4B =C = (c,,), kde

Crs = Bpibyg + Bpabyy + ... + b 1,8 =1,2,...,n.

Tim je definovdna grupa (regulirnich) matic stupné n
(n-fadovych).

Mezi maticemi (jakoZto &tvercovymi schematy &isel) a pifsludngmi
linedrnimi homogennimi transformacemi je zhruba feeno (srovnej
dalsf odst.) jen tenrozdil, e uvaZovat matice misto piislusné trans-

formace je pfirozenym zjednodusenim, jestlife nam jde spfie o néso-
benli (sklddénf) transformacf neZ o jejich samotné provadéni.

Jednotkovym prvkem je tu t. zv. jednotkovd matice

10...0
01...0
00...1

majici vesm&s jednotky v hlavn{ tthlop¥iéce a nuly na ostat-
nich mistech. Jednotkovd matice pfislusf k identické trans-
formaci
T, =1, 2, =124, ..., T, = 7,.

(Z definice nésobeni matic snadno vidét, Ze nédsobeni jed-
notkovqu matici danou matici nezméni.) Nékolik é&selnych
prikladii étendfi pomiiZe pfekonat piipadné politedéni potize
¢i nedorozuméni.
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&) JestliZe stupeit matice je » = 1, pak reguldrni matijce
jsou prost® &sla riznd od nuly. (Matice se sklddd z jediného
koeficientu, Feknéme a,, = a, nebo b,;; = b a pod.) Nésobeni
matic j > prosté nisobenin &fsel. PiisluSné homogenni trans-
formace jsou ty nejjednodussi linedrni z4vislosti, feknéme

A={r=az', B={2'=0bz", AB = {z = abz”
a pod.

Grupe matic stupnd 1 je tedy prosté ndsobici grupa jejich

koeficienti.

b) Polofme n = 2. Necht na pF.
(12 10
4=(ss)} 2= (1)

AB—(L-3+2.1 1.0+42.2) (34
“BB.1+4.1 3.044.2) 28

Matice AB pifsludi k soudinu (sloZeni lin.hom. transformace)

Pak

T, = 1:1—{-21:
z, = 37, +4x

8 transformacf (pro ni% schvdlné volme jiny zpisob oznadeni
proménnych, abychom si uvédomili jeho nepodstatnost)

z =}z,
y=z 4 2y
¢) Hledejme inversn{ matici k matici
‘ 1 20
A= (— 2 —4 O).
1 11
Méme tedy nalézt matici X tak, aby

1 20 100
( 40)X=(010)_
1 11 001
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To dle pfedchoziho znamend roafedit pialuiné sranafor-
maénf rovnice

z = ::'+2:|:;
xg=—2a:l—4:c .
Ty = 1+1+1'3

pro nezndmé z;, z,, 74 za predpokladu, Ze &isla z,, z,, 2, jsou
libovolné ddna, a vyjidfit tak linedrni homogenni z4vislost
(inversni transformaci) proménnych &drkovanych na pro-
ménnych neéérkovanych

Abychom se pfipadné zbyteéné nenamihali, je dobfe vy-
zkoumat, zda napsané rovnice maji vibec Fefeni (pro kazdé
Z,, 4, T,). Vidime viak, Ze pfiéteme-li k dvojndsobku prvni
rovnice druhou rovnici, dostdvdme rovnost 2z, + r, = 0. To
je v rozporu s libovolnou volitelnosti a tedy se vzdjemnou ne-
zavislosti proménnych x, a x,. Lze tedy napsané rovnice
fedit dle ¢irkovanych nezndmych jen tehdy, jestlize je
splnéna podminka 2z, + z, = 0 (coZ obecné neni), takZe
inversni transformace k transformaci o dané matici A ne-
existuje; matice 4 neni reguldrni a neni tedy prvkem nasf
grupy (linedrni grupy matic stupné 3 s raciondlnimi koefi-
cienty). (Ctena¥, znaly zdkladh theorie determinant to vi
pfedem, nebot si viimne, 7e determinant dané matice 4 je
nula, protofe drubhy fdadek matice je -2-krdte vzaty prvnf
fidek.)

d) Vezméme si misto matice 4 matici
100

B = (l 0 3)

120

a hledejme k ni inversni matici, t. j. hledme vypo¢ist hod-

noty d&irkovanych proménnych pomoci neéérkovanych
z rovnic -

z=2
y=2za + 34’
z =z 4 2y
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Redeni je, jak se ¢tendf snadno presvéddi

’

r =
y=—14= + 3z
2 =

Tedy inversni matice

120 -

Skutetns, zndsobeni obou matic déva
1.140.—240.—1 1.04+0.0+40.}
BB-1=(1.1+ —1+4+3.—1 1.0+0.0+3.3
1.1+ —3+0.-—3} 1.04+2.0+0.1

Piehlédnuvie v piedchozich tfech piikladech nejdalezi-
t8j8i druhy grupového ndsobeni, obratme se jesté ke dvéma
piikladim grup zcela jiného druhu.

Ptfiklad 4. Grupa idealisovanych barev.

Za prvky této grupy pokldddme barvy v jejich duhové
&istoté, za grupové ndsobeni miseni barev (bez ohledu na je-
jich pofadi, pijde tedy o grupu komutativni).

Predpoklidejme tfi zdkladni barvy v zdkladni sile, t. j.
modi M, dervet C a 2lut Z tak, Ze smiSenim t&chto t¥ barev
vznikne &ird (neutrdlni) barva N. K pfibliZzné realisaci po-
slouzi zndmy barevny kotoud, rozdéleny na tii stejné veliké
vysede, modrou, &ervenou, zlutou, na némZ se dojem ne-
utrdlni, ve skuteénosti Sedivé Spinavé smési N docili rych-
lym otdfenim. Misenim zdkladnich t¥{ barev lze (theoreticky)
docilit v8ech barevnych odstind jen tehdy, kdyZz jsou z4-
kladni intensity modré, ervené a Zluté dosti jemné. Miseni
barev, oviem v pfislusné idealisaci, podléhd zdkonim komu-
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tativni grupy, v niZz neutrdlni barva N je jednotkovyui piv-
kem a dopliikové barva je prvkem inversnim. Tak 5ia’ pi:
mizemepsit M . 0.2 = N&liZ-1 =M .C (t.].
barva ke Zluti je ,,soudin‘* M . &, coz je fialova bairs
kladni sile). (2 . Z je oranZové &ervenavého odstinuy f®

Ze symbolika theorie grup je s to vyjadfit, barevné odstiny
mnohem pfesnéji, nex obvykld ndzvoslovi nauky o barvich).

Pftklad 5. Booleova grupa.

Meéjme jakykoli polet pfedmétd, na p¥. 4 pfedméty, na-
zvané a, b, ¢, d. Utvofme z nich vSechny skupiny (kombi-
nace) bez ohledu na pofadf; téch je 24 = 16, jestliZe poditdme
i t. zv. skupinu prdzdnou, neobsahujici Zddny piedmét,
kterou oznatujeme jako @ at.zv.skupinu plnou, obsahujici
viechny pfedméty. Téchto 16 skupin budeme povaZovat za
prvky jisté grupy, ve smyslu nésledujiciho ,,ndsobeni‘: Za
soudin X . Y dvou skupin X a ¥ budeme povaZovat skupinu,
kterd vznikne shrnutim pfedmét z obou skupin X i Y a vy-
louéenim pfedméti, které jsou soudasné v obou skupindch.
Tak na pk. jestlize X se skldd4 z ptedméta b, ¢, d a Y z pied-
méti a, b, ¢, pak X . Y se skldd4 z pfedmétii a, d. Kdyz by ¥
bylo ¢, d pak X . Y by bylo .

Axiomy theorie grup jsou tu splnény (jak se laskavé étendi
sém mize pfesvédiit; vétii ndémahu mu d4 jen ov&fenf plat-
nosti axiomu asociativnosti). Jednotkovym "prvkem je
prizdnd skupina @, inversni skupinou ke skupiné X je tato
skupina sama, je X-1 = X, nebot plati (podle definice nso-
beni v nasf grupé) X . X = X2'= @ pro kaZdou skupinu X
(coZ neni nic zvlastniho, i pfi ndsobeni &isel mdme — 1-1 =
= —1).

Této grupé, kterd je Abelova a pfi » danych pfedmétech
mé 27 prvki, to jest skupin z danych pfedméti, a kterd pfi
nekonedné mnoha danych pfedmétech je oviem nekoneénd,
se Fikd Booleova?® grupa.

% G, Boole byl anglicky matematik z poloviny XIX. stol,, ktery
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Cvideni k 1,3.
1. Upravte na ,,normAlni tvar
' .
(123...)'“9}). (abc...)
permutace
52143 2657314 dbefac cdabd
14352/" \3626147)" \eafbcd/’ \adcd]’
1234656} (123456 -9 123454_,
6/\616423] 52413/  °
12345\, 1234) 1234) (1234\7'_,
52413/ — " \2314/\3214/1\2314] - °
3. Redte rovnice (pro nezndmé permutace X)
x abcde) _[abcde) [abcde X = abcde
cabed|/ — l\eacbd/’\cabed ~ \eacbd/’
4. Urdete euklidovsky pohyb roviny pomoci parametri, vznikly

ototenim o 30°, nésledovanym posuvem z' =z + 2, y' =y —3
8 joitd nésledovany otodenim o —60°.

5. Reite v grupd euklidovskych pohybi roviny rovnici
T(30°% 1, 2) X = T(—90°; —2, 5)

o neznémé — pohybu X.
8. Vypodtste

12—34\* 1234\
10 3\ (123 03—41 03—41
21—2|{123)=1 o0 1ol =10s 10| =1
50 1/\i23
00 02 00 02
1234\ /0100
1234)f1000]_,
1234)loo010|="*
1234/ \0001

7. Ukaite, %e pii nésoben{ libovolnyeh ne nutnd regulérnich
dvou matic stupnd alespofi 2 se mii%e stét, e dva &initelé ruzni od
nulové matice (ze samych nul) mohou dét nulovou matici jako souéin.

vedle zékladnich praci o t. zv. diferendnim potu proslul zavedenim
algebraického zpusobu uvaZovan{ do theoretické logiky, &imZ se
stal jednim ze zakladateld moderni matematické logiky.
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8.*Ukazte, 7o ndsledujici ndsobenf je grupové (jsou splnény axiomy
1, 2, 3, 4): Prvky grupy necht jsou vechny skupiny predméta, vy-
brané z n danych pfedméti, véetnd skupiny priazdné a skupiny viech
n pfedméta. Ndsobeni necht je didno timto predpisem: z danych
dvou skupin — ¢&initeld — utvofime novou skupinu — souéin — tim,
%e shrneme do jedné skupiny ty pFfedméty, jeZz jsou soudasnd v obou
danych skupindch s tdmi piedméty, jeZ jsou soudasn® mimo obé dané
skupiny. (Jednotkou bude plné skupina.)

9.*DokaZte, 2e grupa, v ni% plati £? = § (j jednotke grupy) pro
kazdy prvek z, je komutativni. Uvaite %e z~! = r plati pro kaZdy
prvek z.)

10.*Doka%te, Ze homogenni linedrni transformece dvojice promdn-
nyoh z, ¢ ve dvojici proménnych z’, ¢’ dané rovnicemi tvarn

2’ = k(z — vt) b= 1
ro-f s (T
c’
v

kde ¢ je konstenta, v je parametr, |v| < |¢| tvofi grupu, t. zv. Lo-
rentzovu grupu specidlni theorie relativity. (¢ =— 3 . 10° cm/seo
je stéla rychlost svétla ve vakuu, z, ¢ jsou délke a &as (v cm a sec)
na relativnd klidné piimce a; z’, ¢’ jsou délka a &as na relativné pohy-
bované piimce a’ rychlosti v (stélou) a rovnobéinou s piimkou g.2*

1,4. POJEM ISOMORFISMU GRUP. ABSTRAKTNI{
POJETI GRUPY (TYP ISOMORFISMU).

Jak jsme v pfedchozim poznali, prvky grupy mohou byt
véci velmi rozmanitého druhu: na pf. zdkrytové pohyby,
disla, permutace, geometrické transformace, matice, barvy,
skupiny z danych pfedméti. Ndsobeni v grupé miiZe byt
déno velmi riznymi zpisoby: na pf. sklddénim zékrytovych
pohybii, ndsobenim ¢&isel v plivodnim smyslu slova, sedit4-
nim é&isel, kombinovanim permutaci v daném pofadi, postup-
nym providénim geometrickych transformaci, ndsobenim

2 Srov. F. Zaviika, Einsteiniv princip relativnosts a theorie gravi-
taénd, JCMF Praha 1925, str. 60.
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