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b
Seni. Plati véta: Existuje-li integrél [/(t) dt a je-li ¢ libovolny
bod z J, potom

a) funkce F(z) = f f(t) d¢t proménné z je spojitd v inter-
valu J;

b) je-li funkee f spojitd ve vnitinim bods z z J, je F'(z) =
= — f(z). Dokazte.

50. Pismeno J znamend, tot.éi jako ve cvi¥. 48. Existuje-li
integral f f(t) dt aje-li F(z) = f f(2) d¢, kde ¢ a z jsou libovolné

body z J, plati f f(t) dt = F(b) — F(a). Dokate.
a

VI. NEURCITY INTEGRAL

Necht je déna funkce f definovand v jakémsi otevieném
intervalu J _; hleddme funkei F, kterd m4d tu vlastnost, Ze pro

viecka z z J_ je
F'(z) = f(). (a)

Funkce F se jmenuje primitivnd funkce k funkei f v intervalu
J .. Casto ji Hkdme také neurdityj integrdl funkee f v intervalu
J Pro primitivni funkci budeme u#fvat oznadeni
= [f(z) dz, (b)

pii demZ rovnost (b) znadi pfesnd totéZ jako rovmost (a).
Symbol [f(z) dz &teme zpravidla slovy ,,integrél f(x)dz".
Funkee f se nazyvé funkce tniegrovand a promé&nné z se jme-
nuje integraéni proménnd. Nevadi, Ze volime tytéZ ndzvy jako
u uréitého integrilu, nebot mezi obSma integrély je, jak ihned
uvidime, izk4 souvislost.

Uloha nalézt primitivni funkei F k dané funkei f je tedy
obricend uloha k tloze nalézt derivaci f dané funkce F.
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Piedeviim je ziejmé, Ze primitivni funkee je vidy spojitd
v J 4, nebof m4-li funkce F derivaci v bodé z, je v tomto bodé
spojitd podle véty 23.

Véta 39.Je-1i F(x) primitivni funkece k funkei f(x)
vintervaluJ,je F(z) + c,kdec jelibovolnd konstan-
ta, taképrimitivnifunkcekfunkeif(z) vtémie inter-
valu. Z4dnd jind primitivnifunkce k funkei f(z) v in-
tervalu J, jiZ neexistuje.

Diikaz. Je-li F(z) primitivn{ funkce k funkei f(x) v interva-
lu J,, znamené to, Ze pro viecka xz z J_, plati F'(z) = f(z).
Aviak podle vzorce (23) je [F(z) + c]’ = F'(z), takZe také
F(z) 4 ¢ je primitivni funkoee k funkei f(x). .

Je tteba jeStd dokdzat, Ze tva-
~ rem F(z) 4 ¢ jsou vyderpiny
o’ &// viecky primitivni funkce. Necht
tedy F(z) a G(x) jsou dvd primi-
tivni funkce k funkei f(z) v in-
tervalu J,, t. j. necht F'(z) =
= f(z) & G'(x) = f(x) pro viecka z
z J,. Pak podle vzorce (22) je

- [G(z) — F(2)) = G'(z) — F'(z) =
Obr. 54 = f(x) — f(x) =0

pro viecka z z J ;. Derivace funk-
ce G(z) — F(z) je tedy rovna nule pro viecka x z J,,
a proto podle disledku vdty 31 o pfiristku funkce je
G(z) — F(z) = ¢, ¢ili G(z) = F(x) + ¢ pro viecka z z J .

Existuje-li tedy k dané funkci f(z) jedna primitivni funkce
F(z), existuje jich nekonetnd mnoho a vSecky maji tvar
F(z) + ¢, t. j. vBecky se lifi od funkce F(z) pouze o aditivni
konstantu (viz obr. 54). Proto se také miZe stdt, Ze vysledky
vypotétd neurditych integraléi, k nimZ dojdeme riznymi
cestami, se li§f o aditivnf konstantu. Tuto konstantu zpra-
vidla oznadujeme ndzvem integraéni konstanta.
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Ke ka%dé funkei viak neexistuje primitivni funkce. Uk4-
Zeme to na piiklads.

Priklad 37. Hledejme primitivn{ funkei k funkci

(1 pro z< 0,
f(z)_{—l pro = >0,

kterd je definovina pro kaZdé z. Tato funkce musf mit v in-
tervalu (—o0, 0) za primitivni funkci funkei F(z) = z + ¢,
nebot (z + ¢)’ = 1. Podobné v intervalu (0, c0) musf mit za
primitivnf funkci funkeci F(x) = — z 4 ¢,, nebot (— z +

+ ¢,)’ = — 1. Ponévadz F(x) je spojitd pro ka%dé x, musf
limF(z) = hmF(x) F(0).
z—0— z—0+
Aviak hmF(a:) = ¢, limF(z) = ¢,, proto musf ¢, = ¢. Hle-
z—>0+

dand prmntlvm funkece musi tedy spliiovat vztahy

Flz)= z+c¢ proxz<0,
" Y—z4+cproz>0

a v bodé 0 musi mit derivaci rovau jedné, nebot f(0) = 1. To
viak neni moZné; naSe funkce F nemd v bod®é 0 derivaci,
nebot

F(h) — F(0) h+c—c

lim = lim =1,

A0— h rvo—- , B

lilnF(h) F(0) — lim —h—l—c—c:_l.
A0+ k A0+ h

Z vt odvozenych v kapitole V viak plyne, Ze ke kazdé
funkeci f(z), kterd je v (otevieném) intervalu J spojit4,
existuje v tomto intervalu aspoi jedna primitivn{
funkce F(z). Zvolme si dva vnitin{ body ¢, = z (otevieného)
intervalu J,. Je-li ¢ < z, existuje podle vity 33 integril

z

F(z) = [f(t)dt, jehof derivace v bods z spliuje podle
¢
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véty 38 rovnici F'(x) = f(x). PFi tom je limF(z) = 0 (dukaz
z—rc+

véty 37) a lim¥F'(x) = f(c). Je-li = < ¢, existuje integrdl
ze+
¢ z [
[H(z) At & také integrdl P(z) = [f(t) dt = — [f(t) dt. Je-li @
z [ z
a
libovolné &slo z J,, pro nd% platia < z, je F(z) = [f(t)d¢ +
[4

+ [f(t) dt. Potom F'(z) = f(z), LimF(z) = [f(t) dt +

T—rc—

¢
+ ff@t) dt = 0, imF'(x) = f(c). Polotime-li jedtd F(c) = 0,

a z—rc—
je funkce F(z) spojitd v J, & pro ka?dé z z J, md derivaci
F'(z) = f(z). Je tedy F(z) primitivni funkce k funkei f(z)
v idtervalu J,. Interval J, nemusi byt omezeny; jeho
omezenost jsme k dikazu nepotiebovali.

b
Véta 40. Existuje-li integral [f(z) dz a je-li F(z) pri-

a
mitivni funkce k funkei f(z) v (otevieném) intervalu
J. ktery obsahuje body e, b, pak

b
..f f(z) dz = F(b) — F(a). (33)

Dikaz. BudiZ pfednd a << b. Je-li D né&jaké rozdsleni
intervalu {a, b), je funkce F v jeho k-tém diléim intervalu
{Zx_4, %;) 8pojitd & m4 ve viech jeho vnitinich bodech deri-
vaci f(z). Jsou tedy pro funkei F v tomto intervalu splnény
podminky véty 31 o piiristku funkce, takZe existuje takovy
vnitini bod ¢, intervalu {(z;_,, z,), e

F(zg) — F(zp—y) = (@ — Tp—y) - F'(&) = f(&)) . A2, (0)
nebot z, — z,_, = Az, a F'(§,) = [(&,). NapiSeme-li rovnici
(c) pro v8ecky dil&i intervaly, t. j. pro ¥=1,2,3,...,n,

110



a selteme, pak dostaneme (vzhledem k tomu, Ze z,= a,
Ty, = b)

F() — F(a) = {(&) . Az + [(&) - Az + f(&,) - Az +
+ oo+ H(E0) - dzp.

Oznadime-li jako na poditku kapitoly V supremum hodnot
f(z) z k-tého dildiho intervalu znakem M, a infimum tychZ
hodnot znakem m,, je

M = (&) = my-
Ponévadi &isla Ax; jsou kla.d.né,,. nebot z;_, < x;, proto

8(D) = f(£,) . Azy + f(&2) . Azy + (&) - Ay + ... +
+ H(&,) - Az, = 8(D).

Cislo F(b) — F(a) tedy nen{ v8ti{ nef Z4dny hornf soudet a
nemiiZe byt ani vétéi neZ infimum hornfch soudtd &ili

b
,pmagrm—mw

Cislo F(b) — F(a) neni viak také men3{ nef #4dny dolni sou-
det a nemife byt proto mendi neZ supremum dolnich sou-
&th, t. j.

b
Jt@) &z < F(b) — Fla).
b
Spojenim obojfho dostdvime f f(z) dz = F(b) — F(a).

Je-li @ > b, je podle vzorce (32) a podle toho, co jiZ bylo
doké.zé,no,

pMM=—ﬁmu=—ww—mm=ﬂw—
— F(a).



Je-li konetnd a = b, je [f(x)dz = 0 podle (31) a F(a) —
~— F(a) = 0, takZe vzoreg (33) je také splnén.

Poznamenejme jeitd, %e vysledek nezivisi na tom, kterou
primitivni funkci vezmeme ve vzorci (33), nebot F(b) —
— F(a) = [F(b) + ¢] — [F(a) — c].

Véta 40 popisuje souvislost mezi urditym integrilem
a neurditym integrilem (primitivni funkei) oviem za pfed-
pokladu, Ze obojf existuje. Tato v&ta ndm umoZni vypoditat
hodnotu mnohych uréitych integrald.

Pitiklad 38. Spodtéme podle toho fz dz, ktery jsme jiZ

jednou stanovili dosti pracnym zpusobem v piikladé 35.
PonévadZ funkce F(r)= }a® mé derivaci F’'(x) =z pro
kaZdé z, je 4x* primitivn{ funkeci k funkei f(z) = x. Pak podle
véty 40 je

!a:dx:%b*—}a’

v souhlasu 8 vysledkem piikladu 35.

Nyni se soustiedime na methody, podle nichZ se hledaji
primitivni funkce. Ponévad¥ hleddni primitivni funkce je
tloha obricend k uloze najit derivaci dané funkce, mfiZeme
rovnice (21) aZ (29) z kapitoly IV piepsat pomoci primitiv-
nich funkei.

Necht f(z) a g(z) jsou dvé funkce, k nimZ existuji primi-
tivaf funkce F(z) a G(z), t. j. necht plati F'(z) = f(z), & (z) =
= g(z). Pak podle (21)

[k, F(z) + &, G(2)]' = ky F'(x) + ky G'(2) = Ky f(z) +
+ ks g(x).
To viak znamend, Ze funkece k, F(z) + k, G(z) je primitivni
funkce k funkci &, f(z) + %, g(:c) t. .

I12



Tk, f(@) + Ky g(x)] dx = &y F(=) + &, G(2)
¢ili
STk f(2) + k2 g(=)] Az = K, ff(2) dz + K, fg(2) dz. (34)

Ve zvli§tnim piipad® prok, = 1, ky = 1 nebo k; = — 1 dostd-
vime

[0 + 9@ do = [f@) da+ [o)dz, 00
Jif(@) — g(z)] dz = [f(z) dz — [g(z) dz.
Dile podle rovnice (24) je
[F(z) . Gz)) = F'(z) . Q) + F(2) . ¢ (),
t. j. funkce F(z).G{(z) je primitivn{ funkcef k funkei
F'(z) G(z) + F(z) . F'(z). Je tedy
F() . Gz) = [[F'(#) . 6(z) + F(z) . ¢'(2)) dz =
= [F'(z).G(x)dz + [F(z).G'(z)dz,

pokud oviem integrily [F'(z).G{(z)dz, [F(z).G'(z)d=
existuji. Oznadime-li kritce F(x) = u, G(z) = v, psdvé se
tato formule nejéastji ve tvaru

Juv' dz = wv — [u'vdz. (36)

Z rovnice (25) plyne [k F(z)]' = k F'(x), t. j. funkce k F(z)
je primitivni funkece k funkei k F'(z) = k f(z) &ili

[k f(z) dz = kff(z) da. (37)

Lze tedy podobnd jako pfi derivovéni ,,vytknout multipli-
kativn{ konstantu pfed znak integrdlu.

Z rovnice (27) plyne, Ze (z*+1)’ = (n 4 1) a®, kde n je celé.
Je tedy funkee z#+! primitivn{ funkei k funkei (n 4 1) z#, t. j.
= f(n+ 1)zrdz = (»n 4 1)fz" dz,

takie

mdz=""" pokud 1
f:c 1—m,P0u n -1,
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Tato rovnost platf jen v takovych intervalech, v nichZ je
2" definovéno, nebot jen v ta.kovych intervalech je funkce z»
spojitd. Je-li % celé, je to pfin > 0 pro ka?dé za pFin < 0
pro z = 0 (viz str. 24). Méme tedy vysledek:

f nde = (38)

n—+1

pro n =0 celé v intervalu (—oo0, ) a
pro n << — 1 celé v intervalech (— oo, 0), (0, ).

Specidlnd pro n = 0 je [dz = =.

Prvé z rovnic (28) k4, Ze (sinx)’ = cosz, t. j. sinz je primi-
tivni funkece k funkci cosr &ili fcosz dz = sinz. Podobnd
druh4 rovmice (28) pravi, Ze (cosz)’ = — sinz, t. j. cosz je
primitivni funkei k funkei — sinz &ili cosz = f(— sinz) dz =
= — [sinz dz. Dostdvdme tedy

fsinz dz = — cosz, fcosz dz = sinz

v intervalu (—oo0, 00). (39)

, Jo

Konend prvou rovnici (29), kterd zni (tgz)' = prve

1 .
moZno piepsat ve tvaru 2 dz = tgz, co% je sprivmé

v ka?dém intervalu, v némi je fun.kce 1 spopté. t. j. ve
viech intervalech (32k — 1) =, 3(2k -|— 1) n), kde k je libo-
. [ dz
f cos?s
dx —
sin’z
= — cotgz. To plati v téch intervalech, v nichZ je funkce
ﬁ- spojitd, t. j. v intervalech (kn, (¢ + 1) =), kde k je
opét libovolné &islo celé. Dostdvdme tedy

Podobng druhou rovnici (29) pfepifeme ve tvaru
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dx
siniz
v intervalech (krn, (k 4 1) x),

d=z — tox
cosir g

v intervalech (4(2k — 1) 7, 4(2k + 1) =),

Poznamenejme je5ts, Ze na pravych strandch rovnic (34)
a% (40) miZeme pfipsat libovolnou integraéni konstantu,
kterd v nich nenf uvedena. Odvozenych vzorei se pou#ivéa pfi
vypoétu neurditych integrdli. UkdZeme to na pifkladech.

Piiklad 39. [(22® — 3z + 5)dx = 2f2*dx — 3fz dxr +
+ 5fdz = 2a® — §2% 4 6z 4 ¢ v intervalu (—ao0, 00). Bylo
uzito vzorcﬁ (34) a (38); ¢ je integradni konstanta.

2 — cos®

Piiklad 40. | tg?zdz= sin T dz — 1 — cos Z 4
coszx " cos’x

L )az= [ &

cos’z cos?x
v intervalech (}(2k — 1) &, $(2k 4 1) =), kde % je ¢&islo celé.
Vypolet byl proveden podle vzorci (35) a (40).

Zejména Sasto uZivime vzorce (36). Postup jim vyjddfeny
se nejéastdji nazyvé integrace po édstech (per partes) a spodiva
v tom, Ze integrovanou funkei f(z) rozlozime v souéin dvou
funkei uv’, z nich% druhou volime tak, abychom ji dovedli
integrovat a aby byl integrdl f«'v dz na pravé strand vzorce
(36) jednodussi neZ integrél na levé strané. Uvedeme na to
pilklady. -

P#iklad 41. Abychom vypodetli integral fz sinz dz, polo-
Zime u = z, v' = sinx; pak je w' = 1, v = — cosz podle (39),
takZe

fxsinzdz = — zcosz — [l .(— cosz) dz = — z cosz +

+ feosz dz = — z cosz 4 sinz 4 ¢ v intervalu (—o0, 00).

— cotgz

kcels. (40)

— — fdz=tgz —z+ ¢
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P#iklad 42. Podobn® u¥ijeme integrace po: &4stech k vy-
pottu integrdlu [sin’c dz. PoloZime u = sinz, v' = sinz; pak
je w’' = cosx, v = — cosz, takZe

[sinz dz = — sinx cosz + fcos?r dz = — sinz cosr +

+ f(1 — sin%) dz = — sinz cosz | [dr — fsin®z dz =

= — ginw cosz 4 x — [sin’z dz.
Zd4nlivs jsme nepokrodili, nebof jsme dospsli k témuZ in-
tegrdlu, od ndhoZ jsme vysli. Aviak nalezeny vztah
fsinz dx = — sinz cosz + z — fsin*z dx

je rovnice, v nfZ je nezndmou integrdl [sin®x dz. Z ni uréime

fein%z dz = }(x — sinz cosz) 4 ¢
v intervalu (— o0, c0). Tu jsme je&td pFipsali integragni kon-
stantu c.

Chceme-li se pfesvéd&it o tom, byl-li vypodet proveden
sprdvnd, derivujeme nalezeny vysledek. Bylo-li poditdno
spravnd, musi byt tato derivace podle definice primitivni
funkce rovna dané funkei, kterou jsme integrovali. Tak tfeba
v piikladd 42 mdme

[4(z — sinz cosz) 4 ¢]' = }{1 — cos’r + sin®r) = sin’z
a to je skuteénd funkce integrovand.

Poditdme-li urdity integril, méZeme nejdiive urdit pii-
sluSnou primitivni funkei F(z) = [f(x) dr a pak u¥it véty 40,
podle niZ je

b
.,f {(z) dz = [F(z)]t = F(b) — F(a).

Znadka [F(x)]2 nebo uréitdji [F(x)]2=2 znadi, Ze mdme uréit
hodnotu funkce F(x) nejprve pro z = b a potom pro z = a
& druhy vyraz odelfst od prvého. Poditdme-li methodou po
Sdstech, miZeme vypodet urychlit tim, Ze obd meze dosadime
ihned, jekmile dostaneme ndjekou funkei, obsahujici in-

tegraln{ proménnou. Bude tedy
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b b
Juv' dz = [uv)e=? — [u'v dz.
a a

>
Ptiklad 43. Abychom urdili [cos®z dz, polotime u =
0

= cos®z, v' = cosz. Pak je ' = — 2 sinz cosz (viz cvid. 36;
lze také poditat podle vzorce (24), nebot u = cosz cosz),
v = sinz. Je tedy

i i

[ cossz dz = [cos?z sinz]ly + 2fsin®z cosz dz.

0 0

Aviak [cos’ sinz]'y = cos’jn sin}z — c0s%0 sin0 = O,
sin?r = 1 — cos?%z, takZe

in in i
fcostz de = 2f(1 — cos®z) cosz dz = 2 cosz dz —
0 i 0

in
—2 f cosdz dz,
0

n in
}cos’z dz = 3 [cosz dz = §[sinz]}y = 2.
0 0

Podle v8ty 40 viak nelze poditat zcela mechanicky. Vzorec
(33) plati za pfedpokladu, Ze existuje integril na jeho levé
strané, a o tom se vidy pfedem musime pfesvédéit. Je zndma
Fada vét, podle nich¥ lze rozhodnout o tom, zda ndjaky in-
tegrdl existuje. My jsme dokézali pouze jednu, podle nf¥ in-

b

tegral [f(z) dz existuje tehdy, je-li f funkce spojité v inter-

valu (;, b) (véta 33). V tomto pFipadd existuje také primi-
tivnf funkce na pravé strand vzorce (83), jak bylo dokézéno
na str. 109.

Chybny by tedy byl tento vypodet:
1
dz 17t
f?-=[—;]_1=—1+(—1)=—2,
21
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nebot funkce f(z) = 1 : 22 nen{ v intervalu (—1, 1> spojitd
(neni totiZ definovédna pro z = 0).

Cvident.
51. Vypodtéte integrily:

a) fz‘dz,b)f%, c) f(3a:—2)dz,

d) f(gfxz'_gx+1)dz, e) fz’(l—a:’)dz,

9 [ (a2

52. Vypottéte integrily:
a) f (a sinz + b cosz) dz, b) f ﬁ(t:)TZz_’ c) f cotg’z dz,

d cos2z d d=z
) otz e) Sinz cos’r |

53. Integracf po &istech urlete: a) Jz cosz dz,
b) [2?sinz dz, c) Ja3 sinz dz, d) fcos%z dz, e) [sinz cosz dz,
f) fsindz dz.
54. Utitim integrace po &istech doka¥te, %e pro n > 1 celé
v intervalu (— o0, c0) platf
fz* sinz dz = — 2" cosx + nfz"—1 cosz dz,
J2m cosx dz = 2* sinz — n f2"~1 sinz dz.

Odtud odvodte, e pro n = 2 celé v témZe intervalu je -

fan sinz dz = — 2" cosz 4+ na™-1 sinz —
— n(n — 1) fz"=*sinz dz,
fa" coszdz = 2" sinz + na"-1 cosz —

— n(n — 1) fz"—2 cosz dz.
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55. Methodou integrace po &istech dokaZte, Ze pro n > 2
celé plati
in in

fsin"zdz =2 ; 1 fsi.n"—’z dz,
0 0

= in

-1
f costz dz = nT_ f cos™—2x dzx.
3 .

0

56. Udejte takovou primitivni funkei k funkei f(x)=
= (3z — 2)?, kter4d a) pro x = 0 nabyvé hodnoty 7, b) pro
z = 3 nabyvd hodnoty 7.

57. Jsou-li f,(z), f4(Z), --., fa(z) funkce, k nim¥ existuji
v intervalu J, primitivni funkce, a &y, ks, ..., k, konstanty,
dokazte, Ze v intervalu J , plati: [[k, f,(x) + k. folz) + ... +
+ kn fa(z)] dz = Ey ff1(2) dz + kyffy(z) dz 4 ... +
+ ky, [fa(z) dz.

58. Uzitim vysledku cvié. 36 dokaZte, %e pro funkei f,
kterd mi v (otevieném) intervalu J, vSude derivaci, plati

L )
ff"(a:)-f(z)dx—ﬂT

proka#dé celé n > O vintervalu J, a prokaZdé celén << — 1
v t&ch ddstech intervalu J, v nich? f(z) ¥ 0.

59. OkamZitd rychlost pohybujictho se tdlesa je imérng
¢asu. Stanovte, jak zdvisi drdha na Sase.

60. Rovinnd kiivka md tu vlastnost, fe smé&rnice jeji
teény je piimo imérn4 soufadnici # dotykového bodu. Urdete
rovnici této kiivky tak, aby kfivka prochézela a) pofitkem
8 bodem A o soufadnicich 1, 1, b) bodem A o soufadnicich
1, 1 a bodem B o soufadnicich 2, 3.
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