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23. Jak tfeba volit hodnotu %, aby funkce

: :tr:sinl 0 0
fa) = z ¥

k proz=0
byla spojité v bods 0°? !

24. Pro které 2 nenf spojité funkee a) Bi;”x , b) :(:s’«’_”’f) ?

25. V kterych intervalech je spojitd funkce a) etgz,
b) cotgz?

. 7?4 2z . at—2—2
26. Nalezné&te: a)gmm, b) l.l_{l; P
8 4qd '
o) i 3z 428+ 1

z—+1 '(:t - 1)2
sm5z, b) umtg_a:' ¢) lim 1 — sinz
z g0 T

27. Urlete a) lim .
zoin M — T

z—0

28. DokaZte, Ze a) lim (

z—1

z—>4n ]'_t'gx
1 2 3 n
0)"];1'1:(;3'%-?4";;-{‘ --+;§ =3

29. Je-li funkee f(z) spojitéd v bodsé a, je i funkce |f(z)| spo-
jitd v bodé a. DokaZte.

30. Funkce f(z) a g(x) nejsou spojité v bodd a. MiZe se
stdt, Ze funkce f(z) + g(z) je spojitd v bodé a?

IV. DERIVACE

Nejddlezit8jsf misto mezi vlemi limitami zaujim4 limita,
kterou oznafujeme nézvem derivace. Definujeme ji takto:
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Derivaci funkce f v bodé a nazyvdme (vlastni)
limitu .
L f@ ) — f@)

h—0 k N

S pojmem derivace se setkivédme p¥i riznych tvahich fysi-
kilnich i geometrickych. UkéZeme si dva typické pitklady
takovych dvah. ‘

Piiklad 25. Mysleme si bod M, ktery se pohybuje f§o
pifmce. Jeho polohu uddvdme soufadnici # méfenou od uréi-
tého poddtku O. Tato soutfadnice se méni s dasem. KaZdému
dasovému vdaji ¢t odpovidd jedind a urditd poloha bodu M.
Soutadnice z je tedy funkei dasu ¢, t. j. x = f(f). Vezm&me si
dva &asové udaje, jejichZ rozdil je A. Prvni z nich oznaéme
a, druhy pak bude a + h. Je-li & > 0, znadi a + & okam#ik
pozd&jsi a a okamZik diivéjsi; je-li & < 0, je tomu naopalk.
Poditejme drahu, kterou bod M uraz{ za dobu k. V oka-
mZiku ¢ mé bod M soufadnici f(a), v okamZiku @ + » mé
soutadnici f(a + %); za dobu h tedy urazi dréhu f(a + h) —
— f(a). Podil

fa + B — f(a)
h

uddvd primérnou rychlost bodu M od okamZiku a do
okam?iku g - A, nebot je to drdha, kterou bod primérnd
uraz{ za jednotku &asu. Zkracuje-li se rozdil 2 obou &asovych
udajti a bliZi-li se pfi tom primdrnd rychlost limité

li;n fla + k) — f(a) ,
h—>0 h

nazyvame tuto limitu okam#itd rychlost bodu M v oka-
m¥iku ¢. Okamzit4 rychlost je tedy derivace funkce f vbods a.

Ptiklad 26.-Mé_jme‘funkci f spojitou v ur&itém intervalu.
Grafickym zndzorndnim této funkce je jakdsi kiivka y = f(z)
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(obr. 41). Soufadnice 2, ¥ libovolného bodu této kfivky jsou
vézdny rovnicl ¥y = f(z). Vezméme na kfivce libovolnd zvo-
leny pevny bod M; jeho soufadnice jsou a, f(a). Déle vytknd-
me na kiivce je§tdé dalsi bod P rizny od M; jeho soufadnice
oznadime a + &, f(a + k). Je-li bod P vpravo od bodu M,
je k> 0, je-li vlevo, je 2 << 0. Pfejdeme-li od bodu M do
bodu P, zv&tsl se soufadnice a
o piiriistek MN — h a soufad-
nice f(a) o ptiristek NP = f(a 4+
+ &) — f(a). Podil

NP  fa+ k) — f(a)

MN h
0 ;_'—a;h‘ uddvd smérnici pHmky MP.
BliZi-li se piiristek 2 k nule

Obr. 41 a bliZi-li se pfi tom uvedeny po-
dil limitd
( i @+ 1) — fl&)
h—0 h

nazyvime tuto limitu smérnice teény kiivky y = f(:c) v bods
M. Ptimku ¢ prochazejici bodem M, jejiZ smérnice je rovna
uvedené limité, nazyvime tenou kiivky y = f(z) v bodé M.
Smérnice tedny je tedy rovna derivaci funkce f v bodsé a.

Z toho je patrné, %e pojem derivace hraje zdkladni tdlohu
v mnohych problémech matematiky a fysiky.

. P¥iklad 27. Jako pifklad vypoéteme derivaci funkce
f(z) = 2 v bodd a. Plat{

h—»O h—»O h h—0
Nen{ viak nutno, aby kaZd4 funkce méla v kaZdém bods,

v ném? je definovdna, derivaci, nebof uveden4 limita nemus{
existovat.
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Véta 23. M4-li funkce f v bod& a derivaci, je v tom
bodé& spojité.
Dikaz. M4-li funkee f v bod& a derivaci, existuje (vlastnf)
limita
i fet P —f@ _
A0 h
Pak je
. . a4 k) — fla
lim [f(a + B) — f@)] = lin ["—i—,iil . h] =

— 1m0+ D 1@ oy p oo
k=0 h—0

Odtud plyne limf(a + k) = f(a) &ili limf(z) = f(a) a to znadi,
A0 =
%o funkee f jo v bod® @ spojitd.

Pozndmka. Tuto v&tu 1ze také vyslovit ve tvaru: Neni-li
funkcefvbod8aspojitd, nemd vndmderivaci. Vétase
vSak ned4 obratit: je-li funkce f v bodd, a spojitd, nemus{ mit
v tomto bodé derivaci.

PFiklad 28. Funkee f(z) = |z|, kterd je spojitd v bods 0
(viz ptklad 5), nems v tomto bodé derivaci, nebot

a) pro :¢:>O]ef(:1:)—a:ahm"—(-)—f—(o-2 limi—l;

h—0+ h h—>04 h
b) pro < 0 je f(z) = — z a lim Zﬂ;ﬂ)_
A—+0—

PongvadZ limita zprava neni rovna lmnté zleva, neexistuje
limita v bod® 0 (véta 3). To, Ze funkce f(z) = |z| nem4 v bod3
0 derivaci, jevi se také na jejim grafu: k¥ivka se sklédéd ze
dvou &4stf, kterd se stykaji v bodd 0, v ném¥ viak kiivka
ndhle méni sviij smér (obr. 13).
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Derivace funkce f v bodé z je limita ]im—/ =+ h}i — f=) ,
h—+0 -

kterd m4 jistou hodnotu; tato hodnota zdvisi na volbd &isla x.
Ke kaZdému &islu z, pro né% existuje derivace funkee f, je tak
piifazeno uréité &islo, toti% hodnota derivace funkce f v bod$
z. Je tedy derivace funkce f v bodé x opét funkef proménné z.
Je zvykem oznadovat derivaci funkce f znakem f’, takZe deri-
vaci funkce f v bodd z oznadujeme nejdastdji f'(x). Znadime-li
hodnotu funkece f v bodé z jedinym pismenem, tteba y, ozna-
¢ujeme derivaci znakem y'.

ProtoZe budeme Zasto poditat derivace, nebylo by vhodné
postupovat po kazdé tak, jak jsme to udinili v pifkladé 27.
Proto si odvodime ngkolik vét, jimi% se podftdni derivaci
usnadni. '

Véta 24. Derivace konstanty je v kaZdém bodé
rovna nule.

Dikaz. Jeli Hz) = k kde k je konstanta, je také f(x 4

+ k)= k. Pak
i [ET M =@ F— k0 kmo—o..

h—>0 h o B ho b h—0

Véta 25. Derivace funkce f(r) = z je v kaZdém bod&
rovna jedné.

Dikaz. Je-li f(x) = z, je f(x + h) = = 4 &, takZe
i fEEN =@ zthoe R mie
a0 h B0 2 a0 b aoo

Véta 26. Necht funkce f a g majiderivace f ag’. Pak

a) funkce k, f(z) + k, g(z), kde k, a k;, jsou dané &isla,
m4d v bodé x derivaci k, f'(z) + %, ¢'(x);

b) funkece f(z) . g(z) m4 vbod& x derivaci f(z) . g(z) +
+ f(@) . ¢'(=);
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c) funkce g(t:) mé v bodé x, pro n&jZ g(z) + 0, deri-
. _ g=)
vaci — ———.
g(x)

Dikaz. Platf

i 1@+ B — 1@ i J@ B — 9@

f(@) = Lim % » §'(2) = Lim 7
Potom
a) lim ky f(x + k) + ky g(x 4 b) — Ky f(z) — Ky g() —
h—0 . b »
—im [ fEER =@ gt B —gl) ]=
h—0 h h
h—-o h->0

—k,/(z)+k,g(z

b) Ponévadi f(z + k). g(x + k) — f(z) . g(x) = f(x 4 &) .
-g9(x + k) — f(2) . g(x + k) + f(2) . g(x + k) — f(z) . g(x),
proto
lim J&E 1R - glz+ k) — f(x) . g(&)

h—0 h

[f(r+ h) — 1(2)

g+ B + ). L2 """]

h-»o
== lim lﬁ:—h——ﬂi) . Hﬁg(z + k) +
A—0 . A-0
. B) —
+ f) 1m LTE DI i) g 4 f2) . '@,
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nebot podle véty 23 je limg(z 4 k) = g(z), jeZto funkce g
A0
je spojitd v bodé =. .
c) Je-li g(z) & 0, existuje okoli J, bodu x tak, %e pro
viecka z 4 k z J, je g(z + k) & O (v&ta 11). Proto
1 1
lim 9@ +h 9@ . 9@ —gleth)
B0 B 3vo - 9(@) - 9@ T )
. —1 9@+ k) — g(=)
= lim - . — =
o [ 0@ 9@+ B )
-1 . 1 . g(z+ h) — g(x) g'x) .
= .lim . lim = — .
9@) a0 9@ B hmo B (@)
Z odvozenych vét plyne ndkolik disledki, které si musime
pamatovat.

Oznadime-li f(z) = u, g(z) = v, lze vétu 26a zapsat ve
tvaru

)

(kyu + kov)’ = kyu' + kyv'; (21)
specidlnd prok;, = la %y = 1nebo k= — 1
(utv) =9 +¢, (u—v)=u —1. (22)
Odtud pro v = k, kde k je konstanta, podle véty 24
(w4 k) =o', (23)

co¥ se fasto vyslovuje slovy: aditivni konstanta (t. j.
konstanta, kterd se pfiéitd) pfiderivovdni odpads.

Podobné lze vétu 26b zapsat ve tvaru

(wv) = w'v + w'. (24)
Odtud pro v = k dostdvame
(ku) = k', (25)

*) g%z) znadf totés jako [g(z)]%.
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coZ vyjadiujeme slovy: multiplikativni{ konstanta (t. j.
konstanta, kterou se ndsobf) zﬁstévé. _pti derivovéni
beze zmény.

Konetné podle véty 26b a 26¢ je (1:—) = (u %) =

, 1 1\ w'  wv—uw .
—u.-;-i—u.(—v—) —T— P o2 ,t&kze
(ﬂ-) = u , pokud v £ 0. (26)
v v?
Déle dokdZeme vzorec
(™)’ = nan-1 (27)

platny pii celém n.> 0 pro kazdé z a pfi celém n << 0 pro
ka%dé z 4 0. Dikaz pro n > 0 celé provedeme tuplnou in-
dukei.

(1) ’ =1=1. 2° pro kazdé z podle véty 25 (viz vzorec
(4) na str. 24). Vzorec (27) tedy plati pro » = 1.

(2) Plati-li vzorec (27) pro néjaké =, t. j. je-li (z) =
= nz"~1, je podle vzorce (24)

(et =(z" .2y = (") .2+ 2.2’ =na"" 1.2+
N +2t.1=(n+1)a",

takZe vzorec (27) plati i pro » 4 1. Vzorec (27) tedy plati
pro ka?dé p¥irozené &islo n.

Je-lin < 0 celé, poloime n = — m, takZe m je celé kladné.
Dok4zali jeme, %e (z™)' == mz™-1, proto podle véty 26c pro
z %= 0 plati

(@) = (z-m) = (

1\ mam-1
F) =S = — mx~ ™" 1= par-1,

CEE
Vzorec (27) tedy plat{ i pron < 0 celé a proz + 0.
Vzorec (27) plati dokonce i pro n = 0 a pro z == 0, nebot
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tu je 2° = 1 pro kaZdé z, a pak podle véty 24 je (z%)' = 1' =
= 0=0.z"1; to je spravné, pokud z = 0.
Pro derivace funkef sinz a cosz plati
(sinr)’ = cosz, (cosz)’ = — sinz, (28)
jak si nyni dokiZeme. Podle vzorci (18) je

lim sin(x + k) — sinz 2 cos(x + ;h) sin ‘}h

= lim
h—0 h A0
. . sinth
= limcos(x + k) . lim = coszx;
20 a0 3R :

lim cos(z + h) — cosz — Yim = 2 sin(z + -}h)_. éinih _
h—0 h A0 h
= _limsin(@+ 3) . lm S2E g
h—0 h—0 %h
sin}h
nebot cosz a sinx jsou funkce spojité (véta 18) a lim Y =1
h-0
(vzorec (20)).
Na zéklads odvozenych vztahii ukiZeme, Ze plati
' 1 P 1
(tgz) = oz’ (cotgz) = — grac (29)

pro viecka z, pro né% se jmenovatel nerovna nule. Podle vzor-
cli (26) a (28) méme '

(bga) = (sin:v) . cos?z 4 sin’z 1

cosT cos?z ~ cos’z
pro z «}(210 + 1), % celé,
(cotgz) — (cos:z _= sin?xr — cos?z _ _1—
sinz sin%x sin%z

pro z = kn, k celé.
Na pfkladech ukédZeme, jak se uZivd odvozenych vzorei.
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Piiklad 29. (222 — L2+ x — 4)' = 62 — 1z + 1 podle
vzorel (21) a (27). '

axr + b)' alex + d) — (ax + b) ¢

cx + d = =

Priklad 30. ( s T dF

= (%%I:;—z pro z = — %— ac=*0 po&le vzorce (26).
Piiklad 31. (z cosz)’ = cosz — x sinz podle (24) a (28).
1 \V —cosz .
Priklad 32. | = iz pro z = kx, kde k je

celé, podle (26) a (28).

V pifkladech fohoto druhu je tfeba stanovit podminky, za
nichZ jsou uvedené vypodty spravmné (viz piiklad 30 a 32).
Neni-li uvedeno Z4dné omezenf, zna¥i to, Ze vypodet plati
pro kaZdé z (pfiklad 29 a 31).

N8kdy se mife stdt, e funkce nemd derivaci, nebot pii-
sludnd limita neexistuje, existuje vSak limita zprava nebo
limita zleva (viz piiklad 28). Pak fkdme, %e funkce md
v bod® z derivaci zprava (znalka f/ (z)) nebo derivaci zleva
(znadka f_(z)). Tak na prikla.d pro funkei f(z) = |z| je
fL0)=1, [ (0)= '

Je-li n8kterd z limit
i [EEN 1@ o fet B — )
h—+0 h v A0+ h
i [@+ B — f@)
S h

nevlastni, Hikdme, %e funkce f m4 v bodd z neviasini derivaci,
pHp. neviastnd derivaci zprava nebo nevlasini derivaci zleva.
Zpravidla viak slovem derivace rozumime derivaci, kterd
neni nevlastni a kterou ndkdy k zamezeni nedorozumém
oznadujeme nizvem derivace viasind.
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Nyni zavedeme novou definici:

rostouct
klesajict
kaZd4d dvd &isla z,, z, z tohoto intervalu, kterd
spliuji podminliu z, < x5, plati nerovnost

f(zy) < f(zy).
f(zy) > f(=z,5)

Piejdeme-li tedy od mensiho z, k vétsimu z,, hodnota
f(z) se u funkee rostouci zv¥taf, kdeto u funkce klesajici se

Funkeci f nazyvédme v tntervalu J,, kdyZ pro

zmen§{ (viz obr. 42 a 43). Funkes rostouci a funkee klesajicf
v intervalu nazyvime ndkdy spolenym jmémem funkce
monotonni.

Vedle pojmu funkce rostouci nebo funkce klesajicl v in-
tervalu zavedeme jest& pojem funkce rostouci a funkce kle-
sajici v bodé, a to touto definicf:
rostouct
klesajici
kové okoli J, bodu a, e pro viechna z<<a z J, je
(=) < f(a) f(=) > f(@).

{(z) > f(a) f=) < Ha).

Funkce zobrazens na obr. 44 je podle toho rostouci v bod¥

Funkce / se nazyvé v bod¥ a, 1ze-li udat ta-

aprovéechnaz >azd je
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a, nebot existuje takové okolf J ;. bodu a, Ze pro viecka 2z J ,,
_ktera jsou vlevo od g, je }(z) < f(a), kdeZto pro vBecka zz J ,
kterd jsou vpravood a, je f(x) > f(a). Podobnd je tato funkce
klesajici v bodd b a v bods ¢ je
opét rostouct, jak plynez vlast-
nostf okolf J3, pfes to, Ze neni
v bod3d ¢ spojité.
Oba pojmy musime od sebe
ndleZitd odliSovat: Je-li funkce
‘rostoucf v bods, je to pouze
vlastnost okoli tohoto bodu;
je-li funkce rostouci v inter-
valu, jde o vlastnost celého in-
tervalu. Souvislost mezi obéma pojmy osvétluje nédsledu-
jlci véta. '

V&a 27. Funkcefje

rostouci
klesajici
rostouci

kM®sajici

vintervalu (g, b) tehdy

a jen tehdy, je-li v ka¥dém bodd tohoto

intervalu.

Diikaz. Diikaz provedeme nejprve pro funkei rostouci.

1. Je-li funkece f rostouci v intervalu (a, b) a je-li ¢ libovol-
ny bod tohoto intervalu, pak pro ka¥dé z < ¢ z (a, b) je
f(x) << f(¢c) a pro ka%dé z > ¢ z (a, b) je f(z) > f(c); jo tedy f
rostoucf v bodd ¢. Funkee f je tedy rostouci v kaZdém bodd
intervalu (g, b).

2. Predpoklidejme, Ze f je rostouci v ka¥dém bod$ inter-
valu (@, b), ale neni rostouci v intervalu (a, b). Pak existujf
dva body ¢ < d v (a, b) tak, Ze f(¢) = f(d). PonévadZ funkce f
je rostouci v bods ¢, existuje v intervalu (¢, d) bod ¢, tak, e
f(e;) > f(c). Proto také f(c,) > f(d). Oznadme M mnoZinu
téch z z intervalu (¢,, d), pro n&% plati f(z) = f(c,). MnoZina
M neni prizdné, nebot bod ¢, do nf patii. Jeji supremum
oznatme y. Zfejmé je ¢; < y < d.

/
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Necht je y = d. To znamend, Ze v kaZdém levém okoli
bodu d existuje bod z tak, Zef(z) = f(c,) > f(d). Pak funkce}
neni rostoucf v bodé d, ale to nesouhlasf s pfedpokladem.
Nen{ tedy mo¥né, aby y = d. '

Je proto jistd y << d. Pak pro ka¥dé =, z (y, d) je f(z,) <
< [(¢,), nebot Zidné toto x, nepatii do M. Mezi body x,
z (y, d) viak existuji takové, ze f(x,) > f(y), nebot f je ros-
touci v bod& y podle predpokladu. Proto f(y) < f(c,).

Kdyby bylo y = ¢,, bylo by f(c,) < f(c,), ale to jisté neni.
Jo tedy urlité ¥ > c,. Aviak potom existuje levé okolf J,
bodu y tak, Ze pro viecka z z J, je f(z) < f(y), nebot f je
v bodé y rostouei. Mezi body x z J, je viak aspoii jeden ta-
kovy, ktery patii do M a pro ndjz je tedy f(z) = f(c,), nebot
¥ je supremum mnoZiny M a v kaZzdém levém okoli suprema
lezi aspofi jeden bod z mnoZiny M (viz str.12). Proto f(y) >
= f(cy), ale to také neni moZné, nebot jsme vyse dokézali, Ze
vidy musf f(y) < f(cy).

Viecky moZné polohy bodu y vedpu tedy ke sporu. Proto
neni moZné, aby v intervalu (a,b) existovaly dva body
¢ < d tak, aby f(c) = f(d), nybrZ pro ka%dé dvé hodnoty
¢, d z (a, b), které spliuji nerovnost ¢ << d, musf platit f(c) <
< f(d). Funkece f je tedy rostouci v intervalu (a, b).

Je-li funkece f klesajicf, vezmeme misto funkce f funkei g,
pro niZ plati g(x) = — f(z). Pak z nerovnosti f(z,) > f(z,)
plyne — f(z;) < — f(x,) &ili g(z,) < g(z,). Je-li tedy funkce f
klesajici (v intervalu nebo v bodd), je funkce g rostouci. Pro-
toZe v&ta plat{ pro funkce rostouci, plati i pro funkce klesa-
jlet.

O tom, je-li funkce v n8kterém svém bod® rostouci nebo
klesajici, Ize pohodlné rozhodnout na zdkladd derivace.

Véta 28. M4-li funkce f v bod® a derivaci kladnou,
jo v tom bodd rostouci, mé-1i v bod¥ a.derivaci z4-
pornou, je vtom bodé& klesajiei.
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Dtkaz. Polofme ¢ + kh = z &ili h = x — a. Pak
) 1im f@ & h) > @) _ i J@® — Ha)
fla)= .
h—rO z2—+a r—a
a) Je-li f'(a) > 0, zna,(‘.i to podle v&ty 10, Ze existuje ta-
kové okoll J . bodu a, %e pro viecka z = az J, je — f(x) / (a)>

> 0. Je-li z > a, je také f(z) > [(a), a je-li z < a, je /(:c) <
< f(a). Funkce f je v bod$ @ vskutku rostouci.

b) Je-li f'(a) < 0, znadi to podle téze véty, %o existuje ta-
fz ) f( )

kové okoliJ_bodu a, %e pro véecka z +a z J . je —————

< 0. Je-li tedy = > a, je f(z) < f(a), a je-liz < a, je f(z) >
> f(a) a funkce f je v bodé a klesajici.

Budeme se zabyvati t. zv. lokdlnimi extrémy, které definu-
jeme takto:

Funkce f nabyvé v bods a lokélniho ™ >4

Ize-li

udat takové okoli J, bodu a, ze pro véecka z+azd,

;o @) < fla)

/(=) > f(a).

Tak na piiklad funkce zobrazend na obr. 45, je% je defino-
véna v uzavieném intervalu (g, b), nabyvé v bodech d, e
lokdlntho maxima a v bodech
¢, g lokdlniho minima p¥es to,
%e neni v bodech ¢ a g spojitd.
V bod® f nelze mluvit o mi-
nimu podle na3{ definice, nebot
nelze udat takové okoliJ, bodu
f, aby platila napsan4 nerov-
nost. RovnéZz tak nelze mlu- gc de f g b
Vit 0 maximu v bod¥ b, po- Obr. 45

névad? tu nelze udat %4dné

okoli tohoto bodu, nejvySe jen levé okoli.
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Hleddme-li lokdln{ extrémy dané funkce, miZeme je hledat
jen v t&ch bodech, v nich% funkce bud nem4d derivaci, nebo
v nichZ je derivace rovna nule, nebot v t&ch bodech, v nich%
mé funkce derivaci kladnou, je rostouci & v téch bodech,
v nichZ mé derivaci zdpornou, je klesajici, jak pravi vita 28.
Nemize tam tedy nastat extrém. Hleddn{ lokélnich extrémi .
ndm usnadnf tato vita:

Véta 29. Je-li funkce f vbodéa spdjité alze-liudat
takové okoli J, bodu a, Ze / je v kaZdém bodé z < a

z J, funkof T°%°U%! o o asdém bods z>az J,
~ klesajicf .
funkciklesa]id’naby’vé funkce f vbodda lokélniho
rostouci, }
maxima.
minima.

Dikaz. Dikaz provedeme nejprve pro maximum. Pfed-
poklidejme, %e funkce f nem4 v bodé @ lokdlni maximum,
tedy Ze existuje v J, aspon jeden bod b = a tak, Ze f(b) =
2 f(a), aviak pro kaZdé z < a z J, je f funkce rostouci a pro
ka¥dé z > a z J, je klesajici. Jsou dv® moZnosti: bud je b < a,
nebo je b > a.

a) Necht je b << a. PonévadZ funkce f je rostouci v ka¥dém
bodd z << a z J,, je podle véty 27 rostouci v celé &isti okoli
J , kterd leZi vlevo od bodu a. Zvolme n&jaksé &islo b, tak, aby
b < b; < a. Potom f(b,) > f(b) a také oviem

(b)) > f(a). (a)

Vedle toho pro kaZdé =z, které vyhovuje podminkdm b, <<
< z < a, plati f(z) > }(b,).

Funkee £ je spojitd v bod¥ a, a proto limf(z) = limf(z) =

— f(a) (v8ta 3). ProtoZe viak f(z) > f(b,) pro ka?dé z 7 (b, @),
je podie véty 12 limf(z) > f(b,) &ili f(a) = f(b,), ale to odpo-

S0 —

ruje nerovnosti (a). Nenf tedy moZné, aby b < a.
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b) Musi tedy b > a. PonsvadZ funkece f je klesajici v kaz-
dém bod® z > a z J, je podle véty 27 klesajicf v celé &4sti
okoli J ., kterd leZi vpravo od bodu a. Zvolme néjaké b, tak
aby @ < b; < b. Potom f(b,) > f(b) & oviem opét

1(by) > f(a). (a)
Vedle toho pro ka%?dé z, které vyhovuje podminkim a <<

<2< by, plath f(z) > f(by). .
Funkce f je spojitd v bodé a, a proto limf(z) = limf(z) =

T—a z—a+

= f(a). ProtoZe v8ak f(z) > f(b,) pro kaZdé z z (a, b,), je

podle véty 12 limf(z) = f(b,) &ili f(a) = f(b,), ale to op&t od-
z—>a+

poruje nerovnosti (a). Proto nen{ moZné, aby & > a.

Z toho plyne, Ze pro Zidné b z J, nemiiZe byt f( f b) = fa);
proto v bod® ¢ musi nastdvat maximum.

Jde-li 0 minimum, vezmeme funlkeci g(z) = — f(z), kterd
jo v ka¥dém bodé z << a z J, rostouci a v kaZdém bodé
z > az J  klesajici. O této funkci jsme pravé dokdzali, Ze mé
v bod$ @ maximum, t. j. pro ka?dé z &= a z J, je g(z) < g(a).
Proto — f(z) << — f(a) &ili f(z) > f(a), taki funkce f m4
v bodd a lokdlni minimum.

Piiklad 33. Vysetime prﬁbéh funkce

flo) = -
Tato funkce je definovéna pro kaZdé z, nebot vyraz f(z) m4
smysl pro ka#dé z, a je spojitd v celém intervalu (— oo, 00).
Utvotme derivaci
) 1— 22

) = o

to opdt plati pro ka?dé z. Je-li 1 — 23 > 0, je f'(z) >0,
ajelil — 2%2< 0, je f'(x) < 0. Funkce f je tedy rostouci ve
vSech bodech, pro ndZ plati 1 — 2% > 0, t. j. [2| < 1, a klesa-
jici ve v3ech bodech, pro n&Z plati 1 — 22 < 0, t. j. || > 1.
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Podle znaménka derivace viak nemiZeme rozhodnout o pri-
bshu funkce f v bodech z = 4 1, nebot tam je f'(z) = 0.
Funkce f je viak v téchto bodech spojitd a v kaZdém bod¥
z + 1 jistého levého okoli bodu 1 je f(z) > 0 a v ka¥dém
bodd = 3= 1 jistého pravého okoli bodu 1 je f'(x) < 0, proto

Y
fba<0 -1 0 h X
: )Io>o T o
Obr, 46

v bods 1 podle véty 29 nast4vé lokélni maximum. Podobns
ukdZeme, %e v bod® —1 nastivd lokilni minimum (viz
obr. 46).

Pifklad 34. Podobng vydetfime funkeci
{(z) = [sinz].
Funkce je definovéna opdt pro kaZdé z, ale vzhledem k perio-
dicité funkce sinus se miiZeme omeziti pouze na interval

{(—a,n).Pro0 < z< n je |sinz| = sinzapro— 7z <2< 0
je [sinz| = — sinz. Proto

f(z) = cosx pro 0<z<m,
—cosTz pro — <<z <<0.

V bods 0 derivace neexistuje, nebot f, (0) =1, / (0) = — 1;
rovné? neexistuje derivace v bodech zx a — . Vedle toho je
f'(3x) = f'(— n) = 0. Ve viech ostatnich bodech derivace
existuje a neni rovna nule. Pro ka#dé 2 z intervali (0, 4x) a
(—m, — §7) je f'(x) > O, proto je tam funkce rostouci. Pro
ka%dé z z intervall (— }x, 0) a (3=, 7) je f'(x) < 0, proto je
tam funkce klesajici. Vzhledem k tomu, Ze funkce f je ve
vBech bodech spojit4, nastdvd maximum v bodech }»a — 4n
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a minimum v bodech », 0, — 7. Pritb8h se oviem periodicky
opakuje (obr. 47).
Tuto kapitolu ukondime ditkkazem dvou dileZitych vét.

a0 f0 10 fie0 fe0 ™

Obr. 47

Véta 30 (véta Rolleova). Mé-1i funkce f derivaci ve
viech bodech (otevieného) intervalu (a, b), je-1i ddle
spojitéd zprava v bod& e a spojitd zleva v bod& b
aje-lif(a) = f(b) = 0, pak existuje (aspori jeden) vnit¥ni
bod ¢ intervalu (a, b), pro ndjz f'(c) = 0.

Diikaz. Funkee f jo spojitd ve viech vnitinich bodech in-
tervalu (a, b), nebof v nich mrd podle pfedpokladu derivaci
(véta 23); v bodd a je spojitd zprava a v bodé b je spojitd
zleva, je tedy spojitd v uzavieném intervalu {a, b>. Nutno
rozeznivat nékolik piipadi:

a) Existuje asponi jeden bod z z intervalu (g, b), pro n&j#
f(z) > 0. Pon¥vad% funkce f je spojitd v (a,b), existuje
podle véty 21 bod ¢, v ndm¥ funkce f nabyva své nejvétsi
hodnoty M. Hodnota M musi byt kladné, nebot pfedpokldd4-
me %e existuje bod z, pro n&jZ f(z) > 0 a zcela jistd M >
= f(x). P¥itom ¢ 4 a a ¢ = b, nebot f(a) = f(b) = 0. Funkce
fnemiize byt v bod$ ¢ rostouci; kdyby byla v bodé ¢ rostouci,
musel by existovat aspori jeden bod z; > ¢ tak, Ze by f(z,) >
> f(c) = M, coZ neni mo¥né. Proto také funkce f nemiZe
mit v bodd ¢ kladnou derivaci podle véty 28. *) Musi tedy
f'(¢) < 0. Kdyby bylo f'(c) < 0, byla by funkce f v bod3 ¢

*) V&tu 28 moZno vyslovit ve tvaru: Neni-li funkce f v bodd a
rostoucf, nemé v ném kladnou derivaei.
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klesajici podle v&ty 28, ale to také neni moZné, nebof pak
by musel existovat takovy bod z, << ¢, pro ndjZ by bylo
Hzs) > f(c) = M. Musi tedy f'(c) = 0.

b) Druh4 moZnost je ta, Ze pro %4dné z z (a, b) nenf f(x) >
> 0. '

1. Je-li f(z) = 0 pro ka%dé z z (a, b), pak podle vdty 24 je
f(x) = 0 pro ka%dé z z (a, b) a véta je tedy spravnd.

2. Je-li pro nékteré z z (a, b)
C, hodnota f(z) < 0, pak — f(=) >0
! a pro funkei g(z) = — f(z) jsou
' G o splndny podminky odstavece a).
a ¢ \1./ Proto existuje ¢ tak, Ze g'(c) = 0.
I G Aviak g'(c) = — f'(¢) podle vzorce
Obr. 48 (25). Proto také f'(c) = 0. Tim je
. ) véta zcela dokizdna.

Geometricky vyznam v&ty Rolleovy je tento: JestliZe
funkce f spliiluje podminky uvedené ve vétd, existuje na
grafu funkce f mezi body a, b aspoii jeden takovy bod C, Ze
teéna v ném je rovnob&Znd s osou z (viz obr. 48, v ndm? jsou
takové body dva).

Véta 31 (véta o pfiristhu funkee ¥ili véia o stfedni hodnoté).
M4-li funkce f ve vBech bodech intervalu (a, b) deri-
vaciaje-livbod8aspojitdzpravaavbodd b spojitd
zleva, existuje (aspoi jeden) vnit¥ni bod ¢ intervalu
(@, b), pro n&jz plati f(b) — f(a) = (b — a) . f(¢).

Dikaz. Vezméme v ivahu funkei

F(z) = (b — a)[f(z) — f(@)] — (z — a)[}(b) — f(a)].
Tato funkce m4 derivaci
F'(z) = (b — a) . f'(x) — [/(b) — f(a)]
ve viech bodech intervalu (a, b), v bod8 a je spojitd zprava,
v bod® b je spojitd zleva a F(a) = F(b) = 0, jak se snadno
pFesvdddime. Funkce F tedy splfiuje podminky véty Rolleo-
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vy; proto existuje vnitfni bod ¢ intervalu (a, b) tak, Ze F'(c)=
=0, t. j. (b—a).f(c) — [f(b) — f(@)] = 0.

Také véta o piirlistku funkce m4 jednoduchy geometricky
vyznam. ProtoZe je b — a == 0, lze nalezenou rovnost psit

ve tvaru f (b) — Ha) .
—a

f'e)y=

Pravi strana je smérnice primky AB (obr. 49), leva strana je
smérnice tefny v bodd o soutadnicich ¢, f(c). Splituje-li funkce
f podminky v&ty o piristku funkce, existuje na oblouku
kfivky mezi body 4, B aspon jeden bod C tak, Ze teéna v ném
je rovnobéZnd s iimkou AB.

Z véty o ptiristku funkce plyne tento disledek:

Diisledek. M4-li funkce f pro viecka z z ndjakého
intervalu J, derivaci rovnou nule, pak pro kaZdé z
z J,plati f(z) = k, kde k je konstanta.

Ponévadz funkce f m4 pro viecka
x z J . derivaci, je spojitd ve viech
bodech intervalu J,. Jsou-li a, b
dva (vnitini) body z J, takové, Ze
a < b, je funkce f v bod$ a spojitéd
zprava a v bodd b zleva, MiZeme A
tedy na interval {a, b) aplikovat .
vétu o piiriistku funkce, podle niZ
existuje vnitfni bod c¢ intervalu
(a, b) tak, %e f(b) — f(a) = (b— a) . Obr, 49

- f(c). Av¥ak f'(c) = 0, nebof c je
vnitini bod intervalu J,, proto f(b) — f(a) =0 ¢&ili f(b)=
= f(a). To plati pro kterékoli dva body z, z;, z J,. Polo-
Zme-li f(z,)=k, je H(z)=k pro kaidé z z J,.

Cuidend.
31. Stanovte derivace funkei: a) 8z — 2z + 1, b) 1z 4

122~z + 2, ¢) (@ + 22— 3)(&* — z + 4), d)’”’b5
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a2+a: — 1)z — 2) _ 1 N
°) ad — a3 a+0, f) z—3 » 8) (x + a)z 4 b)’
| .
a=+0, b+0, h)(1+ )2, i) tgz — =z, ])-(Ez—, k) z?sinz,
. sin tgz 4 1
1) sinZz, m)l—sinz’n) tgz— 1"~
32. Jakou derivaci md funkce a)%, b) |z+ 1| + |=|,
z+1
c)‘z—l? .

33. T¥leso vrZené svisle vzhiru rychlosti ¢ se pohybuje
podle rovnice s = ct — }g1% pfi demZ s je dréha, ¢ &as, g
(konstantnf) zrychlen{ gravitadni. a) Stanovte okamZitou
rychlost télesa v okamziku ¢. b) V které vyii a v kterém oka-
mZiku je jeho okamZit4 rychlost rovna nule? c) S jakou oka-
mZitou rychlost{ dopadne téleso zpét do mista, z n&hoZ bylo
vrZeno?

34. V kterych bodech a pod kterym tdhlem protinaji osuz
kfivky: a) y = sinz, b) y = tgz, ¢) y = 2° — z?
35. Uplnou indukef doka¥te, %e
(Ryuy + Fgus + ... + kou,)' = kyu) + kguy + ... + ko,

kde ki, k,, ..., k, jsou konstanty a u,, u,, ..., 4, jsou funkce
prom&nné z.

36. Uplnou indukef dokaZte, %e pro n > 0 cel je
(@] = nfr-22) . f'(2),
kde f je funkece, kterd md v bodé z derivaci f'(z). b) Platf

vzorec i pro n < 0 cel€? ¢) Derivujte podle toho sin’z,

cosiz
(1 4 2z)%.

84



37. Uplnou indukef dokaZte, %e
(ul.uz...u,.)'__ uy u,
Up Uy U + + AR
pokud jsou jmenovatelé rﬁzni od nuly Odvodte odtud znovu
vzorec ze cvié. 36.
sudé§,
38. Funkce f se nazyvé lichs, '
definovéna v bodd z, je definovdna také v bodé —z a

f(—2) = f(=z)- . .
Na p¥. 2" pro n sudé nebo cosz jsou funkce
f—2) = — f@). N2 PR P ]
sudé, z" pro n liché nebo sinz jsou funkce liché.)
lichd
1 h' ® funkee j jo .da funkce
39. Stanovte body, v kterych je dand funkce rostouci
nebo klesajici, a body, ve kterych nabyv4d maxima nebo mi-

nima, v pfipadech: a) 23 — z, b) (22 — 1)?, c) d)

mé-li tuto vlastnost: Je-li

Dokazte vétu: Deriva.ce

+ I
(l )2, z+1, e) |[z+ 1+ |z—1], f) 24 sinz, g)
|sinz| + |cosz|.

40. Pomoci véty o piirlistku funkce dokaZte, %e pro 0 <
< z < {7 je a) sinx < 7, b) tgz > =

V. URCITY INTEGRAL

Budi¥ dédna funkce f definoveans pro viechna z z jakéhosi
intervalu (a, b) a v tomto intervalu omezend. Zvolme libo-
volnich n— 1é&isel 2, ,, ..., 2,_;, tak, abye < 7, < 7, <
<...< Ty < b, a pro uplnost jestd doplnime oznadeni
a= a:o, b = z,. Tim jsme rozdélili interval (a, b) na n dilgich
intervald (z,, -’"1)» {Zy, @), ...y {Tp_y, T,y (0br. 50, v n8mMY je
n=17). Délky téchto intervali oznaime Az, = z, — z,,
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