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10. INVARIANTY.

Budiz F(z,, z,, ..., ,) homogennf polynom stupné m-tého
proménnych =z, z,, ..., z,; jeho koeficienty oznatme na
tomto misté (oznadeni se v algebfe provddi podle jistych
zdsad tak, aby uZ z ného bylo patrno, jaky tvar m4 piisludny
¢len polynomu) jednoduse znaky a,, a,, ... Podrobime nynf
proménné z,, %,, ..., ¥, polynomu (fikime také: formy)
F homogenni linedrnf transformaci (v. odst. 6.)

x = CX. (120)

Forma F(z,, z,, ..., z,) tim pfejde ve formu novych pro-
ménnych X,, X,, ..., X, téhoz stupné m, jaky mél pivodni
polynom — znaéme tuto novou formu znakem &(X,, X,, ...,
X,) a jeji koeficienty symboly a,’, a,’, ... Kazdd funkce
f(ay, a,, ...) pivodnich souéinitell, pro kterou plati vztah
— C znadi modul transformace (120) —

/(alli %'» )= Cw/(alv gy - ), (121)
se jmenuje snvariant dané formy F a to invariantem vdhy w.

Viimneme si tu jenom zcela béZnych invarianti, abychom
ukézali i zde uZitednost determinantd a matic. Musime si
viak byti védomi toho, Ze poditdni s invarianty vyrostlo
v celou velmi rozsdhlou theorii, v niZ hraji nemalou roli na
pfiklad také parcidlni diferencidlni rovnice (Cayley, Journ.
f. Math., 1854) a téch nékolik pfpadi, které miZeme
v tizkém rdmci této knihy uvésti, pfedstavuje jen nejprimi-
tivnéjsi prvopodatky celé theorie.

Také v pHpads, kdy je déno vice forem, miZe miti jistd
funkce jejich koeficientdi vlastnost vyjédfenou vztahem
(121). Rikéme pak takovéto funkei simultdnni invariant
danyjch forem.
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1. Soustava n linedrnich forem v n proménngch.

Budi? dén systém forem y,,y,, ..., y, proménnych z,,
Z, ..., £, maticovou rovnici

y = Ax. (122)
Transformaci (120) pfejde v soustavu
y = ACX = A'X, (122)
pfi ¢emZ ovdem plati
A’ = C4; (123)

je tedy determinant systému linedrnich forem (122) jejich
simultdnnim invariantem védhy 1.

2. Forma bilinedrni.

Bilinedrni forma s maticovym obrazem (v. odst. 6.)
xAy (124)

pfechdzi homogennimi linedrnimi transformacemi (kogre-
dientnimi)
x=CX, y=CY

opét v bilinedrni formu s obrazem
XCACY = XAY.
Plati proto vztah

A’ = C?*4, (125)
ktery ukazuje, Ze jest determinant bilinedrni formy dvou fad
proménnych invariantem vihy 2 viiéi véem linedrnim homo-
gennim a kogredientnim transformacim obou fad pro-
ménnych.

3. Forma kvadratickd.

Dand kvadratickd forma s obrazem
xAx (126)
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pfejde homogenni linedrni transformaci (120) v novou,
jejiZ obraz jest
XCACX = XA'X
takZze mdme
A’ = C*4. (127)

Je tedy diskriminant kvadratické formy invariantem vdhy
2 viéi kazdé homogenni linedrni transformaci proménnych.

Systém ¥y, ¥5, ..., ¥, linedrnich forem adjungovanych
k dané kvadratické s obrazem (126) ma v maticové symbolice
rovnici (122) a vzorec (122’) nds pouluje, Ze je diskrimi-
nant A formy simulténnim invariantem védhy 1 pro systém
linedrnich forem k oné kvadratické pfidruZenych. Je oviem
nutno déti dobry pozor, aby nedoslo k omylu: Linedrnf
formy adjungované ku kvadratické formé transformované
linedrni substituci (120) nejsou rovny formdm, které do-
staneme, jestlize podrobime téZe transformaci (120) systém
linedrnich forem piidruZenych k ptvodni formé kvadra-
tické — ukaZte si a ujasnéte tuto véc pomoci maticového
podtu. Pfi transformaci kvadratické formy se tedy jejf
linedrni adjungované formy netransformuji zdroven ve
formy pfidrufené k nové formé& kvadratické — Fikdme
struéné, %e adjungované formy nejsou kovarianty dané
formy kvadratické.

Srovndme-li navzdjem obraz poldry
yAx (128)
kvadratické formy plvodni a obraz
YCACX (129)

polary k forms transformované, vidime, Ze tento novy obraz
(129) vznikne z pivodnfho (128) stejnou transformaci obou
fad proménnych, jaké jsme pouZili pfi transformovéni pi-
vodni formy kvadratické. Je tedy poléra kvadratické formy
jejim kovariantem.
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4. Forma kvadraticka a linedrni.

Budi F(z,, x,, ..., z,) kvadratickd forma s maticovym
obrazem (126) a déle L(z,, z,, ..., z,) linedrni forma

n
L= Zb,-a:‘.
i=1
Sestrojme si nyni formu kvadratickou o » 4+ 1 proménnych
|=F+ 2x,,,L (130)

a podrobme ji homogenni linedrni transformaci s matici

€11y €12y ++vs Cipy O
Co1y Caay +:-» Comy 0

L ) (131)

0, 0 ..,0 1

Z piedchozich uvah vime, Ze se pfi této transformaci nd-
sobf diskriminant formy (130)

@11y Gqgy ooy Bppy Dy

Ay1y Gagy --+; Gan, by
................. PG =0ag, L, E=1,2,...,m (132)

pouze &tvercem C,? determinantu C,, t. j. &slem C?. Podle
tvaru nadf transformace (131) miZeme tento vysledek vy-
sloviti zfejmé také takto: Vyraz (132) je simultdnnim in-
variantem forem F a L viéj libovolné linedrni homogenni
transformaci (120); je to invariant vdhy 2.

Pfejdou-li pii takové transformaci formy F, L v nové @,
A 8 koeficienty a;,’, b, 1ze invarianci determinantu (132)
psiti podle theorie determinantt vroubenych také ve tvaru

zA‘k'b"bk' = Cﬁ . ZA‘kb‘bk.
5,k 1,
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5. Forma kvadratickd a 2r linedrnich.

Budiz vedle kvadratické formy F z pfedchoziho odstavce
déno je#td 2r forem linedrnich

n n
L, =.Zbl,,-a:,-, 0=12..,n4, =de,~z,-, o=12..,r
i=1 i=1 (133)
DokédZeme si snadno, Zze je determinant
@y, Gyay ooy Bygy bygy ooy by
Qg1 G +-+s Doy by -y bpg
anl» a’nz’ ey anm blm vty bru (134)
dllt dlz) bR ] dlm ) ’ 0
dpyy drgy oo dymy O, .. 0

vidi transformaci (120) invariantem vdhy 2 simult4énnim
pro formy F, L,,....L,, 4,,..., A,.

Tento determinant je totiZ determinantem bilinedrni
formy

1,n r r
ztaikxl'yk + len+o/lo(?/) + Zl?/n+0La(z)
1, e= Q=

proménnych z,, z,, ..., o4, Y1, Yay -+ Yntr Podrobime-li
je kogredientnim transformacim

€1y -+ Cpmy 0, ..., 0

kde jest potet vroubicich fddki i sloupct roven r, ndsobf se
determinant (134) podle odstavce o invarianci determinantu
forem bilinedrnich pouze &fslem C,2 = C.
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8. Dvé formy kvadratické.

Budte ddny dvé kvadratické formy

Ln

1,n
F(x) = Zian-‘”‘zm @y = ay; G(z) = Zkbu-‘tszm b = by (135)

s,

Zcela snadno si pro nd uréime n» 4 1 simultdnnich invariantd
tim, %e vezmeme v tvahu kvadratickou formu F 4 AG
(A zcela libovolné) ze svazku uréeného obéma formami da-

nymi.
Determinant této formy jsme uZ poznali v prvém oddilu —
byl tam uveden ve vzorei (54) — a nalezli jeho hodnotu

Ig+ Ay + 22, + ...+ Av M, + A0,

Z té okolnosti, Ze je tento diskriminant formy F 4 AG in-
variantem vadhy 2 a Ze je A libovolné, plyne, Ze velidiny —
jejich konstrukce popsina v prvém oddilu —

I 1, Iy . Iy, I, (136)

jsou simultdnn{ invarianty vadhy 2 obou forem F a G viéi
transformaci (120).

7. Kvadratické formy v podtu m.
Z danych m kvadratickych forem

,n

Fylzx) = Z‘au‘”x‘xk; e=L2..,m
L

vytvoime pomocf libovolnych soudiniteli 1, 4,, ..., 4,, formu
novou

1L,n »

F(z) = 2 AFola) = 2En2han®, =1 (137)
o=1 s, e=1
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Jeji diskriminant
M + 4.8, _‘L A Ay, ™, ...
( ) @ 4+ (m)
D(AI’ la- teny Am) = + lzan : + lmazl ) e

................................

anl(l) + ;.2(1,"1(2) + ... + lma'nl(m), v
a1,V 4+ 1,0, + ... + Ana,,M™
B2 + 198D + ... 4 A3y, ™

b Cun® + 4,0, @ + . Aa,,™

jest polynom proménnych 2,, 2, ..., 4,, stupns n-tého a jest,
jak vime, invariantem vdhy 2 vi&i transformaci (120).
Proto také kazdy z jeho koeficientdi, téch je obecnd
n+m—1
( m—1
Velmi &asto se vyskytuje piipad m = 3, n = 2; jde tedy
o tii kvadratické formy po dvou proménnych. Mdme zde

D(lz, }‘3) =

an® 4+ 4,8,® + 230,,®, ;™ 4 4,2, + 40, | _
8y + 49835 @ + 1305, ®, @y 4 21,85, 4 2305, |

(e o ) hat

), je invariantem védhy 2.

a,;, M, a,®

an a,M, a;,M

an®, a5,® ay ™, ap® ay®, agy®
+ ( 2,®, ,,® a,W, a,,M ) A+ ay®, 4|
ay®, ay,™ an®, a,® ay®, a;,®

a3 g..(3
CA2 4 | T Ta2

2 0’21(3): a,zz(a)
au(2)’ alz(3)
ay®, a;,®

.132+

n ( ) gy

Ze jsou invariantnimi koeficienty p¥i 4,2, Ag? a &len abso-
lutni, vime uZ z diivéjska, jsou to totiZ diskriminanty fo-
rem F, Fy a F,. Zato viak dostdvime jako vysledek in-
varianci koeficientd v ostatnich &lenech.

2, ®, ay,®
am(a), a%(z)
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8. Forma bindrnd.
Bindrni forma (90), t. j.

/= E(y.w + 8,9),

ptejde transformaci
z=cyX + €Y, ¥y = cuX + ¢cyY (139)
vV novou

F = 1_—![(0117- + €30)) X + (craps + €206,) Y] =

(X + 4,Y).

v=1

Jeji diskriminant — faktor (—I1)H#n—Dlyn—2 nebereme
v ivahu — mé hodnotu

1,n
p=[lora—a,ry=

u<v

- ﬁ cu¥u + cudu ouys + uds rz
u<v! C12¥ g + 6226/,, C15¥» + Cae0y
- ﬁ ‘11> C21 2. Yuw 6/4 2
u<y Ciz» Caz Vo 67 ’
&ili
1,n 1,n
1:[(1“,,4. — AT = v U(y,,a, — 3,2 (140)
u<y u<y

Vidime, Ze je diskriminant bindrni formy =»-tého stupnd
invariantem vdhy n{(n — 1) vidi homogenni linedrni trans-
formaci (139) jejich prom&nnych.
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9. Resultant dvou bindrnich forem.
Transformaci (139) pfejdou bindrn{ formy

/= ﬁ(?,ﬂ +6y), 9= E(m + Ay)
v nové
F= f_}l(r,,x +4,7), 6= i]l(K,X + A7),
kde jest

Fp =Yy + 621614' Ap = C1g¥,u + ‘7226/‘;
K., = C11%» + 0211,, A' = Cy9¥y + cznl,.
Platf tedy déle

y— K, = ¥y + 0216,‘, C12¥u + 6226;4 _
PpA A,u Cu¥y + €y, Cpa¥y + Coply

__ {6 |}’ , ] _ .

- c12) czz ”'F, }.:‘ - 0(‘}//‘},’ 6va),

takZe pro resultant R(F, @) transformovanych forem mdme
R(F,¢) =[] —4,K)=
u,v
= "] [(y b —8,0) = C™*R({}, g). (141)
v

Tato rovnice ukazuje, %e jest resultant dvou bindrnich
forem stupiili resp. m, n invariantem vdhy mn vidi trans-
formaci (139).

10. Symbolika Aronholdova.

Ve v&dich matematickych a fysikdlnich se uZ odeddvna
uZfvd symbolickych poéetnich method. Jejich spoleénym
podstatnym rysem jest vhodnéd ndhrada velidin a operaci
danych jistymi velitinami a operacemi symbolickymi tak,
aby matematickd préce s témito ,,obrazy‘ byla snazii a
prithlednéjsf, nez tomu jest v oboru veli¢in piivodnich. Jako
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pfiklad takovychto method uvedeme zndmé pouZiti La-
placeovy integrélni transformace, kde se misto pivodnich
funkei berou do poltu jejich Laplaceovy obrazy, dalim
piipadem tohoto druhu jest feSeni nékterych problémi podtu
pravdépodobnosti pomoci vytvofujicich funkei (zndmé La-
placeovy ,fonctions génératrices*‘), analogické prvky vy-
kazuje té% komplexni methoda elektrotechniki, Schwarzova.
Christoffelova methoda sdruZenych funkei a fada dalsich
podetnich zplisobi. )

Také algebraické ivahy spély mnohdy stejnou cestou. Zde
se zminime alespofi o jednom pfipadé tohoto druhu, ktery
mé svrchovanou dileZitost v theorii invariant®, forem atd.
Zékladni myslenka je ta, Ze po¢itdme podle potieby misto
8 bindrni formou

n
Zoﬁ‘ WV T (142)

n-tého stupnd radéji s jejim obrazem, k ndmuZ podle wvah
Aronholdovych (Crelle’s Journ. sv. 39 a 55) dosp&jeme
takto:
Bindrnf formu (142) n-tého stupnd v proménnych =z,,
z, pifeme ve tvaru
n

fulxy, 2) = Zo (:) a,z,"x, (143)

v=

a jejim ,,obrazem'' F (z,, x,) nazveme kterykoli z vyrazd

(@12 + ;)" = a,”, (b + byz,)™ = b,",
(611 + %) =%, (dy2y + domy)” =&, ... (144)
Veli¢iny a,, a,, b,, b,, ... jsou pouhé symboly, budeme jim
fikati symbolické koeficienty formy (143) na rozdil od sku-
teénych jejich koeficientd a,. Skuteény soulinitel a, je pak
symbolicky vyjddfen kterymkoli z vyrazd a,"—a,,
b " by, " Ve, di"vdy?, ... tuto skutetnost budeme za-
pisovati vzorci
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a, == o,"ay¥, @, = b," by, a, == ¢," ¢y,  (145)

@, = d,"—dy, ...
Okolnost, Ze m4 ptvodni bindrni forma f,(z,, x,) — &asto
pro ni pouzijeme pojmenovani ,origindl‘“ — za svij obraz
vyraz F,(z,, x,), tuto skutednost budeme se zfetelem ku

zvyklostem technické praxe vyjadfovati kterymkoli ze
vztahl (zdmény s oznadenim matic se neni tfeba obdvati)

Fo(zy, 75) = Alfalzy, 22)},

/n(xla 372) = Aﬂl{Fn(xlt 5‘2)}- (146)
Tato symbolika neni sice zavedena v odborné literatufe
matematické, technikiim vSak prokdZe bez nejmensich po-
chyb cenné sluzby a usnadni pochopeni toho, co jest na
véci podstatné a to svou alespori formélni analogii se zobra-
zovacimi pochody technické praxe: Pravé tak, jako vyjadfu-

je inZenyr zndmy symbolicky vztah

L{f(t)} = F(p) = z:)f 1(t) e—7t dt

slovy: ,,Funkce F(p) je Laplaceovym obrazem k origindlu
f@)*, miZe bez obav vyjadfiti relaci
A{fa(@y, 75)} = Folzy, )
réenfm: ,,Vyraz F,(z,, z,) jest Aronholdovym obrazem k bi-
narni formé f,(z,; z,).
Utelnost té skuteénosti, %e je k dané bindrni formé& (143)

ve smyslu vztaht (144) pfitadéno vice ,,obrazii‘‘, se objevi
v dalsich tdvahéch.

PFtklad 27. Danou bindrni formu (143) s obrazem a " =
= (#,7, + a,r,)" podrobme transformaci
Ty = yu¥r + V1Y T2 = Pal1 + Vel (147)

Stanoviti symbolické koeficienty 4,, 4, formy @,(y,, ¥;)
timto zpisobem z f,(z,, ,) vzniklé.

Nové forma bude miti tvar

96



PalY1 ¥2) = falPu¥s + V1e¥e Yt + Vael¥a) =

= Zo (17:) @yt + 719Y2)" ™ (Yt + Vasla)

a jeji obraz @, (y,, y,) dostaneme tim, Ze skutedné koefici-
enty @, nahradime podle rovnic (145) symbolickymi a. Vy-
chdz{ postupné

n

n
Py, ¥a) = ZO (v) a," " (YuYr + V1Y)

-(ath + Ya¥s) = [(yuo + y28) Y1 +
+ (71281 + V2222) 12" = (A1, + Agye)™ = 4%,
takZe mdme vzorec
D,(y1, ¥o) = (Ayyy + Aayn)™ = Ay™ (148)
hledané symbolické koeficienty 4,, 4, jsou pak dény vztahy
Ay =y + Yuls, A; = Y120 + Yy (149)
Priklad 28. Pomoci symbolickych koeficientd formy

fo(@y, Ta) = @y2y® + 20,77, + ag2g? (150)
vyjédfiti vyrazy
D = aa, — ap?, (151)

E=(— 60 + dl + az)(d()—&l + ‘iz)(‘io + &'1 - &2)-

Napfed upozornime na tuto dileZitou skutednost: Symbol
pro vyraz na pitklad @z, musf oviem byti toho druhu,
abychom z ného mohli jednoznaénd pfejiti nazpét k vyrazu
pivodnimu. Mechanickym zobrazenim podle (145) bychom
dostali

ag'a, == (a,%)? a;® = a,'a,?
a zmin&ny zpdteéni pfechod by nebyl jednozna&néd provedi-
telny. PiSeme-li totiZ
a,a = aa,. 0, .02 = a,t. a),

dostdvédme dva rdizné , origindly‘:
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‘iodlz» c_l’ode'

Této obtiZi se vyhneme tak, Ze misto jediné dvojice sym-
bolickych koeficientt a,, a, pouZijeme pfi zobrazovani to-
lika réiznych dvojic, kolik m4 zobrazovany vyraz skuteénjrch
(to jest nikoli symbohckych) faktord a@. V naSem piipad
ao a, = 0, . 0, - 4, jsou takovéto faktory tii a proto pouil-
jeme tii dvojic symbolickych soutinitelt: a,, a; by, by; ¢4, €.
Dostaneme tak

aya, == a,%;%,?
a vySe zmfnény zpétny pifechod je nyni zcela jednoznaény.

Zobrazeni vyrazfi (151) nedini po této piipravé Zidnych
obti#i. Pro D dostdviéme bud

D = a,a, — a,* == a,’b,* — a,a,b:b, = (a;b, — a.b)) a1b,,
nebo ekvivalentni vyraz

D = b%a,2 — b,ba,a, = (ab, — a,b,) ab,.

Seétenim obou téchto formulf dostdvdme jednoduchy

symbolicky vztah
D = a\a, — a,* == }ab, — azb, )% (152)

Zobrazeni velit¢iny E provedeme pomoci t¥i dvojic sym-
bolickych koeficientdi a najdeme
E = (—a® + aya, + a?)(d* — byby + bP)(e,® + €405 — o).
Zpiisobem obdobnym k tomu, jenZ vedl k odvozeni vzorce

(152), bychom dostali vedle uvedeného symbolického vztahu
pro £ jesté pét daldich s nim rovnocennych.

K zobrazeni formy (143) pouZijme nyni dvou fad symbo-
lickych soudiniteld, takZe jest

A{fﬂ(xli xz)} = a;" = bz"

a transformujme ji linedrni substituci (147). Obraz @, (y,, ¥,)
transformované formy ¢,(y,, ¥,) pak bude podle vysledku
pr. 27
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din(?/l) Y2) = Al/” = an,
kde jest
Ay =yt + Y, Ay = Y1201 + Vasly
B, = yuby + paubs, Ba = y12b; + Vasbss
plati tedy (viz pravidla o ndsobeni determinantd v prvém
svazku) vztah

4,, 4, — I}’m Yiz{ (% G| _ p % G|
v By Vi2s Vs by, by v by
Zavedeme-li ¢asto pouZivanou zkratku
My, Mo | _
e T | = (mm), (163)

nabyvd pfedchozi rovnice tvaru
(AB) =T'. (ab); (154)
- pki tom oviem znaéi I' modul transformace (147).

Symbolické koeficienty a, b bindrni formy (143) souvisi
tedy se symbolickymi soudiniteli 4, B formy vzniklé z nf
transformac{ (147) vztahem (154).

Pomocf této skutelnosti najdeme snadno ddlezity in-
variant dané formy (143). Jest jim vyraz, ktery mé za svilj
symbol mocninu

< n
(ab)* = 2,;(_'1)" (,,) 4" a,"by by,
t. j. vyraz
Io=D(—1y (:‘) B s; (155)
v=0

podle vztahu (154) je to invariant véhy » vii¢i transformaci
(147).

Pro lich4 » jest I,, = 0, jak ukazuje tento jednoduchy vy-
podet:
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2m
Ippiy = Z(—l)' ( + )aﬂamﬂ—w +

2m+1 9 n_
+ 2 (—1)”(m+ )a’va2m+1—l’=

v=m+1

m 2 1 _
= Z("‘l)" ( + ) om+1— —

2m + 1 _ ~
—QZ:(S_I)Q (2m + 1 — e) a’2m+1—9a«9 = 0;

proto predstavuje vyraz I, skutednou invariantni funkei
soudiniteli @ dané formy (143) jen pro piipad, Ze jest tato
sudého stupné. Tak dostdvidme pro

n=2 I,=2(aa,— a2,

n=4: I, = 23, — 48,3, + 3a,%), (156)

n=6: I,=2(a,as— 6a,a; + 15a,a, — 10a,?).

Jeito zprostfedkuje transformace (147) rovnost mezi
symbolickymi vyrazy
A, = Ay + Agys, 0 = 0,2, + 057,

tedy
4y = a,,
miiZeme vzhledem k (154) psati
(AB)?A,B, = I'®(ab)?a,sb,’. (157)
Pro

gq=r=n—p
jest pravd strana vztahu (157) symbolem pro jistou funkei
h(z,, z,; @) proménnych z,, z, a skutednych koeficientd a
puvodnf formy f,,(zl, z,), jeho levd strana pak symbolem pro
funkei h(y,, y,; 4) proménnych y,, y, a koeficientt 4 trans-

formované formy @,(y,, ¥.). Plyne tudiZ ze vztahu (157)
rovnice
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by, 5 A) = I? . bz, z5; @) (158)
a funkci h(z,, z,; @) nazyvéme kovariantem formy (143)
vidi transformaci (147) a to kovariantem véhy p.
Tak jest ku pifkladu vyraz

(@b)’azb,

symbolem pro kovariant véhy 1 u formy f,(x,, z,). Skuteény
vyraz pro tento kovariant dostaneme pfechodem k piivodnim
soudinitelim a; vychdzi

2[(@o2; — a,%) 2,2 + (@23 — 813,) 2175 + (2,85 — @y?) 2,7).
(159)
Analogicky jest
(ab)? (ac) beo.?
symbolicky vyraz pro kovariant vihy 3 téZe formy f,(x;, x,).
Jeho skutednd hodnota jest
(3a,a,a, — ala; — 2a,%) z,° —
— 3(aya,a; — 2a,a,2 + a,%a,) z,*z, +
+ 3(808,85 + 6,0,° — 2a,°8y) 7,7,* +
+ (@0a5® — 3a,a,05 + 2a,°) z,*. (160)
U% z téchto nékolika ukdzek je patrna plodnost a G&elnost
symbolického poéitdni Aronholdova. Daldim rozvedenim a
dislednou aplikaci této symboliky lze dokonale vybudovati

celou theorii invariant (podrobnosti nalezne ¢tendi v knize
P. Gorpax, Invariantentheorie).
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