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4. SOUSTAVA m LINEARNICH ROVNIC O n
NEZNAMYCH.

Soustavu m rovnic pro neznémé z,, z,, ..., r, pifeme ve
tvaru

n
Dayt, =b, i=1,2 ..m (23)
v=1

a predpokldddme, Ze neni homogenni, t. j., Ze asponn jedno
z &sel by, b,, ..., by, je rizné od nuly.

Ptipojime-li k matici soustavy jes§té (n+ 1)-ni sloupec tvo-
Feny &isly by, by, ..., b,,, dostaneme t. zv. matici rozsife.
nou a platf pak o feditelnosti soustavy (23) tato vieobecnd

véta 7. (Frobeniova): Nutnd a postaujict podminka pro
feditelnost soustavy (23) je ta, aby matice soustavy a matice
roz§ifend mély stejnou hodnost.

Dikaz. Je-li soustava Feditelnd, ukazuji rovnice (23),
ze (n + 1)-ni sloupec roziifené matice je linedrni kombinaci
prvych n jejich slouped, takZe jsou opravdu hodnosti obou
matic, o nich? véta Frobeniova mluvi, stejné (v. vita 11,
tdst prvi).

Maji-li naopak ob& matice stejnou hodnost A, pak také
matice

Gy, Qg -+ Ay 13y Gy -5 Oy
12y Qagy -+ Oy 13y Qags «- 5 Cmg
.............. a c et ss et saaes
1y Tops > Bmn Qiny Cans » @mn

by, b ..., bn

maji tutéZ hodnost 2 a v prvé z nich 1ze nalézti podle véty
1. pravé h nezdvislych Fddkd, jichZ jsou vdechny jeji
ostatni fddky linedrnimi kombinacemi. T&chto & fidkd je
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oviem nezdvislych také, kdyz je poditdme k matici druhé
a jezto také tato md hodnost %, je kazdy jeji dalif Fddek
linedrnf kombinaci onéch % spolu nezdvislych. Také fddek
by, bg, ..., b, je tedy jejich linedrni kombinaci a tudiZ také
linedrni kombinaci vSech fddkd matice prvé. To viak znaéi
(v. definici linedrni kombinace, vzorec v prvém (11) dilu),
%e je soustava (23) feSitelnd.

Piipad, kdy soustava (23) nemé FeSeni, nechdiviame stra-
nou a obritime se k tomu, kdy obé matice, o nich? mluvi
véta 7., maji stejnou hodnost %, takZe rovnice (23) jsou fe-
Sitelné. Jak urdime jejich FeSeni?

Zavedeme-li si také pro soustavu (23) pojem redukované
soustavy — déje se to doslova tak, jako pfi systému rovnic
homogennich — miZeme ihned udati jedno feSeni rovnic
(23) a to timto zplisobem: V redukované soustavé zménime
pofadi neznémych tak, aby byl splnén piedpoklad (5)
(oznadime je v tomto pofadi opét znaky z,, z,, ..., ,), ne-
zndmym 4y, ..., ¥, pridélime zcela libovolné &iselné hod-
noty a vypotitdme pak Cramerovym pravidlem hodnoty
zbylych nezndmych z,, z,, ..., 5. Soustava

Ty, Ty, ...y Ty (24)
vypodteno pii libovolnd zvolenych z,:,,...,z, je pak
feSenim také onéch rovnic (23), které nepati{ k uvazovanému
redukovanému systému, protoZe je kaidd z nich linedrni
kombinaci rovnic soustavy redukované.

Lze nyni ukdzat, Ze v8echna moZnd FeSeni systému (23)
vibec lze zbudovati z &isel (24) a z Fefeni homogenniho
systému, vzniklého tim, Ze v rovnicich (23) poloZime viechna
b, (¢ = 1,2, ..., m) rovna nule. Dokd%eme si totiZ

vétu 8. Obecné Fefenf systému (23) ziskdme, kdyZ k obec-
nému Fedeni piisludné soustavy homogenni pfiéteme néjake
specidlni feeni rovnic (23).

Dikaz. Budif &,,¢&,, ..., £, obecné fefeni homogenni
soustavy, o niZ mluvi véta 8. a poloZme X, = & + =z,
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X,=6&+x,...,X,=§, 4+ z,, kde je 2, z,, ..., z, spe-
cidlni feSeni rovnic (23), na pf. Fedeni (24). Pak jest

n n n n
z_‘fivxr = Zlaiv(fr + .’E,) = Zlairfv + Zlaivxv =0 + bi = bi;
1=12,...,m,

takze je X,, X,, ..., X, FeSenim systému (23). Zbyvd jesté
dokdzati, Ze viibec kaZdé FeSeni rovnic (23) lze takto vy-
jadfiti. Je-li viak X, X,, ..., X, zcela libovolné fedenf t&chto
rovnic, poloime X; — iy = &, Xy — 2y = &, ..., X, —Z,=
= &,. Potom plati

no_ n _ n n
Z_q’l"f' = Zla’i'(xv - 2:,) = Zla’trxv - Zlaivxv = bi - bo' = 0;
1=12,...,m,

takZe je El, E,, cemy E,, i'eéem'_m homogenni sgusta,v_y piisludné

k rovnicim (23) a jest X,=&+2, X,=§5+2,...,
Xn = £n+xﬂ'

Priklady.
12. Redte, je-li to moZno, rovnice

5z, — 2z, + 3z, =2
72, + 6z, — 42y + Tz, = —1 (25)
—z, — 4z, + 27, — 2z, = p.

Aby soustava byla FeSitelnd, je nutno a stadf, aby matice
soustavy & matice roziifend mély stejnou hodnost. ProtoZe
viak m4 matice soustavy hodnost A = 2 (v. pf. 1.), musi
také matice roziffend miti hodnost 2 a to také staéi. Prvé
dva Pidky této matice jsou linedrné nezdvislé, takZe je
nutno urdit ¢ tak, aby posledni fédek byl linedrnf kombinac{
prvych dvou. Z pfikladu 1. viak uZ zndme koeficienty této
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linedrni kombinace — jsou to é&sla —1,1,2 — a proto je
nutno, aby (—1) .2 +1.(—1) +20=0,t.j. o =

Redukovend soustava je

52:1 —_— 21:2 + 3Z4 = 2
Tz, + 6xy, — 4oy + Tz, = — 1
x4, z, jsou zcela libovolnd, takZe je obecné
44z, = 10 + 8z, — 32z,
4z, = — 19 + 20r; — l4x,.

Zvolime-li si ku pf. z; = z, = 0, dostdvdme jedno FeSeni
rovnic (25), ve kterych oviem je p = }, ve tvaru:

I = ‘35'2'! Ty = _'1[%’ 3 =1x,=0 (25")
Obecné fefeni homogenni soustavy pfisluiné k soustavé

(25) jsme uZ nalezli v pikladé 10., vzorce (21”) a proto majf
rovnice (25) podle vty 8. obecné Fedeni

= 4% + 8(4 —414), 2, = — 48 + 2(104, — 74,),
4413) 234 44)'4) (25”)

A,, A, jsou libovoln4 reeilné. disla.

13. Provedeme vypodet hodnoty determinantu recipro-
kého k nulovému. V oddflu prvém jsme bez diikazu vyslo-
vili poznatek, %e i v tomto pfipads je v platnosti vzorec (33);
piihlédneme nyni blize k pomérim, které zde mohou na-
stati.

Prvni moiny ppad, %e je 4 = 0 a %e mé hodnost h <
< n—2, je trividlnf. V reclprokem determinantu a jsou
pak véechny prvky — to jsou, nehled® k znaménktim,
{n — 1)-fadové minory determinantu A — rovny nule, tedy
a samo, v souhlase se vzorcem (33) z dilu prvého, rovno
nule a to tak, Ze je také jeho hodnost nulovi.

Zajimavy je druhy moZny pfipad, kdy nulovy determi-
nant 4 mé hodnost A = n — 1. Potom je fundamentélni
systém soustavy
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n
Za,-,a:, =0,1=101,2,...,7n
p=1

tvofen jedinym nezdvislym (t. j. nenulovym) ¥efenim —
oznadime je

51’ 52’ R ] 5”’
KazZdé jiné FeSeni — tedy také n FeSeni
Ay, Ay oA, r=12,..,n
lze pak z onoho fundamentélnfho linedrné zkombinovati;
existuji tedy konstanty A, (ne viechny nulové) tak, Ze jest
A, =AE, r=12...,n8=12 ..,n (26)
Pak ale dostdvime pro libovolny dvoufadovy minor de-
terminantu a vztah

Aru Art ;'rfn Ar‘ft l —_ l 1
us ut lufn 1145! I - lrluEaEG ) | 1
Vysledek vyslovime takto:

Determinant reciproky k nulovému mé hodnotu rovnéz
nulovou. Jeho hodnost je bud nula nebo 1 podle toho, zdali
hednost piivodniho determinantu byla menf nez » — 1 nebo
rovnan — 1.

y 1| ,
L|=0 8
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