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CAST I1.
KORELACE.

Dosud jsme se vénovali vlastnostem rozdéleni &etnosti
jednoho znaku, které jsme odvodili z posloupnosti hodnot
pozorovanych na prveich souboru. Jestlize uvazujeme na pf.
soubor listi natrhanych s uréitého stromu a méfime jejich
délku, dostaneme rozdéleni detnosti hodnot znaku ,,délka
listu tohoto stromu‘‘. Takové rozdéleni éetnosti jsme nazvali
jednorozmérnym. Nyni prechdzime k vicerozmérnému roz-
déleni Cetnosti, predeviim k dvojrozmérnému. Slovo kore-
lace znamend totiZz vzdjemny vztah a teorie korelace, jiZ se
budeme zabyvati studuje vzdjemny vztah statistickych rad,
coZ je tkol novy, ktery se prirozdéleni ¢etnosti podle jednoho
znaku nevyskytoval a je jednim z nejdilezitéjich problému
statistiky.

(5,1) Pojem korelace. Predstavme si, Z¢ méfime na prvku
uréitého souboru hodnoty dvou znaka z a y, takie pro vie-
chny prvky souboru rozsahu r dostaneme r pérd hodnot
T, Yi; - - Tps Yy Pozorovali jsme na pf. pary hodnot uvedené
v tab. 10, kde jsou tfi rizné soubory, kazdy rozsahu r = 13.

Sledujeme-li pribéh hodnot znaka v dvojicich jednotli-
vych souboru, vidime, Ze v souboru ¢. 3 jsou sdruZeny nizké
hodnoty z s vysokymi hodnotami y, kde#to v souboru é. 2
jsou sdruzeny vysoké hodnoty z s vysokymi hodnotami y.
V obou ptipadech je tu patrny vztah mezi obéma znaky, ale
jeden je obricenym vztahem druhého. V souboru &. 1 ne-
pozndvame ziejmého vztahu mezi obéma proménnymi z, y.

Obraz téchto poméri dostaneme na teckovém diagramu
(obr. 7), v némZ znaéf hodnoty x tse¢ky bodi a hodnoty y
jejich potradnice. Je tedy kazdy par hodnot z, ¥ znizornén
teckou a vztah mezi hodnotami z a ¥ je naznacen vieobecné
zpisobem rozptyleni tecek. Jednd-li se o soubory velkého
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Tabulka 10.

Soubor
g1 . 2 & 3
z y z y z y
8 9 9 9 1 9
4 8 8 9 1 9
7 5 7 8 2 8
7 9 7 7 3 7
1 8 6 7 3 7
2 4 5 6 4 6
6 1 4 6 4 6
5 3 4 5 5 5
3 1 3 5 6 5
4 6 3 4 7 4
9 4 2 2 7 2
3 6 1 1 8 1
1 8 1 1 9 1
60 0 || e | 0 | e | 70
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Obr. 7. Tedkové diagramy souborii v tab. 10.

rozsahu, dostdvdme roje teéek ne nepodobné mlééné drize.
V piipadech, jakym je nd$ prvni soubor, jsou te¢ky rozhoze-
ny vice méné stejnomérné po celé ploSe, takie roj smeéfuje
k tvaru kruhovému, kdeito v pfipadech druhého a tfettho
souboru se tecky kupf k jedné nebo druhé dhlopiiéce.
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Vratme se nynf k souboru listi a ptejme se zda je néjaky
vztah mezi délkou a Sifkou listu. Kdybychom z ného vzali
jeden list, ktery by byl dlouhy a mohli souditi jen na zékladé
této informace, Ze je také Siroky, znamenalo by to, Ze mi-
Zeme predpoklddat, Ze jsou tu néjaké pric¢iny, pro které jsou
délka a Sifka listu ve vztahu ¢ili v korelaci. NemiZeme-li jen
podle délky listu odhadnouti jeho §itku, musime predpokld-
dati, %e nejsou ve vztahu. Je patrno, Ze dva znaky mohou
k sobé byti vdzdny ruznou silou, ¢ili tésnost vztahu muze
miti rizné stupné, takZe chceme tésnost korelace srovnivat
a fadit podobné jako jsme dosud sefadili prvky podle veli-
kosti kvantitativniho znaku. K tomu cili sestrojili statisti-
kové zvldstni stupnici, kterou si vysvétlime. Vime-li, Ze 8itka
néjakého listu je presné polovinou jeho délky nebo Ze rozdil
mezi délkou a $ifkou je vidy 2 cm, Fekneme, %e délky a Sitky
listd jsou pevné k sobé vdzany, ¢ili jsou v absolutnim vzg-
jemném vztahu. Kdekoliv je takovy pevny vztah éili funkéni
vztah mezi dvéma znaky, iikdme, Ze korelace je iplna (per-
fektni). Tento pevny vztah je na vrcholu nasi stupnice a je
oznacen jednotkou jakozto ,,koeficientem dplné korelace*".

Kdybychom védéli, Ze délka listu byla jen priblizné dvoj-
ndsobkem jeho 3itky, tedy nékdy trochu vice a nékdy méné,
méli bychom vztah priblizny, ktery je volnéjsi ne% dfive uve-
deny vztah pevny. Koeficient, ktery jej bude vyznadovati,
bude na stupnici nékde niZe pod jednotkou; k jeho stanoveni si
zavedeme déle uréitou metodu vypocétu. Napred se jesté za-
byvejme ptripadem, kdy neni vibec vztahu mezi znaky. Pro
znak ,,8iTka listu® si stanovime priameér celého souboru y. Pak
rozdélime vSechny listy souboru na tfi skupiny, takZe do
prvni déme viechny nejdelsi, do druhé listy prostfedni délky
a do tfet{ vSechny krdtké listy. Dostaneme-li v kazdé skupiné
pro §itku listu tyZ pramér ¥, pak vidime, %e tidaj o délce listu
ndm nepfispéje ni¢im k odhadu jeho $itky, nebot v takovém
ptipadé neni vztahu mezi délkou a &itkou. Rikdme, Ze koefi-
cient korelace je nula.

Z téchto dvah by vyplyvalo, Ze lze kaZdou tésnost vztahu

85



zafadit na stupnici ¢isel od 0 do 1, ale nepredstavili jsme si
jedté viechny mozZné pripady. Zjistime-li, Ze kdykoliv. byl
néjaky list dlouhy, byl také tzky a kdykoliv byl kritky, byl

vvvvv

znaky ,,dlouhy‘‘ a ,izky‘‘. Ponévadz viak znak ,dzky‘ je
vlastné znak ,,8iroky‘‘ s obridceného hlediska, zahrneme tento

zzzzzz

az k —1.

Obr. 8. Stereogram rozdéleni &etnosti v tab. 14.

. Jednorozmérné rozdéleni Getnosti jsme zndzorfiovali v ro-
viné histogramem nebo kiivkou tak, Ze jeden rozmér byl
vycerpan stupnici hodnot znaku a druhy rozmér stupniei
éetnosti jednotlivych hodnot znaku. Pfi dvojrozmérném roz-
déleni cetnosti jsou oba rozméry vyéerpany dvojicemi hodnot
znakl z a y, takZe plocha ¢etnosti mize byti zndzornéna ve
tfech rozmérech t. zv. stereogramem (obr. 8).

Je-li rozdéleni ¢etnosti v jednotlivych fadeich i v jednotli-
vych sloupcich ddno normélni kiivkou (I, str. 81), je rozdeé-
len{ ¢etnost{ dvojic hodnot proménnych vyjidreno normdl-
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Tabulka 11.

Sirka listd
N a8 lis >
z 2,2-|2,4-2,6-2,8-[3,0-[3,2-]3,4-]3,6-]3,8-]4,0-]4,2 | Celkem
41— —af—=|=| 1| =|=]=]=1<] 2
43— | 1|—|—| 8|—|—I—[—]— —| 4
==
s5— |1 1 2f e[ 1] 1] —[—[—] [ 8
47— |—|—| 2| 3| 7| 5] 1[—[—[—]—] 18
49— |—| 1| 1| 5| 9| 6] 1|—[—|—|—]| 23
3 51— |—|—l—| 7[16| 5| 2| 1|—|—[—]| 381
2 53— | —|—|—| 2[17| 8| 6| ¢|—|—|—| 37
55— |—|—|—| 2| 6| 7| 7| 1| 2|—]| 1| 26
Sl s1—|—=|—||—| 1| 2| 8| 5] 1|—|—|—]| 15
8 59— |—|—|—|—| 3| 8| 9| 2| 1|—]—| 20
61— | —|—l—|—|—]| 3| 38| 1|]—| 1|—| 8
Y| 63— |—|—||—|[—|—|—| 2|—]| 1|—] 1| 4
65— | —|—|—|—| 1]—|—|—]| 1| 1|—| 3
67— |—|—l—||—|—|—| 1|—|—|—|—| 1
Celkem | 2| 2| 6] 25|62|47|37|10| 5| 2| 2| 200

ni plochou dvou proménnych ¢Eili normilni korela¢ni
plochou, kterd md obdobny vyznam v teorii dvojrozmérného
rozdéleni ¢etnosti jako ma normaln{ kfivka v teorii rozdéleni
éetnosti jedné proménné. Treba poukdzati hlavné na jeji
historicky vyznam, ponévadz s poéatku byla teorie korelace
budovina na predpokladu takového rozdéleni. Potom ustou-
pil tento vyznam do pozadi, kdyZ byly hlavni vysledky odvo-
zeny bez predpokladu o formé rozdéleni ¢etnosti, ale zobec-
néns forma poskytuje moZnost zjednoduseného vy]a,drem
rozptylu charakteristik v teorii ndhodného vybéru.

. Grafické zndzornéni je provedeno v obr. 9; o teorii této
plochy se étendr blize dovi v [1].

ObtiZnost prostorového zndzoriiovani se prekondvd bud
uvedenym jiz diagramem teckovym, kde detnost dvojic hod-
not znaku je zndzornéna hustotou tefek na plodce uréitého
rozméru, nebo dvojrozmérnou tabulkou rozdéleni Getnost,
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kde na této ploSce je piimo &islicemi zapsdna absoluthi éi
relativni ¢etnost dotyéné dvojice hodnot znaki z a y.

Jedné-li se o znak rozpojity, kde proménnd nabyvd jen
isolovanych hodnot, na pf. jen &isel celych, jako je tomu
v tab. 10, pak padnou teéky vidy jen do miifovych boda
(obr. 7) danych hodnotami soufadnic (x, y). Pro znaky
spojité jako na pr. délka, 8itka, musime (I, str. 29) zavésti
tiidni intervaly a tetky padnou do pole pravouhelnika,
v ném? se prekryvaji pasy prisludnych intervali (tab. 11).

Obr. 9. Normaélni plocha korelaéni.

Do tabulky o dvojim vstupu bychom mohli sefaditi hod-
noty z, y kteréhokoliv ze tii uvedenych soubori, ale zvolime
8i vhodnéji rozsahlejsi soubor. Proto jsme si sestavili vysled-
ky pozorovéni dvou znaku — ,,délka‘‘ a ,,$ifka‘‘ — na listech
jako prveich naSeho souboru. Cteme-li tuto tabulku 11, vi-
dime, Ze na pf. ve tfetim sloupci je 6 listu Sitky 2,6 cm aZ
2,8 cm (pri ¢cemz listy Sitky 2,8 cm jsou jiz ve vedlejSim
sloupci); z nich je jeden délky mezi 4,1 aZ 4,3 cm, dva mezi
4,5 az 4,7cm, dva od 4,7 do 4,9cm, a jeden mezi 4,9 aZ
5,1 cm. Podobné na tretim fddku zdola je patrno, Ze ze StyF
listu délky mezi 6,3 aZ 6,5 cm jsou dva 8itky od 3,4 do 3,6 cm,
jeden 3,8 aZ 4,0 cm a jeden 3itky 4,2 aZ 4,4 cm. Rozdélime.li
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8i listy podle délky na tti skupiny: na kratké tfeba do 4,9 cm,
prostfedni do 5,9 cm a dlouhé ostatni, shleddme pozorova-
nim tabulky, Ze dlouhé listy jsou v celku znaéné Sirdi ne
kritké. Presnéji se pak o tom piesvédéime, jestliZe si vypodi-
tdme pro rizné délky listii piislu$nou primérnou $ifku. Jako
tfidnf znak hodnot znaku 2 (délka listu) budeme brati 4,2;
4,4; ... znaku y pak 2,3; 2,5; ...

Tabulka 12. Tabulka 13.

z; ¥ Y Zy

ménd ménd

nes 4,9 2,96 nes 2,8 4,66
5,0 3,04 2,9 5,04
5,2 3,13 3,1 5,29
5,4 3,26 33 5.42
5,6 3,38 3,5 5,76
5,8 3,34 nad 3,6 5,86
6,0 3,43
6.2 3,53

nad 6,3 3,73

Méme tedy pro uréitou hodnotu z; jednorozmérné rozdé-
leni ¢etnosti hodnot y na dotyéném fddku a praméry téchto
fadkd ¥; jsou sestaveny v druhém sloupei tab. 12. Z vysledka
je vidéti, Ze zatim co délka listii x vzrostla pribliZné se 4,4 do
6,6 cm, tedy o 2,2 cm, vzrostla soubézné prisluind primeérna
8itka s 2,96 cm na 3,73 cm, ¢ili o 0,77 cm.

Podobné dostaneme tab. 13, v ni% jsou sestaveny k jednot-
livym hodnotdim 8itky y; prisluSné primeérné délky z;. Je
tedy ve druhém sloupei vidy uvedena primérns délka vsech
listd, které maji §itku uvedenou vedle v prvnim sloupei. Tak
odpovidd vzrist primérnych délek o 1,20 cm vzristu asi
o 1,4 cm skuteénych Sitek.

Tyto dva vysledky ndm podévaji vztah délky lista k pri-
mérné ifce a Sifky listu k primérné délce. Je-li pfi uplné
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korelaci na pf. $itka listu polovinou délky, je délka listu dvoj-
ndsobkem 3itky jednotlivé i v primeéru, takZe vdzanost sitky
k délce a rovnéz délky k Sifce je iplnd. Bylo by tedy nasnadé

otekdvati, Ze bude vhodnou mirou korelace pomér ﬁ a

. . 1,20 . e o
ToVnéZ pomer - —-. Je jasno, Ze tésnost vztahu délky k Sifce
je taz jako vztahu 3ifky k délce; uvedené poméry se vSak od
sebe velmi lisi, takZe je zfejmo, Ze jsou k tomuto tcelu ne-
vhodné.

SnaZime-li se opravit tato pomérnd ¢isla, viimneme si
ihned, Ze jsme zvolili v tabulce tfidni intervaly 0,2 cm pro
délky listi i pro ifky a ptdme se, zda by nebylo spravnéjsi
vziti pro délky 0,2 cm a pro 8ifky 0,1 cm. Je ndm totiz ziej-
mo, %e by se skuteénd mira korelace nezménila, kdybychom
na pr. mérili délky listd v palcich a &ifky v cm, ale nae zlom-
ky by se jisté zménily. Vidime tedy, Ze délky tiidnich inter-
vali nejsou vhodné k nademu udelu. Spravnéjsi se uka-
zuje volba smérodatné odchylky za jednotku méfeni, takze
pak uvaZujeme smérodatné proménné.

Vysledek tohoto postupu si osvétlime na nafem piikladu.
Vypotitdme-li smérodatnou odchylku znaku =z, ¢ili délek
listt bez ohledu na jejich $ifku, pouZijeme ¢etnosti krajniho
(marginilniho) sloupce a dostaneme (podle I, str. 22)
gz = 0,50. Podobné z margindlniho fddku je oy = 0,31.
Skuteéné tedy budeme méfit délku priblizné dvojnisobnou
jednotkou neZ &ifku a provedeme.li méfeni, dostiviame pro
pfiblizné variaéni obory

a) délky 2,2 :0,50 =440 , . 440
k g I

priim. &tky 0,77 : 0,31 — 2,48 22 POMET 5 4

b) sitky 1,40 : 0,31 = 4,52 452
202 1,88

priim. délky 1,20 : 0,50 = 240 PO 240

Tyto dva zlomky jsou nynf prakticky stejné a davaji tedy
vhodnou miru tésnosti vztahu mezi délkami a sifkami listi.
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Této pfiblizné metody a odhadu variaénich §ifek s ohledem
na velmi slabé obsazené kraje jsme pouzili jen proto, Ze se
ogvédéila k vykladu smyslu funkce uZité k méfeni korelace.
Skuteéné méreni korelace se provddi jinymi metodami,
z nichZ hlavni nyni objasnime.

(b,2) Méfeni korelace. K poddni sousttedéné informace
o uréitém souboru, obsazené v jednorozmérném rozdélent
cetnosti, uzivime systému charakteristik, v ném? nejdalezi-
t€j8imi jsou primér a smérodatnd odchylka. Podobny systém
charakteristik zavddime pro dvojrozmérné rozdéleni det-
nosti. .

a) b) c)

Obr. 10. Soudiny odchylek &7 v jednotlivych kvadrantech pfi
rostoucim stupni kladné vazanosti.

Vezméme tedy v tuvahu soubor &. 1 z tab. 10. Rozdélen{
¢etnosti hodnot znaku x m4d svij primér z = 4,6 a sméro-
datnou odchylku g, = 2,5. Rozdéleni éetnosti hodnot znaku
y pak m4 pramér ¥ = 5,4 a smérodatnou odchylku g, = 2,6.
K nim pristupuje ddle nové charakteristika, kterd bude za-
hrnovati souéasné hodnoty obou znaki resp. hodnoty jejich
odchylek od ptisluiného praméru. Rozdélme celé pole prvni-
ho teékového roje v obr. 7 osami pravothlych soutadnic, jez
maji potatek v bodé daném priméry (&, ¥) na étyri kvadran-
ty (viz obr. 10a). V prvnim kvadrantu jsou kladné odchylky
(x — Z) od praméru Z a kladné odchylky y — ¥ od priméru
¥. V druhém kvadrantu jsou kladné odchylky (x — Z) a z4-
porné odchylky (y — ¥), ve tfetim jsou zédporné odchylky
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(x — =) i z4porné odechylky (y — ¥) a ve &tvrtém kvadgantu
jsou zdporné odchylky (x— z) s kladnymi odchylkami
(y — ¥). KaZdy bod roviny je v téchto soufadnicich vyznaéen
pirem odchylek (z; — Z, yi — ¥).

Utvofme nyni soudin téchto odchylek (z; — Z) (yx — ¥)-
Pak vidime, Ze v prvnim a tfetim kvadrantu maji souéiny
znaménko kladné, kdeito v druhém a étvrtém kvadrantu
maji znaménko zdporné. Jsou-li body rozdéleny stejnomérné
ve viech kvadrantech, pak soudet soud¢ini odchylek X'(x; —
— Z) (yx — ¥) kladnych se rovnd soudtu soucini odchylek
zdpornych, takie v celkovém souétu vSech se souiny vzi-
jemné zrudi a vysledek bude roven nule. Takovému roji ¥{-
kime kruhovy a predstavuje nulovou korelaci. Je-li rozdeé-
leni bodua jen pribliZné stejnomérné, tedy roj jen priblizné
kruhovy, jako je tomu v obr. 7a, bude celkovy souéet souéinu
malé ¢islo, které nasvédéuje tomu, Ze neni mezi obéma znaky
vztahu. Druhy krajni ptipad nastdva, je-li cely roj teek na
uhlopticee (obr. 10c), takZe viechny souéiny jsou kladné a sou-
éet miZze dosshnouti nejvétsi hodnoty. Mezi obéma uvede-
nymi piipady pak je ten, kde kladné souéiny jsou veétsi nez
zdporné, nebo aspon jejich soucet, takZze mame kladnou kore-
laci ovSem netiplnou; je znidzornéna obr. 10b. '

Souhlas skuteénosti s témito ivahami miZeme ukdzati na
souborech tab. 10, vypocitdme-li pro kazdy z nich

Ca—o)Ny— Y =2vy—TLly— YLzt riy=

=Xzy—rxy = Loy — Z'zTZy .

Pro zjednoduseni a prehlednost vyrazi nebudeme v dalSfm,
pokud toho nebude zvlast tfeba, vyznadovati indexy jednot-
livych hodnot proménnych a souétové meze, takZe symbol X
bude znacit souéet viech v souboru se vyskytujicich hodnot
dotyéné proménné, kterd je za souctovym znaménkem nebo
soudet viech v souboru se vyskytujicich dvojic, jsou-li za
souétovym znaménkem symboly dvou proménnych.
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Tak dostaneme pro

1 _ —~
Zxy TZ'z Xy X(zx—x)(y—9)

soubor ¢. 1 326 323 3
soubor ¢. 2 407 323 84
soubor &. 3 238 323 —85.

Vidime skuteéné, Ze soudet soudini odchylek je u prvniho
souboru, kde jsme nemohli poznati, zda je mezi obéma znaky
néjaky vztah, velmi maly, kdeZto u soubori ¢. 2 a ¢. 3, kde je
vztah zfejmy, je tento soucet co do absolutni hodnoty velky
a v piipadé souboru é. 3, kde jsou sdruZeny malé hodnoty
znaku z s velkymi hodnotami znaku y ma znaménko minus,
tedy obrdcené neZ v pfipadé souboru ¢&. 2. Je tedy tento sou-
¢in mirou korelace, ale ponévadZ pri témZ stupni tésnosti
roste s variabilitou hodnot znaku, ukédzali jsme si jiz, Ze je
tieba méfiti kazdou odchylku od priméru ve smérodatné od-
chylce jako jednotce, kterd je nejvhodnéjsi mirou variability.
Tak dostaneme koneéné koeficient korelace rzy v jeho
nejzdkladnéj$im tvaru

w1207

Pro na$e soubory najdeme tedy hodnoty _
oy = 0,03, orzy = 0,97, 47z = — 0,98.

Provedeme jesté jednoduchy dikaz o extrémnich hodnotéch,
t. j., Ze koeficient korelace m4 své maximum -1 a minimum
—1.

Predpoklddejme, %e je konstantni (tiplny) kladny vztah
mezi znaky z a y, Ze tedy plati y = cz, kde ¢ je konstanta.
Pak budou odchylky

y—y=cr—cxT=clzx— ),
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a soudet soudini
_ Z(xz— Z)(y — §) = cZ(z — 7)’,
dale
Z(y— 9?2 =c2Z(x — %) atedy oy = cos,

koeficient korelace

1 _ _ 1 _
72(93—*)(?/—21) 072(5'«‘—93)2

OzTy 60'32 O'zz

Zcela obdobné vyplyvd hodnota —1, je-li mezi z a y kon-
stantni negativni vztah, tedy y = — cz, ooz si étendf laskavé
sam provede.

(5,3) Linearni regrese. UvaZujme nyni vztah mezi
proménnymi x a ¥y, jak se jevi v souboru &. 2, tab. 10; z gra-
fického zndzornéni (obr. 7b) se nim jev{ priblizné linedrnim.
Pokusime se jej tedy vyjddrit piimkou, kterd se bodium
(i, yr) PFimykd tak, Ze soucet ¢tverci odchylek od ni, rovno-
béznych s osou y, je nejmensi. Budeme ji nazyvati ,,pfimka
odhadu‘, nebot ndm pomdhd odhadovat hodnoty jedné
proménné na zikladé znalosti hodnot druhé proménné. Rov-
nici této primky pifeme ve tvaru y = ax 4+ b. Kdyby vie-
chny body leZely na této piimce, spliiovalo by vSech tfindct
dvojic hodnot z;, ¥z tuto rovnici. Dostali bychom tedy tfindct
rovuic

9=09a + b 6=4a+ b
9=8a+b 5=4da+ b
8=Ta+ b 5=3a+b
=Ta+b 4=3a-+b
=6a+0b 2=2a+b
6=>5a-+b l=1la—+b

l1=1la+b

Abychom nasli metodou nejmensiho souétu étverci hodnoty
a,b tak, aby piimka vyhovovala uvedené podmince, na.
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jdeme t. zv. norméalni rovnice. Prvni dostaneme seétenim
viech rovnie, éili
Xy, = aXz; + rb, (62)
a druhou dostaneme, jestlize kazdou z rovnic ndsobime pri-
sluSnymi x; a v8echny opét seéteme, takZe
Xy, = alz? + bl (63)
a v naSem pripadé budou tedy normalni rovnice
70 = 60a 4+ 13b
407 = 360a + 60b,
z nichz plynou hodnoty
a=101, b=0,72
takZe rovnice piimky bude
y= 1,01z + 0,72,
Z ni vypoc¢itaime ke kazdému z;, které bylo pozorovino na
prveich uvaZovaného souboru prislusné y;. Rozdil pak mezi

skuteéné pozorovanou hodnotou znaku y a takto vypoéita-
nou se nazyva odchylkou residudlni e;. Bude tedy

e, =9—1,01 X 9—0,72=—0,81
e; =9—1,01 X 8—0,72=+ 0,20
e =8—1,01 X 7—0,72= + 0,21
eg =T7—101 X 7—072=—0,79
eg =17—1,01 X 6—0,72 = + 0,22
eg = 6—1,01 X 5—0,72 =+ 0,23
e, =6—1,01 X 4—0,72=+ 1,24
eg =5-—1,01 X 4—0,72= + 0,24
eg =5—101%x3—-072=+ 125
ep=4—101 X 3—0,72= -+ 0,25
ey =2—101 X 2—0,72=—0,74
ep=1-—101X1-—072=—0,73
e =1—101x1—072=—0,73

Soudet téchto odchylek je Ze; = 0,04 a soudet étverct
Ze? =6,2992. Prumérnd étvercova odchylka residui pak
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Zeit V0,4845 = 0,22. V jakém poméru jsou

bude s;, =

k ni jednotlivd residua, je patrno z grafického znézorméni
v obr. 11.

Z Najdeme nyn{ obecnym feSenim
7 normélnich rovnic konstanty pfimky
6 odhadu. Mdme-li r dvojic pozoro-
5 vini, dostdvdme 7 rovnic
j yy=axr, +b
> Yp =axy, + b
Yessseras o — azyp+ b

Obr. 11. Meze dvojné- kde a, b jsou neznimé konstanty a
zgsgéogzlﬁnﬁmém?{;fg x;, y; dostdvime z méfeni hodnot
vy * znaku. Normélni rovnice pak jsou

2y=alz+ rb,
Xzy = alxz® | brx,
jejichZ Fedenim dostaneme pro konstanty
o rlzy — Xxly b— Zylat — Yalzy
T2zt — (2x)’ T rXat — (Xx)
coZ jsou vyrazy sloZené z hlavnich souétd hodnot znaku,
jejich ¢tvercd a podvojnych soudind.
Podobné najdeme obecny vyraz pro étverec primérné

étvercové odchylky residui, nebot mime obecné r rovnic
tvaru

, (64)

e = [yi — (azi + b))* =
= y? + a?z? 4 b® + 2abx; — 2ax;y; — 2by;,

které seéteme pro viechna  a dostaneme
et = Xyt 4 (a?Xx® 4 2abXx 4 rb?) —
— 2aXxy — 2b2y. (65)

Nésobime-li prvni normélni rovnici konstantou b, druhou a
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a seCteme je, bude
a?lx? 4 2abXx + rb® = aXzy + bLy.
Muzeme tedy dosaditi do rovnice (65) za vyraz v kulaté za-
vorce, takZe
Ze2 = 2y? + alzy + bly — 2aXxy — 20Xy =
= Jy* —alzy — by,
a tedy

2et  Jyt —alxy—br
oot == = y ry y. (66)

Znéme-li tudiz zdkladni souéty, miZeme bez namahy napsati
rovnici piimky odhadu a primérnou étvercovou odchylku
residuf. PouZijeme-li vyrazi (64), nemusime vypisovati ani
rovnice zdkladni ani normdlni. Rovnici piimky odhadu vy-
jddiime je$té pomoci odchylek od praméri. Podle rovnice
I, (5) mGzeme psiti

2=t —— (Z’:::)2 -

Pri éemZ opét vynechdvime index ¢, kde &£ = 2 — Z,
takze

Zx? = XE (Z:r:)2 (67)
a obdobné pro proménnou y plati

Dyt = Brt + (P, (69)
kde n=Yy—y.

Odvodime snadno podobny vyraz pro souéet souéina 2z,
nebot

2e—2)(y—y)=2ay— T2y — Ylz 12y =
— Tay —%Za:fy _ %Z‘yZz + % Ty,
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takze

Xty =2zy —% 2xly,
a tedy
Zry = Xén + -% 2xly. (69)

Dosadime-li nyni vyrazy (67), (69) do (64), dostaneme

1
r(Xén + TZ'ny) — 2zly Stn

a—=

HZE + - (Za)) — (Zop

Konstantu b mizeme psiti podle prvni normélni rovnice

b=y —az,
takZe rovnice piimky odhadu je
. ¢ - - X

Obdobné vyjidiime primérnou étvercovou odchylku residui
dosazenim (68) a (69) do (66), takze

1 1 1
oot = |0t B —a B 4 )

—(§—aZ) 2y

]

Vzhledem k tomu, Ze

2% 4 g=2Y
r r

U

b
zru$i se CtyTi cleny a zlstane

1
8% = - (2t —alZin),
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takZe budeme psiti

_|/&n* (X&)
=Y T e

(72)

Velmi se zjednodusi tvar rovnice primky odhadu, posune-
me-li poédtek soufadnic do bodu (7, ¥), ktery leii na této
piimee, jak se snadno presvédéime, dosadime-li tyto hodnoty
do (71) za x resp. y. — Provedeme-li v (71) substituci
x=2Z+4 £ y= ¥+ n, dostaneme transformovanou rov-
nici pfimky odhadu

y,:z%g:ag. (13) y " ¢

Vysledek této transforma-
ce, kterd spoéivd jen v po-
sunut{ pravothlé soustavy 1,01'
soufadnic, je zndzornén
v obr. 12. 00

Vyjédfili jsme konstantu opy, 12, Rovnice ptimky od-
a, jakoZ i primérnou ¢tver- hadu v puvodnich promé&nnych
covou odchylku s;,% po- & v odchylkéch od praméra.
moci soudini a ¢étverci
odchylek hodnot znaki 8d prumérd. Vypocet skuteény Ilze
zjednodusiti podobné jako pri jedné proménné uzitim
vhodné zvoleného pocdtku (I, str. 35). Budeme pak miti
misto proménné x novou proménnou v = ¥ — I, Jsou-li
hodnoty x veliké, dosihneme odeétenim zatimniho pri-
méru, jak jsme éislo x, také nazvali, ¢isel mensich. Vime
pak, ze odchylky hodnot v od jejich priméru jsou tytéz jako
piislu§né odchylky z od jejich priméru, nebot ¥ = ¥ — =,
a tedy v —v = x — Z. TotéZ plati pro druhou proménnou
W= Y— Y-

Vzhledem k tomu mizZeme tedy psiti vyraz (70) pro kon-
stantu a

®y)

X
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Zvw — é 2vXw

X Zo—P)(w—w)
“TIeT T Zo—w )

Zv2 — é (Zv) '

b=yY—aZ=w+ y,—a @+ x).
Pramérnou étvercovou odchylku pak miZeme psiti podle
(72)

oyt = 20 Znf_ Zw—w) [T —b)w—@)F _
’ r2é r rX (v — )2
sz - _:' (Z‘UJ)2 [va _— —:‘— vazw]Z

r

r [ Dot — % (Z0)?]

Tim jsme dostali vyrazy, v nichZ se vyskytuji jen soulty
odchylek hodnot proménnych od zatimnich praméra.

(5,3,1) Piiklad. Predpoklédejme, Ze mezi tfemi promén-
nymi z, ¥, z, plati linedrni vztah y = ay + a,2 + a,2. Hod-
noty y jsou odhadovdny na zdkladé hednot proménnych
z a 2. Jest najiti prislusnou rovnici roviny odhadu.

Maime celkem r rovnic z pozorovan{ a potiebujeme k uréeni
tif konstant tfi normalnf{ rovnice. MiZeme nejprve ukdzati,
Ze staci dve normdlnf rovnice, vyjddrime-li rovnici roviny
odhadu pomoci odchylek od priméri. Potom plati vztah

n=a'y+ a;§ + al

a sestrojime-li norm4lni rovnice, dostaneme prvni sectenim
viech r rovnic odvozenych podle pozorovani

2n=ra'y+ a, 2§ + a,27; (75)

dalsi rovnice dostaneme, vyndsobime-li kazdou rovnici &
resp. { a seéteme, takZe bude

ZE"] = a102£ + a12£2 + azz'ECr
2in= a2l + a,2EL + a2 0%
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Ponévadz souéty odchylek od praiméru jsou rovny:nule, bude
2té=2p= 2 =0, takie prvni rovnice se redukuje na
r.a’g = 0, ¢ili prvn{ konstanta a’'y = 0 a zbyvaji dvé nor-.
malni rovnice

257] = a12§2 + azz‘EC,

Itn=a, et + a2ty
z nich snadno vypoditime a, a a, a rovnice roviny odhadu
bude

N =a,§ + ayl.
(6,1) Koeficient korelace. Vyraz pro primérnou &tverco-

vou odchylku (72) upravime dile tim, Ze vytkneme g, =

2
= Zl; tak dostaneme
r -

85 = glz—(z'fn)zzg 2 _(_Z'Eﬁ R
Wy r2£2 v PNDX 7
éili
811’2 == G,,Z (1 _— rzyz), (76)
kde klademe
Zén

Tgy — =7———— 77
Ty V ey (77)
a tento vyraz se nazyvd koeficient korelace mezi x a y.
Odvodil jej Bravais a jeho teorii korelace propracoval pak
zvlasté K. Pearson.
Je patrno, e muzeme koeficient korelace psatitaké v tvaru

ray= =L (78)

Primér soudini dvou proménnych méfenych od jejich pri-
méri
Se—By—7) _ Sk

r r

se nazyvd také jejich kovariance.
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Vyraz pro koeficient korelace mezi 2 a y je tyZ jako pro
koeficient korelace mezi y a x, nebot je_vzhledem k obéma
proménnym zcela symetricky. Nezdlezi tedy na tom, kterd
by byla povazovina za odvislou a kterd za neodvislou pro-
ménnou. Proto také nezilezi v symbolu koeficientu korelace
na poradi indexu, ¢ili 74y = 7y,

Z rovnice (76) vidime, Ze szy = 0, je-li r;, = 4 1, coZ zna-
mend, Ze viechny residudlni odchylky jsou rovny nule, ¢ili
viechny hodnoty y padnou na piimku odhadu a je to tedy
pripad uplné korelace mezi znaky z a y. Pripad s, = gy na-
stdva, kdyz 7, = 0; jeho vyznamu porozumime, napiSeme-li
rovnici piimky odhadu v novém tvaru. Podle (71) jest

_Zbn 260
252 r+4 J— 2‘—52 »

kde miaZeme psiti podle (78) X&n = 70,0472, Rovnice piim”
ky ddhadu pak bude

N

Y =Ty 7. z+ Y xaz Tzy (79)
a pro rzy = 0 se redukuje na y = %, co? znamend, %e pro
jakoukoliv hodnotu z bude vidy nejlep$i hodnotou y pru-
meér y. Piimkou odhadu je zde rovnopézka s osou z. Mezi
znaky z a y neni vazanosti. Abychom tedy zméfili tésnost
linedrniho vztahu mezi dvéma znaky, potitdme koeficient
korelace. '

(6,2) Riuzné tvary koeficientu korelace. Neni-li rozsah
pozorovaného souboru vétsi nez 50 a pozorované hodnoty
proménnych x a y nejsou prili§ velké, je vyhodno poéitati
koeficient korelace podle vyrazu

X rXzy — Xaly
Y VeI Vs — T Zy — Zyy]
Jdsou-li viak hodnoty =,y velké, zjednodusi se vypodet
metodou vhodné zvoleného poddtku, takZe se od kazdé pro-

(80)
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meénné odecitd zatimni primér. Pak se obdobné jako v (74)
odvodi '
2 —v)(w—w)
V2w —vp 2w —wp (81)
. rZvw — Zvlw
VirZe — (2op] r2w® — (2w)?]]

Dalsi tvar dostdvdme z rovnice (78).

2 Yo —v)(w—w) Zvw—r1v0

Ty =

Tay = = » (82)
TO£0y TOz0y 00w
nebot’ Oz=0y & Oy = Ow;
Fesime-li rovnici (76) podle 7%, dostaneme
- % Dyt —aX
rzy2=1_3_"”_=1__77_a—‘5n_ (83)

g y2 2"]2
Déle miZeme vyjddriti koeficient korelace pomocf rozdfla
odchylek hodnot znaki od jejich praméra, tedy & —7, stano-
vime-li jejich primeérnou étvercovou odchylku

J— 2 2 X 2
o= Z\E— M _ 28 226 | Zn =a,2—2zr‘5’7

T r T T

+ay%

2X¢&n

= 0 + 0,* — 0,

a odtud vzhledem ku (78)

0';.‘;2 + 01’2 — 0 d2
Soa, . (84)
(6,3) Korelace pofadovyech isel. V nékterych pfipadech
malych soubori se osvédéuje vypocet koeficientu korelace
metodou poradi. NepouZivéd se pak pifimo hodnot promén-
nych, nybri se sefadi podle velikosti hodnoty jednoho znaku
a hodnoty druhého znaku tak, Ze kazdd hodnota dostane

Tz” =

103



ur¢ité pofadi ¢ili rang. Pivodni hodnoty proménné z a y jsou
tak nahrazeny dvéma fadami pfisluinych éisel pofadovych
iz & 1y a jejich koeficient korelace se pocitd. Jsou pak pri-
pady, kde neni moZno predpoklidati, Ze mezi zkoumanymi
fadami pozorovanych- éisel je s dostatednou pribliznosti
linedrni vztah, ale ¢isla pofadi jejich se mu blizi; pak je
koeficient korelace ¢isel poradi spife na misté a znamend
také znacnou dsporu préce.

Pridéleni poradovych éisel by bylo zcela snadné, kdyby se
ka?d4d hodnota proménné vyskytovala jen jednou. gastéji
méme vSak co ¢initi s pfipadem, kde se jednotlivé hodnoty
znaku vyskytup nékolikrdt. Mdme na pf. podle vehkostl
sefazenym hodnotdm znaku pfifadit poradi

45 44 40 40 37 34 34 34 31 29
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 (85)

Pritadili bychom tedy hodnoté 4,0 potfadi 3 a 4, nebo hodnoté
3,4, kterd se vyskytuje tfikrdt, pofadi 6, 7, 8. Ale stejnym
pivodnim éfslim mé odpovidat stejné ¢islo pofadi; proto jim
obyéejné pfifazujeme pramér pofadovych &isel, jez by jim
patfila, kdyby byla vesmés od sebe riznd. V tomto pifpadé
tudiz budou

1 2 3,5 3,5 5 7 7 7 9 10.
Vysledny tvar koeficientu korelace odvodime z vyrazu (80),
uvdiime-li, Ze hodnotami proménnych je prvnich 7 ¢isel ce-
lych podle (85), i kdyz pak nékterd jsou nahrazena uréitymi
prameéry.

Pak tedy bude souéet hodnot i, roven sou¢tu hodnot 7y
a tedy roven souétu prvnich r celych éisel.

Sig= Zi, = % (r + 1). (86)

Rovnéz je zndmo, Ze soudet ctvercu je

Sig—Sip= 4 243y, ppo—CHNEF

e, (87)
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takZe musime jeSté stanovit 2'zy. PouZijeme k tomu rozdila
poradovych éisel a dostdvdme

dy = iz, — ty,y, tudiZ d® = i;,%2 — 265,%,, + iy,%
odkud
2,0y, = tz,® + 4y —d)%
a soucet viech élentd bude
2Figiy = Tigt + Ti2 — Zd* = 2%i2 — a2,

iy = Xi2 — }2d2. (88)
Staéi nynf dosaditi do vyrazu (80) a pro koeficient korelace o
pofadovych éisel plyne

rrir4+ D(2r+ 1):6 —rXZd?: 2 — r¥(r 4 1)2:4
Virrr + 1)(@r 4+ 1): 6 — r2(r + 1)2: 4P

B Zd _
rr+ D2r+ 1):3 — (7 +1):2]
6Xdz?
T rr+ D)dr+2—3r—3)°

takze je koneéné
62d?
r(rt —1)°

Je patrno, Ze koeficient korelace pofadovych ¢isel podle této
t. zv. formule Spearmanovy lze v mnohych pfipadech
snadnéji vypoéitati, neZ podle formule Bravaisovy, jezto
2d? se snadno stanovi. Rozdily pofadovych &isel jsou oby-
¢ejné mald ¢isla, takie jejich étverce se rychle uréi a scitaji
(viz tab. 15). Hodnoty koeficientii 75, a ¢ jsou sobé obyéejné
velmi blizké, adkoliv tomu nemusi tak vidy byti, coZ si lze
ukdzati tfeba jednoduchym prikladem dvou fad

z: 60, 50, 40, 30, 10
y: 100, 98, 97, 3, 1L

e= (89)
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Koeficient korelace pofadovych Cisel divd tésnost vztahu
dplnou g = 1, kdeito 75, se jedné nerovnd.

Mezi obéma koeficienty korelace plati vztah odvozeny za
jistych predpokladi (t. zv. normélni korelace)

1 o]
Toy = 2 sm( 860 . g). (90)

Primku odhadu v pfipadé korelace pofadovych éisel dosta-
neme, dosadime-li do rovnic (64) vyrazy (86), (87), (88), takze
pak se zfetelem ku (89) je

a=g9, b=3(1—p)r+1)
a rovnice piimky odhadu tedy bude
y=er+F (1 —p)r+1).

Jednoduchy odhad korelace mezi dvéma znaky pomoc{ pofa-
dovych &isel lze provésti podle formule navriené rovnéz
Spearmanem
s
G=1— m’
kde s znadi soudet kladnych rozdila mezi pofadovymi é&isly
r2 —
6

nosti plati pak vztah

- 1
am= . Za piedpokladu normilnfho rozdéleni éet-

o]

(1 —gg) — 1.

(6,4) Schema pro vypocet koeficientu korelace z kore-
la&ni tabulky. Také pfi vypoétu charakteristik dvojrozmér-
ného rozdéleni Getnosti se doporuéuje zachovavati uréity
stdly postup, zvldsté pri procviéovani litky. Rozvrhneme
tedy vhodné do formuldfe rubriky, kterych je tfeba k vy-
poctu koeficientu korelace podle rovnice (82) pro soubor ne-
velkého rozsahu a malého pottu tfidnich intervali. Pro hod-
noty proménné z, kterd miZe znamenati na pr. meésiéni
cenovy index, pozorovany po tfi léta, uvedeme tiidni znaky

Tzy = 2 cos.
3
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& rovnéZ pro hodnoty proménné y, kterd mize znamenati
tteba vyrobu surového Zeleza v milionech tun. TFidénim
podle téchto dvou znaki dostaneme korelaéni tabulku 14.
Délka tiidnich intervald proménné z je k, = 0,5, kdezZto

Tabulka 14.
ak”
y Z (7,7/8,2/8,7|19,2|9,7 n,| wiwn, wing| &, (8wl 8,2 —7;-
10|73 10|—2|--20| 40 [—17| 34| 289| 28,90
14 |10| 8] 2| 2| 1] 23] —1/—23| 23 |—24| 24| 576| 25,04
18 | s|21]14| 3| 1| 47] o — — |—32| —|1024| 21,79
22 ol26| 7| 5| 47| 1| 471 47| 8| 8 64| 1,36
26 al16! 1] 21| 2| 42| 84| 18| 36| 324| 15,43
30 4| 4| 8| 3| 24 72| 12| 36| 144| 18,00
n, |25|41|46|32|12|156] | 70| 266| [138]  [110,52
N |~ o] || — 70
S w = — = 0,4487h,,
| | 156 2
- RTS8 |X|8] . _266 _,
s | T [ |Ow = 156 w? = 1,5038,
gﬂ 8 ;‘ I g a ;41 Oy — 1,2263h2,
= Nl 35
—| =" = —0,2244h,,
$la|la|®|o 156
ST 221
-_— 0";2= m ——52 = 1,3663,
=2 (| g|8 |8
o» = 1,1689%,,
Tle | — Zvw 138
v (|5 |E|§ 8] | T T OBtk
al 2B (8 8(8|3 1 (2w
Tl |S| |t |8 ||| Tov= oo W =
N N |- | OyOw\ T
= 0,687.
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délka tFidnich intervali proménné y je h, = 4,0. Jinak vyza-
duje vykladu jen sloupec s;. Kazdy ¢len v ném je algebrgic-
kym soudtem odchylek » ndsobenych pfislusnou éetnostf jeho
Tddku. Tak dostaneme prvni ¢éislo —17 jako soudet (—2) .
.74+ (—1).3 = — 17, nebot —2 resp: —1 jsou odchyl-
ky téch hodnot znaku, jimZ piisludi v tomtg prvnfm fddku
korelaén{ tabulky &etnosti 7, resp. 3. Cislo 18 v tém sloupci
dostaneme jako soucet 0.4 4+ 1.16 + 2.1 = 18. Zcela ob-
dobné vznikd sloupec 8;. V pfipadé zpracovani tabulky roz-
déleni ¢etnosti o vétsim poétu tiid je vhodno zapisovati jed-
notlivé soudiny do rohu pole ptisludné éetnosti.

(6,5) Vypolet koeficientu korelace z ¥ad hodnot dvou
znakd. Provedeme si nyni vypodet koeficientu korelace
v piipadé, Ze poéet prvki souboru je maly, takZe dvojice
hodnot znakl stanovené na téchto prveich nebyly sestaveny
do tabulky o dvojim vstupu. Mdme tedy 15 prvka, na nichz
byly stanoveny hodnoty znaku z a y zapsané v tab. 15.

Tabulka 15. Tabulka 16.
itz |yl i | 1 d;, | d? 2 |y | Ty ((z+9>
1| 19| 25/ 10 | 10,5|—0,5( 0,25 361 625 475 1936
2| 73]100( 1 1,6 | —0,5| 0,25 5329(10000| 7300| 29929
3( 31 50 65 &5 |+1,5 2,25 961 2500| 1550 6561
4| 8|10/ 14,5 14,5 0,0 0,00 64| 100 80| 324
5| 54| 50 3 5 |—2,0] 4,00 2916 2500| 2700| 10816
6| 71|100| 2 1,5|+0,5| 0,25 5041|10000| 7100 29241
7| 22{ 25( 9 | 10,5|—1,5 2,25 484| 625 550 2209
8| 8| 25| 14,6| 10,5| 14,0/16,00 64| 625/ 200( 1089
9| 33 50| 5 5 0,0 0,00 1089| 2500| 1650, 6889
10| 311 50y 6,5| &5 |+1,5 2,25 961| 2500| 15650, 6561
11| 41| 50| 4 5 |—1,0]| 1,00 1681| 2500| 2050 8281
12| 23| 25{ 8 | 10,5|—2,5/ 6,25 529! 625 575 2304
13| 10| 25| 12 10,5 +1,5 2,25 100| 625/ 250 1225
14| 10| 25| 12 | 10,5 |+1,5| 2,25 100| 625 250 1225
15| 10| 10| 12 | 14,5|—2,5| 6,25 100, 100| 100 400

444/620(120,0 (120,0 45,50 19780|36450|26380(108990
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Vypoditime napfed koeficient korelace pofadovych ¢éisel,
kterd jsou v tabulce zapsina v étvrtém a pitém sloupei.
Najdeme nejprve nejvétsi hodnotu znaku z, které prifadime
poradove &slo 1, nejblizaf niz$i hodnoté &islo 2 atd. Znak y
m4 dvé stejné nejvétdi hodnoty 100, takie kazdému z nich
ptifadime primérné éislo 1,56 = } (1 + 2). Po této hodnoté
je nejblizdi 50, kterd se vyskytne pétkrit; bude.tedy miti
potadové éislo 5 = 1 (3 + 4 + 5 4 6 4 7) a podobné se po-
stupuje déle. Utvofime pak rozdily, pfislusnych poradovych
¢isel a jejich étverce. Podle rovnice (89) potom dostdvame

_,__6.4550
=T naer—1
Pro srovndni vypoéitdme také koeficient korelace rzy podle
rovnice (80). Piisluind éisla jsou v tabulee 16; pro kontrolu
je-pripojen posledni sloupec, abychom zjistili, Ze
(108990 — 19780 — 36450) : 2 = 26 380,
15.26380 — 444 . 620

) (15. 19780 — 444%) (15 . 36450 — 6202)
Ty = + 0,947.
Podle vztahu (90) bychom dostali
rzy = 2 8in 27° 34,2’ = 0,926.

Odchylkami, které jsme dostali mezi hodnotami g & 7.y se
budeme zabyvati pozdéji.

Kdyz vykliddme smysl dosaZenych vysledka v uréitych
piipadech, méjme na paméti, Ze statistické vztahy predsta-
vuji statistické pravidelnosti; jejich vypovédi plati jen pro
zkoumany statisticky soubor jako celek, nikoliv pro jednotli-
vé prvky souboru.

(6,5,1) Priklad 1. Jest vypoéitati koeficienty korelace
pro kazdy ze tii soubort tab. 10.

Soubor ¢é. 1. K obéma faddm &isel x a y si sestavime jeSté
dalsi tfi sloupce.

1 — 0,081 = + 0,919.
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Tabulka

N —4 | =3 | —2 |4 0 i,
—6 Yo o T 8
—5 20 A
—4 R B
—3 S S R
—2 I I e
—1 T §E
0 0 0 0 0 0 0

1 S N
2 ar ol o 1®
3 o | ,
4 o |3
5 0
6 0
7 0
wn 8| —6 | —12 | —25 || —sl 47
win 32 18 24 25 47
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17.

2 3 4 5 6 on vtn
—12 72
—20 | 100
—32 | 128
1
6 —54 | 162
1 —46 92
4
[2] —
5 3 31 31
0 0 0 0 0] —195
®
5 3 4 & 26 26
5
. 6 30 60
9
6 0 12 60 | 180
3 32 | 128
8 12 20
2 20 | 100
10 20 30
24 20 18 | 108
1
14 7 49
74 30 20 10 12 193 | 1236
148 90 80 50 72 586
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22 ¥l xy Dostdvame tedy souéty
2z =60, Ty = 70, Xzt = 360, -
64 81 72 2y? = 466, Tzy = 326,

6
‘119) gg gg z nichZz vyplyvaji hodnoty charakte-

49 81 63 | ristik

»

Ll e T =462, §=538,
| 11 & st = 3P — 4,622 = 6,3479,
2| 9| 15 0y = 455 — 5,382 = 6,9018,
16 | 36 | 24 0z = 2,52, oy = 2,63.

1 16 36 .. .
89 36 18 | Koeficient korelace bude podle rovnice

1 64 8 | (80)
rzy = + 0,03.

Soubor &. 2. Piisluiné souéty jsou

360 | 466 | 326

2zr= 60, Xy = 70, Xz? = 360,
2y? = 468, Lzy = 407,
takze T = 4,62 7 = 5,38,
ozt = 6,3479, or = 2,52,
gy = 17,0556, oy = 2,64.
Koeficient korelace podle rovnice (80) pak je zz, = + 0,97.
Soubor &. 3. Potfebné soudty jsou tytéZ jako pro soubor
¢. 2, aZ na Jxy = 238, takZe také charakteristiky jsou tytéz
aZ na koeficient korelace, ktery tu je
Ty = — 0,98.

Piiklad 2. Jest stanoviti koeficient korelace Tgy Pro sou-
bor dany v tabulce 11.

Mizeme pouZiti postupu podaného v tab. 14, nebo jej po-
nékud pozménime. Zavedeme si stejné nové proménné v, w,
méfené v prislusné délce intervalu jako jednotce, a od vhodné
zvoleného poddtku. Tak zvolime pro v pocateéni hodnotu
v, = 5,4 a pro druhou proménnou w, = 3,1. Do piisluiného
pole tabulky zaznamendme soudin v . w a dostaneme tab. 17.
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Ve vyznac¢eném kriZi jsou soudiny » . w rovny nule, protoze
je tam aspon jeden soudinitel roven nule a v poli, kde se oba
pasy prekryvaji, jsou oba soucdinitelé rovny nule. Ostatni
hodnoty soudinia vepiseme do pravého dolniho rohu kazdého
pole. Pfi tom vezmeme v uvahu déle, Ze kfiZem je celd tabul-
ka rozdélena na Gtyfi oblasti tak, Ze v levé horni a pravé
dolni jsou hodnoty souéinii kladné, kdezto v ostatnich dvou
zdpornsé.

Abychom nym Vypocn:ah Zv.w, sesta.wme si pomocnou
tabulku 18, v niZ do 1. sloupce sestavime podle velikosti

Tabulka 18.

2w n + n— Alg.:’ouéet v.u.n
(1) (2) (3) (4) (5)
1 14 7 7 7
2 18 9 9 18
3 9 6 3 9
4 13 2 11 44
5 9 0 3 15
6 14 2 12 72
8 b5 5 40
9 2 2 18
10 2 2¢ 20
12 4 4 48
14 1 1 14
16 1 1 16
20 3 3 60
24 1 1 /24
30 2 2 60
| 92 26 ! 465

viechny hodnoty soudini ».w, které se vyskytuji. Do
2. sloupce zapiéeme souéty Cetnosti kladnych oblasti postup-
né z téch poli, kde j jev.w=12,3,...,do 3. sloupce obdob-
né soudty z oblasti zapornych Do 4 sloupce zaplsu]eme
algebraicky soucet sloupce 2. a 3.; v 5. sloupci pak mime
vyndsobeny sloupec 4. sloupcem 1.
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Tak dostdvdme na pt. 18 =5+ 6 + 7 (¢isla oznacend
v tab. 17 krouzky) a — 9= —6 —2 —1 (éfsla ozna.cené,
étverecky).

Z téchto tabulek dostdvidme jiZz vZechna potfebnd Eisla
k vypoétu charakteristik a koeficientu korelace.

v = (193 —195) : 200 = — 0,01,

w = (193 —51):200 = + 0,71,

0,2 = ##%8 — 0,00001 = 6,1799,

o, = 2,486,

ot = §88 — 0,5041 = 2,4259,
ow = 1,557,

i”rw—" —7.w= 485 —0,01.0,71 = 2,3179,
takze 2,3179
: o= 5486 x 1557 OO0

Priklad 3. Cena néjakého statku a poptdvka po ném jsou
ve vztahu. Budeme pozorovati tento vztah na uréitém statku
vieobecné spotieby. Prvnim znakem z bude cena statku
v ménové jednotece, druhym znakem y bude pocet kusi pro-
danych pfi dotyiné cené na pi. v milionech. Dostaneme
dvé fady éisel, uvedené v tab. 19.

Tabulka 19.

z Y 3 y? Ty,

6 22 36 484 132 T = 4,67
561! 25 30,25 | 625 137,5 = 9795
5 27 25 729 135 ay = 099
45 | 285 20,25 | 812,25 | 128,25 z=

4 30 16 900 120 o,= 305
3 31 9 961 93,
28,0 | 1635 | 136,50 |4511,25 | 745,75
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Vidime, Ze korelace je inversni, nebot niz§im hodnotdm zna-
ku z odpovidaji vy$si hodnoty znaku y. Zjistime-li koeficient
korelace, dostdviame

7oy = — 0,956.

Koeficient korelace ndm sice d4va obraz tésnosti vztahu, ale
nevidime z ného, zda uréité zméné hodnoty x odpovid4 stejni
zména hodnoty y nebo vétsi ¢i mensdi. Tato okolnost vynikne,
budeme-li ty% vztah pozorovatina druhém statku, ktery nent
predmétem vSeobecné spotieby, nybrz je statkem pfepy-
chovym. Dostaneme pozorované dvojice v tab. 20.

Tabulka 20.

T y z? y? Ty

600 | 0,6 360000 0,25 300 z = 466,7
550 | 0,8 302500 0,64 440 = 190
500 | 1,2 250000 1,44 600 ay — o84
450 | 2,0 202500 4,00 900 = 9%
400 | 2,9 160000 8,41 1160 o, = 1,23
300 | 4,0 90000 16,00 1200 :
2800 | 11,4 | 1365000 30,74 4600

Koeficient korelace je
oy = — 0,992.

Vidime, %e zména hodnoty znaku y v pfipadé prvniho statku
neni pomérné tak velkd jako zména hodnoty znaku z, nebot
pokles o 509, v hodnoté x vyvoldvé vzrast pfiblizné o 409,
proménné y. V piipadé druhého statku viak pokles hodnoty
znaku z o polovinu zpusobuje vzrist na osmin#sobek v hod-
noté znaku y. Pomér téchto zmén studujeme pomickami, jeZ
jsou vyloZeny v dalsich odstaveich (7,1).

Uloha., Adkoliv nemé logického smyslu potitati koeficient
korelace mezi prom&nnymi, které jsou vézény jednoznadnou
matematickou funkef, jako na pf. mezi x & y = z¥, pfece je
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zajimavo, ¥e koeficient korelace mezi celymi &sly 1,2, 3, .. ., »
a Jejich &tverci 12, 22, 3%, .. ., 72 mA pfi 7 — o hodnotu 7,

= 0,968, pro tieti mocniny 13, 2%, .., % pii r > o je "zv
= 0,9512 tedy jestd men&i. Ovéite si tyto vysledky a poéiteﬁe
koeficienty korelace mezi posloupnostmi 1, 2,3,..., » a 1%
oF, 8%, .., r* pro n&kolik hodnot k=1,2,38,.... Pftom pou-
%ijte obecného vztahu

k+1
P P Iy e iV (r+1)

F+1
k k(k — 1 k{k — 1) (k — 2)
—37% 1~ ( 31 )ak_z— ( i!( 8p_g—. . —8
Tudfz
8 =T, 1=1'___(1'-2i-1), 8’=1‘_—__(?0‘+16)(1'+1).
PR '2" 1)]’, 8¢ = o {r(r + 1) (2r + 1) (372 + 3r — 1)} atd.

(7,1) Koeficienty regrese. Budeme nyni povaZovati ze
dvou proménnych jednu, tfeba z za nezdvislou a druhou y za
z4vislou. Zjistime-li koeficient korelace 7y, ukazuje nim,
jakd se jevi tésnost vztahu mezi proménnymi a nebyvi
snadné porozumeéti jeho stupnici, jakoZ i pochopiti vyznam
uréité jeho hodnoty, na pr. 0,65. Byvd ¢asto prospéiné;jsi,
muzeme-li ddti néjaky odhad pravdépodobné zmény v y, pro
néjakou danou zménu v z. Tak na pf. pro tabulku 11 dosté-
vame, Ze zméné v délce o 1 odpovidd primérné zména v Sifce
0 0,39. Zjistuje se tedy v prvni fazi korelaéni analysy tésnost
vztahu a druhou fézi tvoif uréeni nejpravdépodobnéjiiho
vztahu; k této fézi nyni pristoupime.

Vidéli jsme jiZ, Ze k povaze vztahu mezi z a y se dostdvime
vypoltem praméru sloupci nebo fadku koreladni tabulky.
Se zménou proménné z o jednotku nastiva pribliZné zména
o 1,5 v druhé proménné. MiZe to byti linedrni vztah a pak
jej miZeme vyjadiit rovnici pfimky odhadu % = af ¢ili
podle (79) -

g
0=, (91)

T
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nebot s pye
a = sz —_ = sz 2 °
oz 2E

Povahu této piimky si maZeme objasniti na datech tabulky
14. Vztah mezi proménn)’rmi je pro né din rovnici

4,9052
n = 0,687 (0 5845) 3

¢ili = 5,77€. To znamend, Ze pro kazdou zménu o 1 v Pro-
meénné z nastdvd zména v y o 5,77.

Pravé uvazovand rovnice vyjadfuje vztah mezi x a y po-
moci jejich odchylek od ptislusnych praméru. Pro nékteré
pripady muze byti vhodnéjsim napsati vztah pomoci pivod-
nich hodnot pozorovani. Pak bude pfisluinéd rovnice

oy
y—F=roy Ur—F), (92)
éili
y— 19,79 = 5,77 (z — 8,64),
y = 5,77z — 30,06.

Nakreslime-li v soufadnicich
proménnych z a y piimku
regrese, pak jeji sklon uddvi
pomér variaci obou promén-
nych. Je-li tento pomér roven
1, bude miti regresni piimka )
sklon 45°. Je-li jejisklonkhori- Obr. 13. Galtonav graf.
zontalni ose vétdi neZ 45°, je tu
vetsi pomema ZMéna v promeénné y neZ v x. Skutecny pomér
variaci je din tangentou iuhlu, ktery sviréd regresni primka
s vertikilni osou y, tedy tg «.

Uvedenému zndzornén se také ikd Galtonav graf

Kdyby linedrni vztah mezi obéma proménnymi byl per-
fektni, existovala by jedna pfimka regresni. Je-li viak vztah
volny, takie | rz, | < 1, dostdvime obdobnou uvahou jako
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jsme odvodili rovnici (91) druhou piimku, kde povaZujeme y
za nezdvisle proménnou a z za zdvislou proménnou, Je]ii
rovnice bude

E=ray 2, (93)
Oy

¢ili

a:—a:—r,,y (y——y) (94)

[

Odvozeni regresnich pfimek jsme provedh zcela obecné jako
piimek odhadu, aé se odvozuji oby¢ejné primo pro pripad
korelaén{ tabulky. Odvozeni jejich pomoci koeficientu kore-
lace je dovoleno jen kdyZ vztah mezi proménnymi je linedrni.
Rovnice (91) aZz (94) jsou rovnice pfimek regresnich, je-li
regrese presné linedrni. Odchyluje-li se regrese od linearity
bud v disledku vybérovych variaci nebo skuteéné svou po-
vahou, ddvaji tyto rovnice nejlepsi pfimky regrese, které
pozorovang data pripoudtéji.

MuzZeme se divati na tyto rovnice bud a) jako na primky
odhadu individudlnich hodnot y podle sdruzenych hodnot =
a obrdcené také odhadu hodnot z podle sdruZenych hodnot y;
Pii tom jsou piimky stanoveny tak, Ze souéet étverci chyb
odhadu je minimem nebo b) jako na pfimky odhadu priméru
hodnot y podle sdruZenych jednotlivych hodnot = a obrécené
odhadu priméru hodnot z podle sdruZenych jednotlivych
hodnot y; pfi tom opét soucet étverci chyb odhadu je mini-
mem a stanovi se tak, Ze kaZdy primeér se poéitd tolikrat,
kolik je prvki, z nichZ byl stanoven. Je to tedy zase pfipad
a), kde kazda hodnota znaku y pro urcité x byla zastoupena
svym prumérem a pro druhou piimku kaZdd hodnota z pro
uréité y byla zastoupena svym primérem.

V rovnici regresni ptimky znaku y vzhledem ku z (91) nebo
(92) je koeficient, ktery znamend smérnici primky

gy

by = 72
v

a g

(95)

T
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anazyva se koeficient regrese y vzhledem ku x. Podobné

v druhé pffmce regresni (93) nebo (94)
' g

byp = 72y a_:

(96)

je koeficient regrese z vzhledem ku y. Ka#dd z téchto
pifmek prochdzi pramérem (Z, ¥) celé korelaéni tabulky.
Z rovnice (91) vidime, Ze koeficient korelace je vyjidien
pomérem

n.§_

oy on Tzy-
Je také patrno, Ze koeficient korelace je geometrickym pri-
mérem obou koeficientd regrese, nebot z rovnic (95) a (96)

vyplyva
Tey = Vbzl - byy.

Vyjédifme-li pak rovnice regrese ve smérodatnych promén-
nych £ =¢ 1
Oz Oy

= u, dostdvidme

u=rgt, t=7rgu,_ (97)

coZ jsou piimky odhadu vyjddfené v jednotkdch smérodat-
nych odchylek a pomoci koeficientu korelace. Jsou to ab-
straktni proménné a nezavisi na jednotkdch, v nichZ byly
méfeny puvodni proménné z a y. Koeficient korelace je tedy
tangentou dhlu, ktery svird prvni pfimka regrese s osou ¢
a ktery oznatime ¢, a tangentou dhlu, ktery svird druhd
piimka s osou u, kdeito tangenta uhlu #,, ktery svird druhd

1
piimka regrese s osou ¢ je _— Uhel, ktery svirajf obé ptimky,
zy
oznaéime w = ¥, — &, a vime, Ze tedy
1
tgdy —tgdh _ Txy R il
14 tgd, tgdy 141 27

—Tzy

tgw =
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‘Ponévadz 1 — 7y > 0 zdvisi velikost tihlu @ na znaménku
Tzy. Je-li 0 << rgy << 1 ¢ili korelace kladnd, bude 0 < w-<< R
¢ili sevieny uhel bude ostry. Je-li — 1 << 7y << 0 ¢ili kote-
lace zdpornd, je B << w << 2R. Pro 7,y = + 1, kdy je kore-
lace perfektni, dostdvame tg w = 0 ¢ili w = 0. Obé regresni
primky splynou v jednu a to ve stejném smyslu je-li znamén-
ko kladné ¢ili pfi zdvislosti pfimé, a v opaéném smyslu, je-li
znaménko zdporné ¢ili pfi zdvislosti nepfimé. Pii 7,y = 0
sviraji spolu obé regresni pfimky Ghel pravy a splyvaji tedy
s osami ¢, u. V grafickém zndzornéni vyznacujeme Sipkami

2 .

0

Obr. 14. Regresn { pfimky Obr. 15. Regresni pfimky pfi
pliosr, S 1. 027, =2—1

smysl pfimek regresnich, to jest smér rostoucich hodnot kaz-
dého znaku. Pi{pad soudasného ristu obou proménnych je
zndzornén v obr. 14, kdeZto piipad nepiimé korelace je
v obr. 15.

Znézoriujeme-li vztah mezi dvéma proménnymi, jejich%
rozdéleni éetnosti je ddno korelaéni tabulkou, ¢inime tak po-
moc{ pruméri. Tak na pf. zndzornfme regresni ¢iru tak, Ze
hodnotdm jedné proménné z, kterou povaZujeme jako by za
nez4vislou, prifadime hodnoty priméra sloupcovych druhé
proménné; druhou regresni ¢édru dostaneme, povaZujeme-li
proménnou y za nezdvislou a ptifazujeme ji fidkové pra-
méry proménné z.

120



Tak na pr. pro rozdéleni v tab. 14 mdme

z; 7 8,2 8,7 9,2 9,7
7 14,2 17,5 20,8 24,1 24,0
) ¥
Znazornime-li jednot- 2

livé body (z;, ¥:) a spo-
jime dseékami, dostane-
me ¢4ry v obr. 16a, ktery
podivéd jen informaci
obsaZenou v téchto bo-
dech. Kazdy 2z téchto
bodi je v3ak primérem
nékolika hodnot, spada-
jicich do tohoto sloupce,
takZe je jakousi oponou,
v jejimZ pozadi je urcité
rozdéleni ¢etnosti pozo-
rovaného souboru. Pred-
stavujeme si pak, Ze to-
muto souboru odpovidi
ur¢ity. zdkladni soubor,
ktery mé své rozdéleni
detnosti v kazdém sloup-
ci, jehoz ndhodnym pfi-
blizenim je rozdéleni po-
zorované. Znizornime to
tak, ze v obr. 16b na
kazdé poradnici pfedsta-
vujici sloupec odpovida-
jici uréité hodnoté z, na-

20

171

Obr. 16. Regresni &ara a jeji pozadi.

kreslime body odpovidajici hodnotdm y i s jejich vahami
[velikosti tetek) a piipojime rozdéleni ¢etnosti, zndzoriujict
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hypotetické rozdéleni v piislusném sloupci zdkladntho
souboru. : .

Vidime z toho, Ze informace poddvand jednotlivymi body
predstavujicimi priméry je podstatné doplnéna rozptyly
dotyéného sloupce.

(7,2) Koeficient determinace. Stanovili jsme pramérnou
¢tvercovou odchylku residui, t. j. pramér étverca odchylek
méfenych rovnobéiné s osou y od piimky odhadu éili od
piimky regrese a uvedli jsme ji na tvar (76), z ného# fefenim
dostdvdme pro 7,?

r )t
Tz =1 o

Vidime z toho, Ze ¢im je koeficient korelace vétsi, tedy blizs
1, tim je sz, mensi a naopak se blizi szy ku oy, kdyZ se hod-
nota rzy? blizi k nule. Hodnota r;,? se nékdy nazyva koefi-
cientem determinace, jeito méfi procento variability
hodnot odvislé proménné uréenych z hodnot neodvislé pro-
ménné. MiZeme ji psat také

) ay? — 8z,°

oy’

odkud je zfejmo, Ze jo to pomeér rozdilu rozptylt ¢,% — 85,2
k rozptylu g,2. Kdyz s;,? pfedstavuje rozptyl hodnot odvisle
proménné kolem primky odhadu a g,2 rozptyl téchto hodnot
kolem celkového priméru, pak rozdil g, — ;2 je vyrazem
té ¢asti rozptylu odvislé proménné, kterd pripadd na rozptyl
zplisobeny neodvisle proménnou.

(7,2,1) Piiklad 1. Znézornéte graficky riznou velikosti
tedek rozdéleni éetnosti uvedené v tabulce 14, priméry rddka
a sloupci, jakoZ i obé primky regresni.

Praméry tadka jsou ‘

"'zyz = )

YE 10 14 | 18 22 26 30

T 7,85 8,18 8,36 8,78 9,13 9,45
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Praméry sloupct

i 7,7 8,2 8,7 9,2 9,7

i 14,2 17,6 20,8 24,1 24,0

Rovnice regresnich pfimek jsou

5845
n=5T1E &= 0,687

4,9052 "

Grafickym znizornénim polohy bodd, piedstavujicich jed-
notlivé pary hodnot si miZeme ziskat casto potfebné objas-
néni, zda je splnéna podminka linedrntho vztahu, nebo zda
jen jednotlivé vybotujief body rusi line4rnf prabéh. Cim pres-
néji lezi body u néjaké primky, tim je 7z, bliZze --1.

n
./
S e ¢ o
7}
p
.- P
©
o~ hd Q e
‘et
//W
o o =%z .
!
7 rd
D=0
T
- 7

14

v

s é . //® . .

‘ /. .
//

727 a2 87 92 Y4

10

Obr. 17. Cetnosti hodnot znaki a pramdri, jako¥ i pimky
regrese.
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Priklad 2. Odvodte rovnici pfimky regrese hodnot y
vzhledem k z pro primeéry, jejichZ vdhy se rovnaji éetnosti
prisludného sloupce. PiSeme rovnici primky, kterd se primyké
bodim, jejichZ soufadnice jsou z;, ¥; tak, Ze soucet ¢tvefca
odchylek rovnobéinych s osou y je nejmensi, ve tvaru
¥; = ax; +.b. Cetnost sloupct je n;, a pritazena jako viha
pisluiného pruméru znaéi, Ze kaZdd pofadnice ndleZejici
v korelaéni tabulce uréité hodnoté z; je zastoupena primérem
vSech pofadnic patifcich k téZe tiseéce x; Potom md byti
splnéna podminka, aby soucet ¢tverci odchylek ¥; — ax; —
—b tedy

f(a, b) =2 n; (§i — az, — b?
1

byl minimem. K tomu museji byti splnény predevi{m pod-
minky

7 —

5{—)= Zm(yi—axﬁ—b) =0,

1

of —

— = 2n;(¥i—ax;—b) ;= 0.

a Iz i (Y )z

Jsou-li hodnoty proménné z v korelaéni tabulce z,, z,, ...,

Zi, ..., ; & hodnoty druhé proménné w,, ¥o, ..., Yt --» Ym

pak detnost dvojice hodnot z;, yz ozna¢ime n;;. Korelaéni

tabulka obsahuje ! sloupcu a m Fddkua. Soudet ¢etnosti k-tého
!

t4dku bude D mp = np a soudet Getnost{ i-tého sloupce
. j=1

m
Z Nik = M.
k=1

Vzhledem k tomu, Ze sloupcovy pramér je definovdn rov-
nic{

_ 1
Yi= — Z Yinix
ni k
a dale, Ze platf
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D ximig= Q2 iy = T,
k k

dostdvame
2 nig (Yx — azi — b) = 0,
i
2 nix (yr — az; — b) 2; = 0,
i

¢ili

> nigYr = a > iz + b > nik,
i ir s
D Ry = a D nigaid + b noxi,
i,k ik ik
a jejich feSenim vyplyvéa

X xyr — 2nipTiZni gy
T2Nix T — (21 %:)?

b— Zng pyiZng y o2 — X griZn g iy
2032 — (2nipx;)?

coZ jsou tytéZ rovnice jako (64), takZe z nich stejnym zpﬁl
sobem dostdvame tytéz rovnice regresnich primek.

(8,1) Mnohonésobna korelace. Od korela¢ntho vztahu
mezi dvéma kvantitativnimi znaky prejdeme nyni ke studiu
kolektivni zdvislosti jednoho znaku na dvou nebo vice dal-
gich znacich. Na pF. velikost sklizné uréité plodiny v jednom
roce zdvisela na vlivu nékolika ¢éiniteli, z nichZ nejduleZi-
t€jSimi jsou mnozstvi srdZek a tepelné poméry, nebot maji
zakladni vyznam pro rast rostliny. Tésnost véazanosti mezi
velikosti sklizné na jedné strané a mnoZstvim srazek i po-
méry tepelnymi na drubé strané muZeme studovati opét
pomoci regresnich primek a korelaéniho koeficientu, vy-
stihneme-li néjakym zpisobem soucasny vliv nékolika éini-
teld. Podobné jakost materidlu se zkousf éasto podle vztahu
mezi hustotou, tvrdosti a taZznosti. Omezime se na tfi pro-
ménné a odvodime podobné jako v piipadé dvou proménnych

]
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koeficient korelace, je-li vztah mezi proménnymi linedrni.
Odhadujeme-li proménnou y pomoci  a z, napiSeme linedrni
vztah .

Y= ay+ a,x + a,2
¢ili pro odchylky od priméra vzhledem ku (75) také

n=a;§ + ayl. (98)
Normdlni rovnice pak jsou
Zén = a, 28 + a,LEL, (99)
2ln = a, Xt + a, X3, (100)
z nich# vyplyvi Fefenim
_ 20Xy — LE Xy _ 28X — X

. (101)

T TEre— ey 0 T IR — (R
a hledand rovnice (98) pro odhad # je tedy uréena. Odvodime
nyni vyraz pro étverec primérné étvercové odchylky residuf
obdobné jako v pfipadé dvou proménnych.

1
Sy.z® = - (22— Z(a,& + _%C)z]
¢éili
1
31/.2:22 = T [27]2 - (‘1122'52 + ‘1222:2 + 247'1(12254-)]
Nidsobime-li rovnici (99) koeficientem a,, rovnici (100) koefi-
cientem a, a seéteme, vidime, Ze vyraz v kulaté zdvorce je
a, 2y 4 a,2ly, takie
1
Sy.zst = iy (22— a, X — a,2ln)

a dosadime-li za hodnoty konstant vyraz (101), dostdvdme
(20228 — ZECXIn) 2oy
282502 — (ZECP
_ (Z8Ztn— ZELEem) Ztn
2L — (2807

1
Sy.zs® = - Znt—

126



¢ili

1
Sy.zst = > {27]2 -

L0 XEn)r —2XEL X InXin + 282 (Xin)?
282207 — (2E0) ’

.2 Zn? 1 Ll 2En)? — 2XEL X nXEn + LENZn)?
v-zz = T, [2'52).7&'2 _ (ch)z] 2,72 ’

coZ napiSeme
8y.z:t = 0% (1 —1y.25°), (102)
kde jsme zavedli pro zlomek ve velké zdvorce oznaceni ry 5,2;

délime-li v ném ¢citatele i jmenovatele souéinem X£22923°(2,
dostdvdme

(Zén)? _2ZE€Z'C7}2§7)+ (Z%n?)
, 2 _ 252):772 25221722‘4'2 2&22"1]2 .
e
PN IINa

Zavedeme-li pak podle rovnice (77) prislu$né symboly koefi-
cientd korelace mezi dvéma znaky, miZeme psiti posledni
rovniei

Tay? — 2rayTysTez: + Tyzz
1—r7y2 )

(103)

7'1/.:1:22 =

Tak je vyjddien koeficient mnohondsobné korelace pro tfi
proménné mezi znakem y a dvéma znaky z a z. MiZeme si
predstaviti, Ze tedky stereogramu rozdéleni Cetnosti, ktery
bychom si sestrojili v trojrozmérném, prostoru jsou rozpty-
leny kolem roviny regrese. Analogicky k rovnici (103) lze
snadno napsati prisludné vyrazy pro 7; ;% a 7242

Na poradi indexu jednotlivych koeficientii korelace ne-
zdleZi, takie ry, = 7;y a 75, = 7pp & tudiz také nezidlezi na
pofadi indexi za teckou ve (103), takze ry ;2 = 7y .5% & ob-
dobné 7z p® = 72.45%, Tz.ye® = Tz.2p°
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Uvahy provedené zde pro tii proménné lze roziifiti na
libovolny poéet proménnych [1].

(8,1,1) Priklad 1. Vyjddiete rovinu regrese hodnot pro-
ménné z vzhledem k proménnym z a y pomoci piisluSnych
smérodatnych odchylek a koeficienti korelace. Zvolime-li za
pocéitek soufadnic primér celého rozdéleni éetnosti v troj-
rozmérném prostoru, bude rovnice této roviny analogicky

ku (98)

§="b&+ by,
kde koeficienty b, a b, jsou vyjiédieny analogickymi rovni-
cemi ku (101)

b — ZpXEC — XEnEnl 28l — XXl
1T XRp — (XEpr” P 2B — (Xén)?

a vzhledem k rovnici (78) a obdobnym pro ostatni dvojice
proménnych vyplyvd po malé upraveé

b — 0z (Y22 — Tyolzy) O (Tys — Toyras)
| e e T TN 2= T 0 2y
oz (1 —rg52) ay (1 —rg2)

Ctverec primérné &tvercové odchylky residui muzeme pak
napsati pomoci determinantu ve tvaru

s 1 Tyz Tzz
822" = T—r 2’ Tye 1 Tay | - (104)
Ty, Tzy 1

Rozvedenim determinantu podle prvniho fadku nebo sloupce
je mozZno se presvédéit o totoinosti tohoto vyjddieni s tim,
které odpovidd rovnicim (102) a (103).

Piiklad 2. Jakost uréitého materidlu byla charakteriso-
véna tfemi znaky z, y, z, které byly pozoroviny na souboru
triceti prvka; pozorované hodnoty v prislusnych jednotkich
kazdé proménné, v nichZ byla méfena, jsou sestaveny
v tab. 21.
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Tab. 21.

% z Y z ¢ T Y z
1 2,7 71,4 35,4 16 2,6 55,7 28,8
2 2,6 63,4 3L,3 17 2,7 70,6 34,0
3 2,7 82,6 32,2 18 2,9 87,6 34,5
4 2,6 67,3 33,4 19 2,6 50,7 29,9
5 2,5 69,6 37,7 20 2,4 59,6 29,8
6 2,7 73,0 34,9 21 2,6 71,3 29,3
7 2,6 55,7 24,7 22 2,7 76,5 31,4
8 2,8 85,8 34,7 23 2,6 69,2 31,7
9 2,8 95,4 38,0 24 2,8 83,7 36,8-
10 2,5 51,1 25,7 25 2,9 94,7 41,6
11 2,6 74,2 25,8 26 2,7 70,2 30,6
12 2,6 77,6 28,0 27 2,6 80,4 29,7
13 2,6 64,1 25,8 28 2,7 76,7 32,6
14 2,6 63,7 23,7 29 2,6 78,0 29,2
15 2,7 82,2 32,4 30 2,8 79,3 36,7

Jest najiti zdkladni charakteristiky jednotlivych fad a
vztahi mezi nimi, sestrojiti a znézorniti rovinu regrese pro
odhad hodnot proménné z vzhledem ku z a y.

Znémym postupem zjistime

T—= 2,65, o= 0,18, T2y = 0,60,

y=172,03, . oy = 12,16, Ty = 0,67,

z = 31,67, -0 = 4,23, 772 = 0.59
Rovnice primek regrese

L=y 2y =023y, C=re&=1386L
O'y * Oz

8y = 0ol — 1,2 = 3,13, 8, = 0,1 — 12 = 3,43.
Rovnice regresni roviny
C = b1£ + bzﬂ;
Oz (Tze — Tyz + Tzy)
b= = 2T B — 6,977,
! oz (1 —15%)
b, = 0,174,
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bude pak { =6,977¢ 4 0,174y

a " 852y = 8,63, Tom? = 0,5. .

¢

Obr. 18. Regresni rovina.

Grafické zndzornéni regresni roviny i celého roje tecek je pro-
vedeno v obr. 18. Primérnd étvercova odchylka residui ko-
lem roviny je vic neZ dvojndsobkem prumérnych étvercovych
odchylek kolem regresnich primek. '
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Ulohy: 1. Provedte rozbor piipadu, ktery nastane a) jestlize
v rovnici (103) je
Ty =Ty = 0,

zy
takZe
. 21'”’ —o
L TTr, =
b) je-li
Tey = Tyazz = o,
takZe
Ty = 0.
c) je-li
7, =1
d) Toy = Tgp = Tys = Ty 1

takZe viechny koeficienty korelace se' rovnaji — i.

2. Najdste r, ., je-li r,, = ry =1, = 0,999.

3. Provedte rozbor pripadu, ktery na.sta.ne, jestliZe v rov-
nici (102) je r,, =71, =

(8,2) Diléi korelace. Predstavme si nyni, Ze mame zjistit
tésnost vztahu mezi velikosti sklizné y a tepelnymi poméry z,
k éemuz vypocitime koeficient korelace rz,. Nahlédneme
snadno, Ze nebude predstavovati vystiZné a bezpeéné tento
vztah, takZe nebudeme moci odhadovati vzrist velikosti
sklizné odpovidajici uréitému vzristu primérné teploty,
ponévadz teplota je v tésném vztahu s nékterymi dals{mi
dilezitymi éiniteli, jako je na pf. mnoZstvi srdZzek z. V tako-
vém pripadé musime uziti k feSeni ikolu zvlastniho postupu,
kterym stanovime korelaci mezi velikosti sklizné a tepelnymi
pomeéry, kdyz zustdvd mnoZstvi srdzek konstantni. Je to
t. zv. diléi korelace, kterd je uréena koeficientem diléi
korelace r;,, mezi dvéma proménnymi pfi urcité stdlé
hodnoté tieti proménné. Tento koeficient muze byti
stdly, nebo se mize méniti, kdyZ tfeti pro-
ménnsd nabyv4d riznych hodnot. Abychom do-
spéli k jednoduchému odvozeni hodnoty koeficientu dfléf
korelace, pripomeneme si, Ze¢ jednoduchy koeficient kore-
lace 7;y mezi dvéma proménnymi jsme dostali také jako
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geometricky pramér koeficienti regrese v rovnicich pii-
mek regresnich

n=">0,& a &=byy
UvaZujeme tedy tfi proménné, které jsou v linedrnim vztahu
vyjddifeném v odchylkdch od priméra rovnici
n =t + af, (105)
kde koeficient a, je dén podle (101) vyrazem
g 202 — 28020y
Ve — (2E)e
Rovnice linedrniho vztahu pro odhad £ pomoci 7 a ¢ je ana-
logicky

= an + CZC, ) (106)

kde koeficienty ¢, a ¢, dostaneme opét feSenim prisluinych
normdlnich rovnic

2ty = ¢, 2n? + .20y,

ZEC = )2l + 0203,
odkud dostaneme pro ¢, vysledek

o 2E22En — 2n2&L

VI — (2l
a utvofime-li geometricky pramér obou koeficienti @, a ¢,,
dostaneme

Vi — {(252)2(2517)2 — 2T EtnZEL + (2£C)2(2Cn)2}%
161 = ’

_ [(ZE2202 — (ZEPNZC2 2 — (Znl)*]
coz muZeme prepsati pomoci symboli jednoduchych koefi-
cienti korelace mezi dvéma proménnymi '

V; - l/"zyz — 2rgyToaty: + T2yt .
10, = 3
(1 —7z%) (1 —1y?)
Koeficient diléi korelace mezi z a y je definovdn jako tento
geometricky pramér koeficienti regrese a, a ¢,, takZe piSeme
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Toy — Tzelyz . (107)
V@ —r) @ —ra?)
Z odvozeni je patrno, Ze hodnot koeficienti a, a ¢, pfi { v rov-
nicich (105) a (106) nebylo pouZito, coz znamend, Ze se pone-
chdvd { konstantni a pravé proto, Ze byla ziskina hodnota
koeficientu korelace mezi dvéma proménnymi pfi konstantni
hodnoté tfeti proménné, nazyva se koeficientem diléi kore-
lace. Pri uZivdni tohoto koeficientu musime se piesvédcit,
jsou-li vSechny dvojice proménnych v linedrnim vztahu
vzdjemném. Vypocéet pak lze podstatné usnadnit tabulkami
jako na pr. [3]. RozSifeni na vice proménnych je mozno
provésti zcela obecné [1].

(8,2,1) Piiklad 1. Pfedpoklidejme, Ze byl zjidtén jedno-
duchy koeficient korelace mezi velikosti sklizné y a teplotou z
hodnotou r;, = + 0,62, mezi velikosti sklizné y a mnoZstvim
srizek z hodnotou ry, = - 0,80, mezi teplotou a mnoZstvim
srazek r,, = + 0,75. Jaky bude koeficient diléi korelace mezi
velikosti sklizné a teplotou?

Podle rovnice (107) bude na pf. pomoci tabulek [3] 74y, =
_ 0,62—0,60
0,397
stilém mnoZstvi srazek prakticky mizi.

Priklad 2. Jest stanoviti koeficient diléi korelace mezi
z a z, jakoZ i mezi z a y pro material tabulky 17.

Tzyz =

= + 0,05, takie skuteény vliv teploty pfi

r . Taz — TzyTyz _ 0,587 — 0,602 . 0,671 .
2.y = =
V(l_ Tzy®?) (1—142%) . 0,594
= 0,31,
Tyz — Tzzlzy 0,671 — 0,354
Ty = = - = 0,49.
yz.x V(l—rzyz) (l_.,ra:ZZ) 0,646

Priklad 3. Dokaite, Zo mezi koeficienty korelace plati
vztah

(1 —714y.%) (1 — 7152 = (1 — 7y 2.%).
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Z rovnice {107) a (103) dosadime a dostaneme

(rzy — ';'zzryz)z .
1—7r,°) — - =25
( vz ) 1 — Tzzz
(1 — 722%) — (r2y® — 272y ysTas + 7y42%)
= l 2 s
— Tz

coZ je identita, nebot pravou stranu miZeme uvésti na tvar

1 — 7zt —ry2 4 Tzerys® — (rzy — "'zz"uz)2 _
1 —r7rz2
_ (1 — 722 (1 — 7y,%) _ (Toy — Tz2Ty2)?
1 —rg? e
Ulohy: 1. Provedte rozbor pipadu, ktery nastane, kdy%
ve formuli (107)
a) 1':“”n =1 b)yr,2=1 ‘e) ot =1

2. Doka¥te, ¥e pro &tyfi prom&nné plati

Ti2.4 —T13.4 T23.4

[T =7 (T —rg
kde prom&nné jsou oznaleny d&islicemi.

(8,3) Korela¢ni pomér (vztah nelineirni). Predpokladem
upottebitelnosti koeficientu korelace je linedrn{ regrese. Pro
piipady nelinedrni korelace je uZitednou mirou tésnosti
vztahu korelaénf pomér y vzhledem ku z, ktery oznatujeme
7)yz & je tedy obecnéjsi mirou korelace. V pripadech, kdy je
pochybno, zda je vztah mezi proménnymi skuteéné linedrni,
je vypodet korelaéniho Poméru nutnou soucdst{ korelaéni
analysy. Obdobné jako étverec prameérné étvercové odchylky
residuf 87,2 (66) definujeme rozptyl kolem sloupcovych pri-
méru 8,%;, odchylky se neméfi od primky od-
hadu, tedy od pfimky regrese, nybrz od prislusnych
sloupcovych priméra.

Podle toho na pf. od kazdé hodnoty y prvniho sloupce ode-
&teme pramér prvatho sloupce a tak to provedeme v kazdém

T12.3¢ =
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sloupci. Pramér étvercu téchto odchylek od prisludnych pri-
méri je praveé rozptyl kolem sloupcovych priméru s,2. Podle
toho bude

1 — _ —
31/2 = T {21(?11' —_— y1)2 + 22(?/17 — y2)2 + ...+ Zl(?/i — ?/1)2}-
(108)
je-li I celkovy pocet sloupeci. Budeme-li oznadovati soucet
hodnot y v i-tém sloupci s;, pak primér ¥, = %, nebot mar-
i
gindln{ ¢etnost sloupce je n;, a rovnici (108) muiZeme psiti

1 8, \¢ 8, \?2 a\2
8= 7{21 (m—nf‘l) + Ez(?/i—n—zz) +.. 4 El(yi—';ll) }

Vzhledem k tomu, Ze

8,\? 8 . 8,2 8,2
Zl(yi—;i) =2y — ”—i 2y + 711 = 2y — 711
a obdobné je tomu pro ostatni souéty velké zdvorky, miZeme
psati

1 8,2 8,2 82
2 _ 2 71 2 "2 2
Sy r :21.% n + 2oyi Ty + + 2wy 'ﬂt}
¢ili
1 1 8%
2 2 ____ y
o T 2y 7 ? n;’
kde prvni soudet se vztahuje na viechny hodnoty y souboru
a druhy soudet na viechny sloupce, tedy : = 1, 2, ..., . Ode-

éteme-li a pricteme ' nyni ¥2, destaneme

2 2 2
Byzzﬂ_gz_[r ;g_yz]zayz_[%;ﬁ_yz]

r i N i M
Lys o
. T { 7
81]2 p—rt 0'” l -_— 0_”2 »
8y% = oy® (1 — ys?) (109)



¢ili koreladni pomer 7,,? z této rovnice bude

R (110
Nyz" — L — _0_;5 . ( )
Zavedli jsme tedy pro korelaéni pomér vyraz
.
i M
Nyz® = et (111)

V souboru, kde je linedrni regrese, bude s,,2 = 8,2, takZe po-
rovnanim rovnic (83) a (110) vidime, Ze 7y;? = 752 Z rov-
nice (110) je patrno, Ze 7.2 < 1, nebot zlomek je tam vidy
veli¢ina kladnd a rovnost miZe nastati jen tehdy, kdyZ vie-
chny hodnoty kaZdého sloupce se rovnaji jeho prumeéru,
nebot’ pak je 8> = 0. Neni-li s;z,® rovno 8,2, musi byti vétsi,
nebot prumér ¢tverci odchylek hodnot proménné v jednom
slotipci od néjaké hodnoty je nejmensi pro odchylky od prit-
méru tohoto sloupce.

Z toho pak vyplyvi, Ze

Nya® 2 Tay®

K posouzenf linedrnosti regrese se pouZiva rozdilu 7,2 — 2%
pii ¢emZ je tfeba prihliZeti k variacim nihodného vybéru,
o jejichZ testovin{ se miZe étenaf dovédét blizsi v [1].

Ponévadz plati také mezi rozptyly vztah

05 = 0 — 82,
ktery si ovéfime dosazenim piisluinych vyrazi za
1< N 1 < _
0u2=_z Zi(y—y)’, 3112:—221'(3/—!/:')2
T i=1 T i=1
a rozptyl sloupcovych prameéri

l
> niFi— §)?
_ =1

1
2,

i=1

2

vi ’
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nebot’ po dosazeni{ a vyndsoben{ rozsahem r dostivime sou-
!
et > identit
i=1
Sily —Y)P =2y — Y:)* + nl¥: — ¥,
jez vyplyvaji z rovnice
(y—9*=Uy—¥)+ (¥ — ¥
vzhledem k tomu, Ze
2(4i—Y) 2y — ¥:) = 0.
Plati tudiz také rovnice
2 or!’i2

Nyz ) (112)

2

Oy
takZe korelaéni pomér je také pomér rozptylu praméra
sloupcovych k rozptylu proménné y v celém souboru.

2
Co bylo feéeno o 7y.?, plati obdobné také 0 75,2 = 1 — (% ,
z
a poditd se podle formule
18 =
rTEm
Moyt = ——% - (113)

(8,3,1) Piiklad. Provedme vypolet korelaéniho poméru
82 &2
pro soubor v tab. 14. PouZijeme k tomu sloupci —— a — ,
n. Ng
pocitanych pro proménné w, v, takZe dostaneme

8,;2
n 147,94
T 0,9483
a tedy podle rovnice (111)
L
N w}
Mz = 0'|p2 T ’

137



bude

nyz = 0,705.
Podobné pak
23_"2 10,52 1 8_112
Tnk — _lﬁ = 0,7085, 1}”2 — EE[ Tnk_ _5z!
cili
Naey = 0,694.

(8,4) Meze ufiti koeficientu korelace. Je tieba upozorniti
étendfe, Ze nelze priklidati prili§ mnoho dileZitosti koefi-
cientim korelace poéitanym z malého poétu prvka. M4-li se
pouziti uréitého éiselného vysledku pro koeficient korelace
jako zdkladu pro odivodnovdni obecné platné, musi byti
vypolftdn ze souboru dostateéného rozsahu. Ovsem i fddné
zjistény vysoky stupen korelace nemusi byti prikazem, Ze
vlastnost popsand jednim znakem je pri¢inou druhé vlast-
nosti, popsané druhym znakem.

Drive nez ozna¢ime jeden z korelovanych znaku za piéinu
a druhy za ndsledek, je dileZito zkoumati, zda obé mnoZiny
¢isel popisujici tyto dva znaky nemohou byti vysledkem
néjakého éinitele tretiho. Posouzeni vyznamu velikosti koefi-
cientu korelace je pfirozené pro jednotlivé obory, v nichz se
ho uzivé, velmi rizné. Tam, kde mizZeme piredpoklddati, Ze
obé fady éisel jsou vzdjemné vizdny linedrnim vztahem, jako
je tomu v mnohych aplikacich technickych, nebudeme koefi-
cient korelace ve vysi 0,9 hodnotiti prili§ vysoko, kdeZto pfi
rozborech populaéné statistickych nebo hospoddfskych dat,
pro néz nemuze existovati presné platny teoreticky vztah,
miiZe byti koeficient korelace 0,8 hodnocen v nékterych pfi-
padech za velmi znaény. NemuZeme se spokojit jen s kore-
laénim vypoétem, nybrz mnoZstvi ivah pi{pravnych spodi-
vajicich ve vhodném poloZeni otdzky a racionelnim rozéle-
néni miZe poskytovati prakticky védeckou bezpecnost

wsrwe

o priinnych vztazich. Teorie korelace mid v béddni pfitin-
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ném neprekroditelnou hranici v tom, Ze musi pracovat jako
souddst statistiky s empirickym materidlem, ktery je ji ddn
a ktery si nemuze jinak opattit. Kdyz pak za¢inid vypocet,
byla jiz hlavni price vykondna a vysledku vlastné bylo jiz
dosaZeno. Bylo provedeno pfi uzivéni teorie korelace v minu-
losti mnoho chyb a nejvice jich spadd do oblasti, kterou na-
zyvéme logika korelace. Sem patii predeviim zkoumdnf
mozZnosti néjakého vztahu, zpisob kladeni otdzky a kritika
kladeni otdzky. Musime miti na paméti, Ze pri¢inné badéni
statistiky nespoéivd na jejim matematickém, nybrz hlavné
na jejim logickém a noetickém zikladu, jehoZ vady a nedo-
statky s nim tudiZz sdili. Koeficient korelace je jakymsi
indexem vztahu, nikoliv dikazem pfi¢inné vidzanosti. Po-
&it4 se, jako jiné statistické charakteristiky, za ic¢elem osvét-
leni vykladu a rozboru velikych mnozZstvi pozorovanych dat.
Tento vyklad musi byti v souhlasu se zdravou logickou ana-
lysou. Prakse kazdého oboru si ustdli obycejné néjaké rozde-
leni celé stupnice koeficientu korelace od 0 do 1, takZe na pf.
usuzuje, Ze koeficient korelace

1. mensi nez 0,3 naznaduje nizky stupen tésnosti vztahu
a nespoléhé prili§ na vyznamnost jeho, je-li zvldsté rozsah
souboru maly.

2. 0,3< 74y < 0,5 naznaluje mirny stupefi tésnosti
vztahu, je-li jeho pravdépodobnd chyba mald.

3. 05< 754 < 0,7 ukazuje na vyznaénou tésnost
vztahu.

4. 0,7 < 74y < 0,9 je ukazatelem vysokého stupné tés-
nosti.

5. 0,9 < 74y znaéf velmi tésny vztah, &ili velmi vysoky
stupeil vdzanosti mezi proménnymi.

Je vSak velmi dileZito mfiti stdle na paméti, Ze interpre-
tace vyznamnosti nezdvisf jen na velikosti koeficientu, nybrz
také na rozsahu pozorovaného souboru. Je-li koeficient nizky
nebo mirny, jsou jeho ndhodné vybérové odchylky takové, ze
jej ¢ini nespolehlivym a pochybné vyznamnosti, je-li rozsah
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vybéru maly. Spolehlivost takovych vysledki se muZe zvy-
8iti, Ize-li opakovati pozorovini na mnoha takovych malych
vybérech. .

Na konec musime zvlisté zdirazniti predpoklad nasich
dosavadnich vyvodd, Ze hodnoty proménné byly méfeny
presné. NeprihliZeli jsme tedy k chybim meéfeni, t. j. k od-
chylkdém zjiSténych hodnot od skutednych. Tato okolnost
md zvldstni vyznam pii uvazovini vyznamu charakteristik
s hlediska odchylek vybérovych.

(9) Koeficient korelace s hlediska teorie nihodného
vybéru.

(9,1) Hypotésa nulova. Vybérové charakteristiky maji
svd rozdéleni éetnosti, kterd ndm pomshaji odhadovati jejich
odchylky od prislu$nych parametra v zdkladnim souboru,
joZ se vyskytuji s uréitymi pravdépodobnostmi. Testujeme
tak jejich vyznamnost. Zcela obdobné si predstavime, Ze
charakteristiky, které se pfi dvojrozmérném tiidéni k dii-
véjSim pfipojily, maji také svd rozdéleni Getnosti, takZe
uvahy provedené v prvnf ¢asti budou zde miti svoji obdobu.

Zatneme s nejjednodussim a velmi obvyklym testem,’
kterym zjistujeme, je-li néjaky pozorovany koeficient kore-
lace vyznamné vétsi nez nula. Je to pfipad, v némz mime
najiti pravdépodobnost, Ze takova hodnota 7,y jako je pozo-
rovand v uvaZovaném nidhodném vybéru, by se mohla vy-
gkytnouti v ndhodném vybéru z néjakého zdkladniho sou-
boru, v némZ znaky z a y nejsou ve vztahu, ¢ili koeficient
korelace 7(z, y) = 0. Bylo dovozeno, Ze pro vybéry z tako-
vého zikladniho souboru ma rozdéleni ¢etnosti hodnot 7z,
smérodatnou odchylku

olray) = T——, (114)

V r—1
kde r ve jmenovateli znadi podet dvojic hodnot z a y, ¢ili
podet prvku vybéru. Neni-li vybér piili§ maly, je rozdéleni 7,
dosti blizké normalnimu, takZe je opravnéno a postaci uziti
kriteria, Ze néjakd hodnota 75y, vétSi nez dvojnisobnd sméro-
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datnd odchylka (114) je nad 59, hladinou vyznamnosti.
V takovych pripadech tedy stadi najiti r,,,l/r—l a uzfti
tabulky Laplaceova integrilu, abychom uréili pravdeé-
podobnost P, Ze pozorovand hodnota 7.y koeficientu korelace
se mohla vyskytnouti v ndhodném vybéru z néjakého zi-
kladniho souboru, v ném? 7(x,y)= 0. Uvedeny vyraz

r,,,Vr — 1 je totiz —:_‘W—), coz tu znamend odchylku od pri-
O' z’”
méru (ktery je v bodé nula), vyjaddfenou ve smérodatné

odchylce jako jednotce. Pfi dosti velikém rozsahu vybéru je

V_

(9,2) Malé vyb&ry. Pro malé vybéry se rozdéleni éetnosti
hodnot 7zy nepriblizuje dosti tésné normdalnimu, takZe pak
predchazejici postup testovani neni opravnén. Musime potom
uziti predevsim vystiZnéjitho vyrazu pro smérodatnou od-
chylku koeficientu korelace

[l —r2(z, y)]?
r—1 ’

vyhovujicim pfiblizenim smérodatné odchylky ——

orgy) = (115)

Ve velkych vybérech a pii nevelké tésnosti vztahu md koefi-
cient korelace z vybéru o r dvojicich normélni rozdéleni
kolem hodnoty r(z, y) v zdkladnim souboru, se smérodatnou
odchylkou (115). Tento vyraz vSak obsahuje parametr

r(z, y), ktery neznime zpravidla a nahrazujeme jej pomoci
pozorované hodnoty koeficientu korelace

(116)

O"zy = W .

Pii malych vybérech se muZe hodnota 7, velmi liSiti od
r{z, y), takze v Citateli se miZeme dopustit znaéné chyby
a nad to rozdéleni hodnot koeficientu korelace se velmi lisi
od normilniho. Aby bylo umoZnéno provedeni testu také
v ptipadech, kde rozsah vybéri je mens{ ne% sto, které se
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v nékterych oborech aplikace tasto vyskytuji, pouZivd se
t-testu. Zvoli-1i se totiZ za hodnotu ¢ vyraz

Tay —

117
- =V a17)
kde n = r — 2 je podet stupni volnosti, 1ze dokézati, Ze roz-
déleni ¢etnosti hodnot ¢ takto poéitanych se shoduje s rozdé-
lenim tabulky hodnot ¢ (tab. 5).

Dva stupné volnosti byly ztraceny vypocétem dvou cha-
rakteristik vybérovych zahrnutych ve vyrazu pro koeficient
korelace. Pomoci tohoto vyrazu (117) testujeme tedy vy-
znamnost pozorovaného koeficientu korelace tak, Ze chceme
zjistiti pravdépodobnost, Ze takovd hodnota jeho se mize
vyskytnouti v ndhodném vybéru ze zdkladniho souboru,
v némzZ neni vztahu mezi uvazovanymi znaky.

(9,3) Korelaéni transformace z’. Kromé potieby testo-
vati vyznamnost néjakého koeficientu korelace, abychom
zjistili zda muZeme usuzovati na existenci vztahu vubec,
setkdvime se jeSté s ukoly dalsimi. Byva tieba testovati,
lisi-li se pozorovany koeficient korelace vyznamné od néjaké
teoretické hodnoty, nebo zda se dva pozorované koeficienty
korelace lisi od sebe vyznamneé. Jindy docilime nékolika ne-
zdvislych odhadi uréitého koeficientu korelace a mdme je
kombinovati v jeden zdokonaleny odhad, pro ktery je tfeba
provésti néktery z obou testi uvedenych v predchdzejict
vété. Tyto ukoly bychom mohli Fesiti analogicky jako jsme
testovali vyznamnost r,, ale obtiZe, které jsme tam nazna-
¢ili, by zde vystupovaly ve zvysené mife. Byla proto zave-
dena udelnd transformace koeficientu korelace rovnici

Z=3{lgl+15) —lg(l—ry)}=
=72y + $2° + §7r2° + - (118)
Takto zavedend novéd forma charakteristiky md pFiblizné
normalni rozdéleni ¢etnosti i pro malé vybéry a pomoci ni 1ze
provésti uvedené testy bez obtizi. Smérodatnd odchylka to-
hoto normélniho rozdéleni éetnosti je -
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o= L (119)

V r—3’

co? je vyraz jednoduchy a nezdvisly na z’. Jeho velikd vy-
hoda proti (115) je v tom, Ze je nezivisly na koeficientu
korelace v zékladnim souboru, z néhoz byl vybér vzat. Pro-
bthd-li 7, hodnoty od 0 do 1, projde 2’ od 0 do +oo; pro
malé hodnoty 7, je 2’ skoro rovno 7,y podle (118), ale kdyz
se 75y bliZi 1, roste z’ nade vSechny meze. Je tudiZ vyznam
této transformace také v tom, Ze ddvd otevienéjsi stupnici
hodnot z’, kdyZ tésnost vztahu je vysokd. Muzeme shrnouti
vyhody charakteristiky z” ve tii body. 1. Jeji smérodatnd
odchylka je jednoduchy vyraz nezdvisly na r(z, y). 2. Rozdé-
leni ¢etnosti z’ je velmi blizké normélnimu i pro vybéry ma-
lého rozsahu a s rostoucim rozsahem se normalnimu rozdéleni
brzo a tésné primykd’at je hodnota 7,y jakdkoliv. 3. KdeZto
forma rozdéleni éetnosti rzy se rychle méni pro ménici se
r{z, ), je tvar rozdéleni cetnosti z* pfibliZzné konstantni.

K testovdni vyznamnosti rozdilu mezi dvéma pozorova-
nymi hodnotami koeficientu korelace ,7zy a ,7z, stanovime
diferenci 2, — z’, pomoci rovnice (118), podle niz bude

Zy=3[g (1 + y72) —1g (1 —72)],
=3 (g (1 + yr) —Ig (1 —4723)],
a pouzijeme smérodatné odchylky

v |/ 1
e =3, —3

kterou jsme utvofili pedle rovnice [I, (67')]. PrisluSnou

pravdépodobnost pak najdeme pro 217 %2y tabulee Lapla-
Oz’ —2'y
ceova integrélu.
(9,3,1) Piiklad 1. Budeme testovati vyznamnost koefi-
cientil korelace vypoéitanych pro tfi soubory tab. 10, v pfi-
kladu 1 na str. 112.
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Pro soubor

0,03)/1

6.1 je rgy=—+ 003, t= _31/_1 010, *
J1=0,03

97)/11

8.2 jo rzy = + 0,97, —O—L = 13,25,

J1—0,972
0,9

5.3 je rgy=—098, t= —ASVL= 16,35.

J/1=0,98

Z tab. 5 sezndme, Ze pro n = 11 je hodnota ¢ na pétiprocentni
hranici vyznamnosti mnohem vétsi nez v pi‘l’pa.dé souboru
¢. 1, takZe koeficient korelace je zcela nevyznamny, kdeZto
v ostatmch dvou piipadech jsou to hodnoty velm1 vy-
znamné.

Piiklad 2. Testujme vyznamnost koeficientu korelace,
ktery jsme vypotitali pro soubor rozttidény v tab. 11 v pri-
kladu 2, str. 114. PonévadZ rozsah souboru je r = 200, mu-
Zeme uZiti prvniho i druhého zpisobu. Podle prvniho zpu-
sobu bude szV199 = 0,60]/199 = 8,46 a pro tuto hodnotu
se presvéd¢ime v tabulce Laplaceova integralu, ze P =
= (1 — x(t)) je hodnota velmi mal4 a tudiZ vyznamnost vy-
sokd. Podle t-testu dostdvame ¢ = 10,55 a z tabulky 5
hodnot ¢ pro » = oo vidime rovnéz vysokou vyznamnost.

Priklad 3. Ze dvou vybéri rozsahu r = 228 jsme do-
stali koeficienty korelace ,r;; = 0,56 a ,rzy = 0,65. Mdme
testovati, je-li tento rozdil vyznamny. PouZijeme k tomu
nejprve z'-transformace, ale vzhledem k snaénému rozsahu
miZeme také pouZziti k pribliZnému FeSeni smérodatné od-
chylky (114).

Pro test 2’ dostdvdme
2/, = 4 {lg (14+0,56)—lg (1—0,56)} — § {lg 1,56 —Ig 0,44} =

1,56
=3lg = =
=} 1g 7y, = 06328,
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1,65 .
= -é— lg ﬁ = 0,7753, .

2y — 7'y = 0,1425,

0ry—z, = |zhs + 735 = 15 /2 = 0,0943.

Rozdil je tedy mensi neZ dvojndsobek smérodatné odchylky,
takZe joj nepovaZujeme za vyznamny. Na znaménko koefi-
cientu korelace nebéfeme ve formulich pro 2’ zfetel, poné-
vadZ testujeme numericky rozdil mezi koeficienty korelace.

Uloha: Odvodte podle rovnice (118)
" a) vyraz rg, = (e® — 1) : (¥ + 1),
b) dokaZte, Ze Toy = thz’.

(9,4) Testovani vyznamnosti koeficientu regrese. —
K provedeni testu vyznamnosti koeficientu regrese mi-
Zeme pouziti i-testu. Tak jako v pripadech testovani vy-
znamnosti dfivéjsich charakteristik také zde si predsta-
vujeme body zndzornujici prvky se zjisténou dvojici znakd
z, y a prisludné regresni primky jako obraz dvojrozmér-
ného roztiidéni vybéru z néjakého zikladniho souboru —
at je to néjaky skuteény vétsi soubor nebo jen myslenkové
mozny, ktery si sestrojime k tomu cili — abychom mohli
vyznamnost svymi logickymi pravidly prezkousSeti. V tomto
zdkladnim souboru existuje také pfislusnd piimka regrese,
jejimz ptibliznym odhadem je pfimka uréens z r dvojic pozo-
rovéni na vybéru tohoto rozsahu a jako takovs m4 tedy svij
obor ndhodnych odchylek. Ptime se proto, zda miZeme se
svym stupném statistické bezpeénosti souditi, Ze s rostou-
cimi hodnotami proménné z rostou (a v pfipadé zdporného
koeficientu korelace klesajf) primérné hodnoty y. Abychom
dali odpovéd na tuto otdzku, vyjdeme od t. zv. nulové hypo-
tésy, Ze hodnota koeficientu regrese v zdkladnim souboru je
nula, ¢ili, Ze piimka regrese v zdkladnim souboru je rovno-
béind s vodorovnou osou z. To je pak totéz, jako kdyby-
chom predpoklddali, Ze proménné v zikladnim souboru ne-

~
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jsou ve vztahu, ¢ili 7(z, y) = 0 a tim je test preveden na
pripad odstavee (9,1). _
Lze viak odvoditi nové vyjadreni tohoto testu. K tomu eili
tedy stanovime rozptyl koeficientu regrese proménné y vzhle-
dem k z, ktery je vyjddren formuli (95), jiZ napiSeme pomoci
(77) ve tvaru '
Lo Ze—8y—9 JEy—9_
by = 12y — = = — — =
Oz ‘l/z?(ac—:t:)zE(y—y)2 ]/2(::—_ z)?
_2e—7)(y—9
o 2(x — T)2.

Citatele tohoto zlomku viak miZeme jeité upraviti, nebot

2(x—2x)(y—§) =
=Xey —rzy = oy — 22y = Zy(x — %)

a tedy

_ Zy(z— %)
T X(x— 72
Abychom pak stanovili vybérovy rozptyl této charakteris-
tiky b, budeme uvazZovati zdkladni soubor, jehoZ prvky jsou
nahodné vybéry, které viechny maji tytéz hodnoty promén-
né z. Stanovime-li tedy z kazdého vybéru charakteristiku b,
budou odchylky jejich hodnot (nebo jinymi slovy variace
jeji) zpusobeny jen tou okolnosti, Ze pro urditou hodnotu pro-
ménné x nejsou hodnoty y v zdkladnim souboru, z néhoZ be-
reme vybéry, viechny stejné. Oznaéime ¥ hodnoty pro-
ménné y, které vyplyvaji z rovnice piimky regrese (92),
jakozto piimky odhadu, ¢ili piSeme rovnici pfimky regrese

Y=9+ by, (x—3) (121)

Prumeérnou étvercovou odchylku hodnot y od této pfimky
odhadu pro uréitou danou hodnotu z pak oznalime s a jeji
étverec, analogicky rozptylu, tedy s2. V éitateli (120) viak je
kazdd odchylka y od regresni formule zédkladniho souboru

bay (120)
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nidsobena (z — %), takZe rozptyl tohoto soudinu je s? (z— )2
a rozptyl celého soudtu téchto soudini je s2X(x — %)2. Poné-
vadZ ve jmenovateli je X(x — Z)?, jehoZ rozptyl je {X(x —
— 7)?}2, dostaneme pro celkovy vybérovy rozptyl charakte-
ristiky b vyraz

2 X(x — z)2 s?

ZTa—app ZE—ap
Prumérnou étvercovou odchylku hodnot y od piimky regrese
(121), t. j. od vypotitanych hodnot ¥ odhadneme, délime-li
soucet ¢tverclt (y — Y)2 poctem stupii volnosti n = r — 2,
nebot byly z vybéra rozsahu r jiz uréeny dvé charakteris-
tiky ¥ a b,,, jez vstupuji do vypoétu hodnot Y. Bude tedy

_|/2y—=T)
S"V_7Z?— (122)
a rozptyl koeficientu regrese tudiz je
8
8p = /. (123
VZ‘ (z — z)? )

Test vyznamnosti miZeme provésti pomoci i-rozdéleni, takze
vypoditdme

by _ byl Tz — 2P
Sp 8

t= (124)

a tabulky 5 pouZijeme pfi n» = r — 2 stupnich volnosti.
Zpusob vypoétu je proveden v ndsledujicim prikladeé.
Oprivnénost tohoto postupu ukdZeme objasnénim, Ze je
to totéZ ¢, kterého uzivame pri testovdn{ koeficientu korelace.
Vzhledem k (122) muZeme psati
r—2
2y—7Y)y
a 2(y — Y)? miZeme nahraditi podle (76) vyrazem
(1 —72,2)2(y — ¥)?, takZe dostaneme

2 = by?S(x — 7
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g2lz—a? r—2 1 —2

2 — =
! o’ 2y —Yr1l—rgt Ta 1—r7z2
vzhledem k rovnici (95). Vidime tudiZ, Ze .
r,,,yl/ r—2 (125)

V 1— Tzll
coZ je totéZ jako v rovnici (117).

Vyrazu pro rozptyl koeficientu regrese je mozno uZiti ne-
toliko k testovini nulové hypotésy, nybrz také v pripade,
je-li koeficient regrese v zdkladnim souboru b(y, z) &0
znimy. Tuto hypotésu tedy testujeme tak, Ze pouZijeme
t-testu, abychom ukdzali zda je rozdil b,, — b(y, z) déleny
svou smérodatnou odchylkou, vyznamny pii r — 2 stupnich
volnosti.

M4me-li testovati zda dva vybéry, pro néz jsme dostali dva
rizné koeficienty regrese, jsou z jednoho zdkladniho souboru
nebo ‘ze zdkladnich soubort s tymZ koeficientem regrese,
zaloZime test vyznamnosti rozdilu mezi dvéma koeficienty
regrese na jejich smérodatnych odchylkich. Jsou-li 8’y a 8"
poéitany podle rovnice (123), je smérodatnd odchylka roz-

dilu by, — b",, ddna sy_p- = Vséz + 852, takie

bo1 — by (126)
Sp—b"

Tyto koeficienty regrese mohou byti poéitdny z vybéru rz-

ného rozsahu r, = 7,, takZe celkovy polet stupni volnosti je

n=n+n=r—2-+4r,—2.

t=

(9,4,1) Priklad. Jest testovati vyznammnost koeficientu
regrese v prikladu (7,2,1,1), str. 123.
Abychom mohli testovati pomoci rovnice (124), musime
pocitati s, coZ se nejlépe pocitd na zdkladé identity
Zy—YP=2(y— ¥ —b*2(c—zp".  (127)

Tuto identitu nejprve dokdZeme. Z rovnice (121) vyplyvd
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odeéten{m kazdé strany od y
y—Y=y—y—by(x—12),

tak¥e umocnénim na druhou dostaneme rovnici ve tvaru
(y— Y2 = (y— 9+ by (z— 2)* — 2by, (y — Y)(z — 2).
Provedeme-li nynf soudet pfes viechny hodnoty proménnych
z a y, dostdvdme

2y—YP=2(y—9"+

+ by? 2(x — 7 — 2b,) 2 (y — Y)(x — ) (128)

a posledni élen mizZeme rozvésti

— 2by 2y — Yz — 7) =

= — 2by, Xy(x — T) 4 2b,, Y X(x — x).

Ponévadz podle (120) je b, 2(x — Z)?2 = Zy(x — x), bude
prvni élen pravé strany — 2b,, . by, X(x — T)? a druhy élen
se rovnd nule, nebot obsahuje soudet odchylek od praméru.
Dosadime-li tyto vysledky do (128), vidime, Ze platnost iden-
.tity (127) je prokézéna.

Testujeme tedy vyznamnost koeficientu regrese v regresnf
primce 7 = 5,77§, takie stanovime hodnotu

t:bzl_lz(xs;i)z.

Nejprve je

VZ(z— 22 =|/52,81 = 7,267.
Ponévadi

1 — —
s =l/;_—2 [2(y — ¥)* — b2 2(z — Z)?],

stanovime

by = 5,77, by = 33,293,
Z(y —7): = 3553
by 2X(x — F)2 = 1758
1795 : 154 = 11,65; s = 3,413,
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7,267
t =577 220 _ 1298,
3,413
a tato hodnota svédéi o vysoké vyznamnosti, porovné,me-li.ji
8 hodnotami tab. 5, at na péti- ¢i jednoprocentni hranici
vyznamnosti. :

(9,5) Test vyznamnosti r,,, a r,, .. Je tieba jeité, aby-
chom se zminili o testovani vyznamnosti koeficientu mnoho-
nidsobné korelace a koeficientu diléi korelace.

K testovani koeficientu diléf korelace lze uZiti t-testu tymz
zpisobem jako k testovdni jednoduchého koeficientu kore-
lace, jen je tfeba stanoviti sprdvné potet stupni volnosti.
Neni zde » = r — 2, nybrZ se zmensi o po¢et proménnych,
ktery povaZujeme pii vypoStu koeficientu diléi korelace za
konstantn{; oznaé¢ime-li jej k, bude pak n=7r—k —2 a tedy

t= e ) —k—2. (129)
V 1— Tzy.z. 2

Pro testovani vyznamnosti koeficientu mnohondsobné kore-
lace je tfeba zvldstni tabulky, nebot je vétsi nez kazdy z koe-
ficientd jej vytvétejicich a jeho minimum neni —1, nybrz 0.
Postup obdobny tém, které jsme dosud vylozili, vede k chyb-
nym vysledkim; uZivd se proto prostfedku, jeZ poskytuje
analysa rozptylu, o niZ se budeme moci zminiti v této kniZce
jen ndznakem,

(10) Analysa rozptylu.

UvaZovali jsme dosud rozptyl uréitého znaku jako cha-
rakteristiku néjakého souboru v celku. Pfihlédneme-li k to-
mu, Ze podle nékterého znaku neni soubor homogenn{ & skla-
d4 se tieba z jistych oblastnich skupin, z nichz nékteré maji
mensi rozptyl a nékteré vétsi nez je zjistény celkovy rozptyl,
pak miZeme usuzovati skoro bezpeéné, Ze i v jednotlivych
skupindch neni rozptyl presné homogenni, leé Ze by byl ryze
néhodny, coZ znamend zpiusobeny velikym mnozstvim ma-
lych piiéinnych éiniteld, z nichZ jeden od druhého nelze ro-
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zeznati. Je proto duleZito pfi studiu rozptylu najiti moznost
odliovati rozptyl podle piiéin nebo podle jejich skupin. Tuto
moznost poskytuje analysa rozptylu, kterd poddvd vysledky,
na néZz miZeme uziti testd vyznamnosti.

Poukdzali jsme jiz v prikladé (3,7,1) na str. 54 na to, Ze
v fadé pozorovéni, v niz jednotlivé hodnoty znaku vykazuji
jen ndhodné odchylky, mohou prumeéry a rozptyly &dstec-
nych souborii vzniklych néjakym roztridénim vykazovati
také jen ndhodné vdchylky. Neni-li viak materidl stejnorody,
nybrz vyskytuji-li se pri néjakém roztridéni podstatné roz-
dily, budou smérodatné odchylky vypocitané z téchto édstet-
nych soubori vétsi, coz miZeme statisticky zjistiti.

V nejjednodussi formé byvé uZivdno tohoto postupu:

Stanovime rozptyl celého uvaZovaného souboru rezsahu 7,
pli temZ pouZijeme podle rovnice

T

2.0
i=1

ai(z,v) = 1

(str. 41) »r — 1 stupnu volnosti, takZe bude

02 = _r Z(x — z)% (130)
r—1

Sestavd-li soubor z nékolika k &dstednych soubord, které
maji rozsah resp. »,,%,, ..., v, pro néZ mime zkoumati
existenci podstatnych rozdilu, stanovime souéty é&tverct
odchylek od priméra Z; v kaZdém z k édsteénych soubord
a provedeme odhad smérodatné odchylky pomoci r —k
stupiit volnosti, nebot’ jsme z vybéru vypoéitali £ praméra.
Tento odhad tedy bude

1 _ — —
oopt = 7 B e —E) + Eyx— B+ Zala— T,
(131)

kde se soucet vztahuje vidy na viechny hodnoty proménné
v dotycéném ¢dsteéném souboru.
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Koneéné pak mizeme provésti odhad rozptylu pomoci od-
chylek k pruméru édsteénych soubori od celkového priméru,
takZe je k — 1 stupni volnosti. Jednd-li se jen o ndhodné
odchylky, bude tento odhad

1 — — — — PP
ozt = Py {v(Z, — T)2 4 v (X, — Z)2 ... + v T — 7).
(132)

Timto zpiisobem byl celkovy rozptyl souboru rozloZen na
slozku rozptylu ,,mezi skupinami‘‘ (132) a rozptyl ,,uvnitf
skupin‘‘ (131).

Lze ukdzati, Ze soudet étvercu ve velkych zdvorkdch rovnic
(131) a (132) ddvé dohromady soudet Gtverci v (130).

Pro jednoduchost provedeme dukaz v pifpadé, Ze dsteéng
soubory, jimZ také fikdme variety, maji stejny rozsah, t. j.
Y =v4=...=vp = a tudiZ r = ky. Odchylku pozorova-
ného znaku kazdého prvku od celkového pruméru z — Z
miZeme rozloZit ve dvé slozky, v odchylku od priuméru
variety * — 7; a v odchylku tohoto prameéru od celkového
priméru z; — &, jak je zfejmo z rovnice

T—ZT=z— T+ T —Z. (133)
Utvoifme étverce téchto odchylek
(z—2)P = (x—z)* + (2 —7)* + 2 (z — )@ —z) (134)
a se¢teme pro vlechny prvky jedné variety
Ll —zp = Z(x — ) + (@ — 2)%; (135)

dlen 2 (z; — z)X(x — Z;) = 0, nebot obsahuje jako soudi-
nitel soucet odchylek hodnot znaku v jedné varieté od jejich
prumeéru, ktery se tudiZ rovnd nule. Rovnic (135) mdme k
pro: = 1,2, ..., k. Seéteme-li je vSechny, dostaneme na levé
strané soucet ¢tverci odchylek v celém pozorovaném sou-
boru, ktery bude

EZ(w—Fp = EX(e— R+ vE@E—F7  (136)
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a tu vidime, Ze prvni soudet na pravé strané zahrnuje ¢leny
velké zdvorky (131) a druhy zahrnuje éleny velké zdvorky
v (132), ¢imz je dikaz proveden. Kdyby se jednalo o veliké
soubory, takie také rozsah variet v by byl velky, pocitali
bychom rozptyl tak, Ze souéet étverci odchylek od priméru
bychom délili jejich poétem. Délime-li tedy celou rovnici
(136) soucinem ky, dostaneme na levé strané rozptyl o,? a na
1
pravé strané bude prvni ¢len TZaz',z primérnym rozptylem:
vSech k variet, oznaéime-li 0,2 rozptyl i-té variety a druhy
| .

¢len - 2(z;—z)? jerozptylem pruméri variet kolem celko-
vého prumeéru.

Méme-li vSak co ¢initi s malymi soubory, jak tomu vétsi-
nou byva v pripadech uZfvén{ analysy rozptylu, pak uzivime
k vypoétu rozptyli piisludnych stupiii volnosti, jak jsme
uéinili v rovnicich (130), (131), (132) a pro né plati zfejmé
rovnice

r—1l=r—k+k—1.

Je-li soubor hémogenni, takZe variety nemajf rozptyly pod-
statné se od sebe liSict, nybrz odchylky jsou jen ndhodné, pak
vyrazy (131) a (132) jsou odhadem rozptylu celého souboru.
Vyznamnost odchylek lze pak opét testovati pomoci z testi
(str. 66), s nimi% se ¢tendf muze bliZe sezndmiti v [1].

Doslov.

Podali jsme struéné systém teoretické statistiky s vylou-
¢enim téch obori, které se tykaji éasovych fad a kinematiky
viibec. JiZ v tomto vykladu se ukdzala mnohostrannost a slo-
Zitost Wvah, jei potfebuje moderni statistika, kterd je sice
mladou védou, ale jiZ tak bohaté rozvinutou, Ze pole jejiho
pouzivani je téméf nepfehledné. Soudasné je ziejmo, Ze ne-
mize byti nikdo jen se znalosti étyf zakladnich poéetnich
operaci skuteénym statistikem.
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