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VIIL
DODATEK.

38. 0 anuloidu. Definice a rovnice anuloidu byly podany

v odst. 18. Jeho rovnici (18,12)
(* +4* +22—a® +m)?—dm?(2® +y?) =0, (38,1)
(m >a > 0),
upravme na tvar homogenni
[x,2 42,2+ x4 +(m2—a?) x,2]? — 4m?(z,2 +2,°%) 2,2=0. (38,2)

Z ného je zfejmo, Ze praseénd kfivka anuloidu s rovinou

nevlastni (nevlastni kfivka plochy) mé rovnice

2, =0, (1?4 22 + 23 =
a je to dvakrdt poditand absolutni kruZnice kulova (proto
anuloid patii mezi t. zv. cyklidy, t. j. plochy étvrtého
stupné s dvojnou kuZelosedkou v absolutni kruZnici).

Nejjednodussi rovinné rezy anuloidu lei jednak v rovi-
nich prochdzejicich jeho rotaéni osou, jednak v rovindch
k ni kolmych (obr. 23).

V prvém piipadé rovinny rez je sloZen ze dvou shodnych
vytvofujicich kruZnic (jeZ tvoli t. zv. iplny merididn
plochy); jejich polomér jest a, vzddlenost stfedu — ktery
lei v roviné (z y) — od potétku O je m.

V druhém piipadé roviny kolmé na rotaéni osu, o rovnici
z = k, protinaji plochu (38,1) v dvojicich kruZnic, nebot
levéd strana rovnice

(22 + 9* +m? K — a2 — dm? (2 + ) = 0
je rozloZitelna, takze ji 1ze dati tvar
(2 + y*—m? —a® + k% + 2mV¢§_——k”) .
(224 P —m?:—a? —|—k2—2ml/a2—72) = 0.

Z ného je ziejmo, %e obé kruZnice se ztotoZnuji v téZe
kruZnici k, resp. k, jen v tom pripadé, kdyZ jest k = +a
resp. k = — a. Roviny z = 4 a se dotykaji anuloidu podél
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téchto kruznic, které jsou shodné a jejichz polomeér je m,
t. j. rovny poloméru kruZnice opsané stredem kruznice vy-
tvotujici.

Jeli |k|>a, je |[/a® —k* imagindrni stejné jako obé
pruseéné kruZnice roviny z — k = 0 s anuloidem. Jen pro
| k| < @ obé kruinice v této roviné jsou reilné a rizné
a jejich poloméry jsou dény vyrazy

Ty0=m+ l/a2 — k.
Pro &k = 0 obdrzime proto dvojici kruZnic, slozenou z kruz-

- -

- — - -

Obr. 23. Kolmsé priméty anuloidu s lemniskatou Bernoulliovou.

nice nejvétd{ (rovnik) a nejmensi (hrdlovd kruznice),
jejichz poloméry jsou m + a. Rovnik a hrdlovd kruZnice

tvoli téZ obrys kolmého primétu plochy do roviny (;; _;;);
tecné roviny plochy v jejich bodech jsou rovnobéiny s ro-

v rd g
tacni osou z.
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Rovina v obecné poloze protind anuloid v kfivee étvrtého
stupné, kterd ma v kruhovych bodech roviny body dvoj-
nisobné (kfivky bicirkuldrn{). Priseénd kiivka nemusi
miti ani jeden bod redlny.

ProtoZe plocha je rotadnf, postaéi pti studiu jejich rovin-

nych fezil se omeziti na roviny kolmé k roviné (;:) ;3, nebot’
do takové polohy lze premistiti kaZdou rovinu otofenim
okolo osy plochy o vhodny ihel.

Pro ptrehlednost nazyvejme body vnéjsi édsti anuloidu

ony, jejichz vzdilenost od osy ;je vétsi nez m. Je-li tato
vzdalenost mensi nez m, pravime, Ze bod ndlezi vnitini
¢ésti anuloidu. Obé ¢dsti jsou navzdjem oddéleny kruZnicemi
k, a k,, na vnéjsi éasti lezi rovnik, na vnitin{ hrdlové kruz-
nice anuloidu.

Je-li déna rovina o, nikoliv kolméd na osu anuloidu, pak
existuji étyfi teéné roviny s ni rovnobézné. Dvé z nich se
jej dotykaji v bodech vnéjsi, dvé dalsi v bodech vnitini jeho
¢asti, proto je nazyvame vnéjsi resp. vnitini teéné ro-
viny anuloidu. Obé vnitfni teéné roviny jsou stiedové
soumérné poloZeny pod.le pocétku, t. j. sttedu anuloidu,
stejné jsou poloZeny i obé rovnobéiné vnéjsi teéné roviny
anuloidu. Rez plochy rovinou ¢ je jen tehdy reé,lny, kdyz
Tovina o lezi mezi obéma vnéjsimi teénymi rovinami, které
8 nf jsou rovnobéiny.

UkaZme, %e kromé soustavy kruZnic v rovindch kolmych
k ose a soustavy vytvofujicich kruZnic, existuje na anu-
loidu jedté tfeti soustava kruznic. Plati totiZ véta:

Rovinao dotykajici se anuloidu ve dvou riznych
bodech jeho vnitini ¢4sti jej protind ve dvou shod-
nych kruznicich o poloméru m.

Pii této zvldstni poloze s rovinou ¢ se ztotoinuji obé
vnitini tetné roviny s ni rovnobézné. Pri dikazu véty stadi
se omeziti na piipad, kdy dvojndsob teéné rovina o je kolma
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na rovinu (; ;), takZe jeji rovnice je
az —z|/m? —a® = 0, (38,3)
a jeji kolmy prumét do téZe souradnicové roviny jest jedna
ze spoleénych vnitinich te¢en obou vytvorujicich kruznic,
které tvoli uplny merididn plochy v roviné (; ;)
Vylouéime-li z rovnic (38,3) a (38,1) soufadnici z, vychéai
rovnice
(m2x2 + m2y2 — a2y2 — mi _|_ 014)2 P
— dm? (2% + y?) (m? — a%)2 = 0. (38,4)
Snadno lze ovériti, Ze leva strana této rovnice je rozloZitelna
a Ze ji lze déti tvar
[m?a? + (m* — a?) (y — a)® — m?® (m? — a?)] .
[m*e® + (m? —a?) (y + ) — m? (m? — a?)] = .
Je tedy kolmy primét praseéné kiivky anuloidu s rovinou ¢

do roviny (.7; Z;) sloZen ze dvou shodnych elips

2 a2
=T _ L W—ar
1 me — q? m?
3 ” (y + ay? (38,5)
a E2—_—:52_a2—|— me —1:0,

jejich poloosy a poloha jsou zfejmy z rovnic (38,5).

Av3ak na pf. k prvé z rovnic (38,5) dospéjeme té% vylou-
éenim 2z z rovnice (38,3) roviny ¢ a z rovnice kulové plochy

22 +(y—a) +22—m?2=0.

ProtoZe rovina ¢ prochdzi stfedem (0; @; 0) této kulové
plochy, je tim dokdzdno, %e E, je kolmy prumét kruznice
anuloidu o poloméru m v roviné ¢. Stejnym zpusobem to
lze dok4zati o elipse E,.

Oba dotykové body rovmy o se ztotoznuﬁ s pruseéiky
obou kruZnic, které v ni lezi. Soufadnice téchto bedu, jak
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Fefenim soustavy rovnic (38,3) a (38,5) vychdzi, jsou

m? — a? av;n-z’—aa_2
(:l: m 0; + T) (38,6)

Vnitinf dvojndsob teéné roviny anuloidu (38,1) obaluji
rotaéni kuZel, jehoZ osa resp. vrchol se ztotoZiuji s osou
resp. sttedem anuloidu. Jeho rovnice je podle (38,3)

a? (2? + y?) — (m? —a?) 22 = 0, (38,7)
a jeho tvorici pfimky jsou stiedné dvojic kruZnic, ve kterych
jeho teéné roviny protinaji anuloid.

Z ostatnich rovinnych fezii poviimnéme si jeité nékte-
rych, jejich% roviny jsou rovnobéiny s osou anuloidu. Bud
y = ¢, kde ¢ je redlnd konstanta, rovnice takové roviny.
Jeji priseénd kiivka s anuloidem (38,1) ma rovnice
y—c=0, (£?+224+m?+c2—a?)>—4m2(224c?) = 0; (38,8)
je to t. zv. spirickd kfivka Perseova, kterou po prvé
uvaZoval Perseus jif v 2. stoleti pred Kristem. Pro c=a
se druha z rovnic (38,8) specialisuje na rovnici

(22 + 22 + m?)? — 4m? (2 4 a?) = 0. (38,9)

Lze ji psdti téZ ve tvaru

[(x —m)? + 2. [(z + m)? + 2] = da?m?,
ktery vyjadiuje, ze kazdy bod na kiivce (38,9) v roviné
y—a =0 mé od boda (m;a;0) a (— m; a; 0) vzddlenosti
d,, dy, o nich plati,

d,d, = 2am. (38,10)
Promité se tudiZ prisec¢na kfivka roviny y — a = 0 s anu-
loidem (38,1) kolmo do roviny (z z) do kfivky, jejiz body

maji od stfedi obou vytvofujicich kruZnic v roviné (; _z))
vzddlenosti o konstantnim souc¢inu. Takové kiivky jsou
kitivky Cassiniovy, a oba zminéné stfedy vytvofujicich
kruZnic jsou jejich ohniska. Jsou tedy Cassiniovy kiivky
zvladtnim piipadem spirik Perseovych.
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Ukazme, Ze pfi zvlaStnich anuloidech se uvaZovana krivka
Cassiniova dile specialisuje na lemniskatu; je to v tom
pripadé, kdy m = 2a. Rovnice prisecné kfivky roviny y = a
s takovym anuloidem pak jsou

y—a=0, (22 +22)% + 8a% (22 — 2?) = 0. (38,11)
a hodnota stdlého soudinu je
d,d, = 4a?,
jak plyne z (38,9) a z (38,10).
Z Cassiniovych kiivek pouze lemniskata ma redlny singu-

larn{ bod a to v pocétku. Kiivka mé v ném dvé redlné tecny,
jejichZ rovnice podle (38,11) jsou

z-+-x=0.
Singuldrni bod se proto nazyvéd dvojny bod uzlovy.

Priseénd lemniskata v roviné ¢ uréuje svym uzlovym
bodem dotykovy bod roviny ¢ na hrdlové kruZnici plochy.

Plati tedy véta:

Je-li primér vytvorujici kruznice anuloidu ro-
ven priméru jeho kruznice hrdlové, pak teéné ro-
viny v bodech hrdlové kruZnice jej protinaji
‘v lemniskatdch Bernoulliovych.

39. O studiu a ulebnicich analytické geometrie, Existuje
-mnoho udebnic analytické geometrie, lisicich se jak .obsir-
nosti, tak zpusobem vykladu.

Jak i z tohoto spisku je patrno, k studiu geometrie me-
todou analytickou, ¢ili soufadnicovou je nutno ovlddati
alespon nékteré ¢dsti algebry, zejména nauku o determi-
nantech. Proto je doporuéeni hodno pfed studiem vétéich
dél o analytické geometrii prostudovati nauku o determi-
nantech a osvojiti si jejich praktické uiivdni. K tomu cili
znamenité se hodf kniha B. BydZovsky, Zdklady teorie
determinanti z r. 1929, nebo alespon struény spisek (lito-
grafie) Zahradnik, O determinantech, 1903—1904.
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K soustavnéjdimu studiu analytické geometrie v Geském
jazyku nutno pfedeviim doporuditi knihu dr. Boh. BydZov-
sky, Uvod do analytické geometrie, str. 404, z r. 1932.
Vétsi jeji ¢ast (226 str.) je vénovéna analytické geometrii
rovinné, zbytek analytické geometrii prostorové v pravo-
uhlych kartézskych soufadnicich se struénymi dopliiky o koso-
ihlych soufadnicich v prostoru a historickém prehledu.

O kuZeloseckach, algebraickych kiivkdch vy3sich stupnu,
rovinnych i prostorovych, o algebraickych plochdch druhého
1 vy§8ich stupnu, o pfimkovych komplexech a jinych utva-
rech, lze se pouéiti z velkého dila Jan Vojtéch, Geometrie
projektivni (880 str.) z r. 1932.

K dvodnimu studiu se hodi téz tyto zcela elementdrni
ucebnice:

Studnitka, Uvod do analytické geometrie v pro-

storu, 1876.

.Zahradnik, Analytickd geometrie, 1902,
Zahradnik, O plochdch druhého stupné, 1911.

Struéné poudeni o analytické geometrii v prostoru, véetné
ploch druhého stupné, nalezneme téz ve viech predniskich
o matematice na vysokych Zkolsch technickych, pokud byly
vydény tiskem. Z nich nejlépe vyhovuje kniha Jan Vojtéch,
Ziklady matematiky (dil 1. z r. 1939, dil I1. z r. 1940),
v niZz nalezneme i ¢etné priklady s vysledky.

Na konec uvedme, Ze analytickd geometrie itvara linedr-
nich, kuZeloseéek a ploch druhého stupné je jiz do nejmen-
Sich podrobnosti propracovana. Existuji velik4 dila, v nichZ
je sneseno takika vie, co lze o téchto vtvarech fici. Takové
je na pi. tiisvazkové dilo Staude, Analytische Geomet-
rie des Punktes atd., 1905 2 Analytische Geometrie
des Punktepaares atd., dil I. a II. z r. 1910. Stejné
podrobn4, je i piisluind stat v Enzyklopiadie der math.
Wissenschaften. K rychlé informaci ¢asto dobtfe poslouif
znimé dflo Pascal, Repertorium der Mathematik.
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