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4. Cty¥i p¥imky a, b, ¢, d v rovind, z nich? ¥4dné t¥i nejdou
tym2 bodem, tvo¥i uplny &tyfstran. M4 Sest vrehol; protéjsi
vrcholy slujf dvojice (ab), (cd); (ac), (bd); (ad), (be). Jejich spoj-
nice tvoli .diagonialni trojstran. Vytknéte opét vSechny
harmonické &tvefiny, které zde povstévaji. (Plyne opét z cen-
trélniho promiténi.)

5. Pfedchozich uvah lze uZiti, abychom provedli tlohy 1, 2
pouze pravitkem (bez rovnobdZek a pFendfeni délek). Mame-li
k bodim A4, B, @ na pfimce sestrojiti &tvrty harmonicky Z,
vedme bodem A dva piimky (obr 7) a protnéme je pFimkou
bodem @ jdouct v bodech X, ¥ ¥Spojme tyto body s bodem B
a dostaneme D, C; jejich spojnice jde bodem Z. Sestrojte po-
dobnd ke tfem paprskﬁm étvrty harmonicky jen pravitkem!'

6. DokeZte: Jsou-li na dvou ruznobézkach harmonické &tve-
finy ABQZ, CDSZ o spoleéném bod8 Z (obr. 7), pak -jsou
perspektivni dvojim zpdsobem podle stfedd X, ¥

Jsou-li dva svazky harmonické o spoleéném paprsku, ns PF.
Y (ABQZ), Z (ADPY), jsou perspektivni rovn&Zz dvojim.zpi-
sobem (jedna osa perspektivnosti jest AC, druhé BD)!

2. Imagindrni body na reilné pfimece.

Vytknéme na piimce bod o jako poddtek soutadnicové
soustavy a uréujme bod P vzdslenosti od poéétkn O. Redlné

vzd4lenosti OP = z pati{ redlny bod, je-li vzddlenost déna
¢islem komplexnfm x; + ix,, (z,=0), pfisuzujeme ji -bod
imagindrnf, Vzdilenosti xz, —iz, patif bod imagindrni
sdrufeny k prvnfmu. Soufadnice obou bodi jsou koFeny
kvadratické rovnice

[z — (2, + izy)] . [ — (2, — i2)] = O,

22— 22,2 + (2 + 5?) = 0, (1)
jeZ mé redlné koeficienty.
Obrécené kvadratickd rovnice s redlnymi koeficienty
az® + 2z + ¢ =0 @)
definuje bodovy pér o souradnicfch
—b4) P —ac

a

neboli

T =
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realny pfi b2 — ac > 0 a imagindrni pfi b2 — ac << 0. V pi-
padé b2 — ac = 0 splynou obé hodnoty, levé strana rovnice
(2) je tplnd druhd mocnina a Fikdme, Ze rovnice mé dvojné-
sobny kofen. _

Lze vsak nalézti 8ir8i geometricky vyznam rovnice (2),
jenZ plati v pripadé redlnych i imagindrnich kofent a dovo-
luje v obou pripadech operovati jen s redlnymi elementy.

V algebie sluje trojélen aa?+ 2bx 4 ¢ kvadratickd
forma.*) K nf patii poldrni forma az’z" + b (" + z") + ¢,
kde 2’'z" jsou proménné. PoloZime-li tuto formu rovnou nule,
dostaneme rovnici

ax’s” +b(x' +2")F+¢c=0 (3)
linedrnf v 2’ i v 2", tedy bilinedrni. Poviimnéme si jejiho
geometrického vyznamu. Definuje na pi{mce piibuznost é&i
korespondenci. Volime-li bod o soufadnici z’, dostaneme
k nému jednoznaéné pfifadény bod z” a naopak podle
rovnic

b +c , bx" + ¢

T + ¥ T a4+ ¥

Probéhne-li ' hodnoty od — o0 do + oo, probéhne i z”
viechny hodnoty. Takovou piibuznost definuje i obecnéji
bilinedrn{ rovnice

azx'z’ + bx’ + cx”" + d = 0;
tato piibuznost sluje projektivnost. Rovnice (3) je rovnici
specidlnf projektivnosti, nebot je symetrickd podle z’, z";
tato specidlni projektivnost sluje involuéni nebo invo-
luce; involuce je tedy souhrn péra bodovych definovanych
rovnicf (3).

Involuce m4 dva elementy samodruZné neboli dvojné,
které odpovidaji samy sobé. Za pfedpokladu, Ze v rovnici (3)
jsou vzdélenosti z', " méfeny stejnym zpusobem od téhoZ
potétku, polofme ' = z” = x a dostaneme rovnici, kterd

(b2 —ac=0).

*) Obytejnd se pfif tyto formy ve tvaru homogennim axz? +
+ 2bxt + ct?; tvar nehomogenni dostaneme, poloZime-li ¢t = 1.
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uréuje elementy samodruiné a je identickd s rovnici (2).
Tyto elementy jsou redlné rizné pii b2 — ac > 0; ptisluinou
involuci jmenujeme hyperbolickou; imagindrni sdruZené
pii b2 — ac < 0, pak zoveme involuci eliptickou. V&imné-
me si piipadu b2 — ac = 0. Pak lze rovnici (3) pséti

a?x'zs" +ab(x' + 2")+ 62=0

¢éili (az’ + b) (ax” + b) = 0.
Zvolime-li ' (nebo z") jakkoli, patii mu vidy tyZ bod
2" = — b :a (nebo ¥’ = — b : a); tato involuce sluje para-

bolickd (degenerovand).

Viimnéme si nékterych vlastnost{ involuce hyperbolické
a eliptické. Predpokldddme, Ze na pifmce je jeden bod ne-
vlastni neboli nekoneéné vzdileny, ktery odpovidd hodno-
tdm z’, «” velmi velikym a tvofi par involuce s bodem v ko-
neénu leZicim, jej% zoveme stfedem involuce. Délme rov-
nici (3) proménnou z” a dostaneme

-az’+b(’—;+1)+%=0
T xr

!

Nechdme-li zvétSovati 2" — oo, vymiz{ éleny 95,— a %,
a dostaneme
ar’' +b=0 nebo z'=—b:a.

Za piedpokladu a = 0 jest tedy soufadnice stiedu invo-
luce — b :a a stied je v koneénu. Volme jej za poditek
soufadnic 0. Pak v nové rovnici (3), kterd definuje involuci,
mus{ byti 5 = 0 a involuce je déna jednodussi rovnicf

ar’z”" +¢=0, ¢li 22" =— —ac- . 4)

Posledni rovnice vyjadiuje daleZitou metrickou vlastnost
involuce:

Souéin vzd4lenosti odpovida]fcich si bodl invo-
luce od stiedu involuce j je konstantnf (sluje mocnost
involuce).
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Je mo#no vidy pfedpoklédati, Ze v rownici (4) a je kladné,
tedy pro involuci hyperbolickou ¢ << 0, pro eliptickou ¢ > 0.
Jest tedy pro involuci hyperbolickou z'z” = k?, pro elip-
tickou z'z" = — k% (Srovnej rovnice (3), (4), str. 13.)

- ~

MO OB XN K &

S
V prvém piipadé jsou odpovidajici si body A’, A" na téie
strané stiedu O (obr. 8) a opfSeme-li kolem O kruZnici polo-

mérem k= VEZ' . 04", sete tato pifmku ve dvojnych

bodech M, N. Délicf pomér bodu A" k M, N jest ﬁ: =

_ ¥ +k k? 35” +k
b d ” ” == — —
=y délicf pomér bodu A4 ( ,) jes t —
z' + eys . ' "
= =% li&f se tedy oba jen znaménkem. Body 4’, 4

oddéluji tedy harmonicky dvojné body M, N.

V drubém pifpadé (obr. 9), kdy involuce je eliptické, jsou
odpovidajici si body 4’,
A" na riznych strandch
sttedu O, a opfieme-li
nad A’A” kruZnici, pro-
chéz{ tato pevnymi body
P,Q, kde OP = 0Q=
—r=|104'|.|04". W & D Iy B
nebo jinak, kazd4 dvo- :
jina involuce se z bo-
dia P,Qpromitne pra- ! @
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vym thlem. Dvojné body involuce jsou imagindrni
ve vzdédlenosti x = 4 ki. Definici délictho poméru a dvoj-
poméru pfijatou pro redlné elementy béfeme za plat-
z + ki

® —ki

nou i pro imaginirni. Pozndme, %e i zde plati
X4k
T o —k
involuce tvoif harmonickou étvefinu, MozZno tedy Fei:

Involuce bodovd na pfimce je souhrn péru bo-
dovych, které harmonicky oddéluji dva reédlné
nebo imagindrné body.

Z dalsich vlastnostf involuce uvedme:

¢ili imagindrni dvojné body a libovolny par

a) Involuce je uréena dvéma pary boda M', M";
N',N",

Oznaéme jejich soutadnice m', m";n’,n" a dosadme do
rovnice (3). Dostaneme tak dvé rovnice pro nezndmé a, b, ¢:

amm”+bm +m")+¢c=0,
an'n” +b(n 4+ n")+c=0.

Vylouéenim veliéin a, b, ¢ z téchto dvou a z rovnice (3)
vychédz{ (nejlépe ve tvaru determinantu) rovnice hledané
involuce
" ¥+ 2 1
mm” m +m" 1
nn” a4+ n" 1

=0.

Rozvedenim najdeme
a:b:c=[m +m")y— @+ 2")]:
([m'm” — "] [m'm” (0’ + ") —n'n" (m' + m")].
a, b nemohou byt souéasné rovny nule, nebot kdyby bylo
m 4+ m"=n' + n", m'm" = a'n", byly by dané dva péry
bodu identické,

b) Dvé involuce na piffmce majf spoleény jeden
pér bodovy é&ili jinak: Jsou-li na pfimce dény dva péiry
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bodové redlné nebo imagindrnf, 1ze vidy sestrojiti par, ktery
je oba oddéluje harmonicky. -

Skuteéné budte dvé involuce na pfimce dény rovnicemi

ar’z”" +b (' +2")V+¢c =0,
a,x'x” + b, (' 4+ z") + ¢, = 0.

Z nich vychdzi

a tedy soufadnice z’, 2" spoleéného paru jsou kofeny kvadra-
tické rovnice

(ab, — ba,) > — (ca, — c,a) x + be, — bic = 0;
spoleény par je redlny nebo imagindrni.”

Vratme se opét k pivodnimu iikolu, jak nalézti konstrukce
vhodné pro operace s imagindrnimi body. Je-li dén na
piimee imagindrnf bod 2, + ixz,, miZeme uréiti jeho sdru-
feny x, —ix,; oba jsou kofeny rovmice (1) s redlnymi
koeficienty. S takovou kvadratickou rovnicf obecného
tvaru (2) souvisi v8ak rovnice (3) definujici involuci (v tomto
pripadé eliptickou). A -skuteéné tato eliptickd involuce jest
velmi vhodny representant dvojiny imagindrnich sdruZenych
bodii (jako svych bodi samodruinych). Lze viak i rozlisiti
jeden od druhého, jak ukézal Staudt, pouZijeme-li orientace
involuce. Sledujme na obr. 8 nejprve na hyperbolické invo-
luci smér- pohybu. Pohybuje-li se 4’ na pfimce v jistém
smyslu, pohybuje se A" ve smyslu opaéném a dvakrat sply-
vaji oba body ve dvojnych bodech. Dvojice pridruzenych
bodi se nikdy neoddélyji, lezi mimo sebe, nebo jedna uvnitt
druhé, na pi. A’A", B'B", C'C". (PFi tom predpokldddme, Ze
piimka m4 jeden bod nevlastni ¢ili nekonecné vzddleny a jest
tedy jako uzaviend.) V pripadé hyperbolické involuce nelze
tedy mluviti o smyslu involuce. — Jinak je tomu v pfipadé
involuce eliptické (obr. 9). Pohybuje-li se 4’ v nékterém
smyslu, pohybuje se A” v témZe smyslu (pravy uhel A’PA”
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se otdéf kolem vrcholu P) a nikdy nesplynou. Dva péry
eliptické involuce se vidy oddeéluji, viz A’A", B’B", OP>,
Jeden smysl pohybu je ddn sledem A’B’A”, nebo co% je totéz
B'A"A’ (ptes P=), nebo B’A"B" atd., druhy sledem A"B’'A’
nebo B"A"B’ atd. Muzeme tedy jeden z imagindrnich bodu
danych uvaZovanou involuei prFi¢leniti jednomu smyslu,
drubhy opaénému smyslu.

Imagindrnf{ bod na piimce je uréen eliptickou
involuci s pfipojenym smyslem.

Vyhodné jest oznadenf, které zavedl Vahlen.*) Je-li
involuce ddna péry A’A”, B'B", oznadujeme jeji imagindrni
dvojné body

A'B B'A’
X=(AIIBII)) Y=(BnAn),

prvod je spojen se smyslem A'B'A”, druhy se smyslem
B'A’B". V daliim budeme pouZivati tohoto oznadeni.

Poznémky a cviéenf. 1. Urdete st¥ed a dvojné elementy invo-
luce b(z' + 2”) + ¢ = 0 (symetrickd involuce} a involuce
az’'z” + b(z’ + ") = 0.

2. Stanovte st¥ed, dvojné elementy a rovnici involuce dané
a) péry bodovymi (z';, =4; 2", =8), (z'3=3; 7y = — 1)
b) (3 4+ 2¢; 3 — 2i), (4; 8); ¢) dvojnym bodem (O) a parem
(1; — 2); d) dvojnymi body }; — }; e) dvojnymi body 1 4 4;
1—3.

3. Najdéte spoledny pér involuci: 222" — 5 (2’ + z") + 8 =
=0, 222" — 15 (=’ + z=”) 4 108 = 0.

4. Jsou dény dva piry bodové rovnicemi a,z® + 2b,z +
+ ¢; = 0, a,z® + 2b,x + ¢, = 0; najdéte rovnici péru, ktery
oba harmonicky oddéluje! (Viz podminku (6), str. 14.)

5. DokaZte: Jsou-li dény dva pary involuce tymi% rovnicemi
jako v pledeSlém odstavei, jsou ostatni pary dény rovnici
(a,2% + 2b,x + ¢;) 4- A (agx?® + 2byz + c4) = O pFilibovolném 4.
(UZijte vysledku pFedeslé ulohy.) )

6. Involuce ma samodru?né body: a) 2 4+ 2, b) — 2 4 3¢;
urdete tyto body v involuci zptisobem Vahlenovym.

7. Svazek kruZnic o zdkladnich bodech M, N sede pFimku,
jeZ nejde Zddnym z nich, v involuci; chorddla d4va st¥ed invo-

*) Th. Vahlen, Konstruktionen und Approximationen,
atr. 114.
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luce S, soudin SM . SN, ktery se rovnd mocnosti bodu S ke
kruZnicim svazku, je mocnost involuce. Jak toho pon#iti,
abychom sestrojili stfed & dvojné body involuce dané piry
bodovymi A’A”, B'B"?

(Névod: Body A’A”, resp. B’B” vedte kruZnice, aby se proti-
naly v redlnych bodech M, N. Chorddla MN vytind na pfimce
stfed involuce, dotykové body kruZnic, jeZ jdou body M, N
a dané pFimky se dotykaji, jsou dvojné body involuce.)

8. Obecnd svazek kuZelosefek, t. j. mnoZstvi vSech kuZelo-
sedek, které jdou &ty¥mi body 1, 2, 3, 4, sele pFimku, jeZ nejde
#4dnym z nich, v involuci. (Véta Desarguesova o svazku kuZelo-
setek.) Volme tuto pfimku za osu z; pak dv¥& kuZelosetky svazku
jsou dény obecnymi rovnicemi tvaru

4 =ayz® 4 20,7y + G5y + 20,7 + 205y + ay = 0,

B = by;,7® + 2bj,xy + bgpy? + 2bjyx + 2byqy + by, = O,
a svazek je dan rovnici

A+ B=0

pfi prom&nném A. Dosadime-li ¥y = 0, dostaneme pro prisetiky
o8y z s kuZelose¢kami svazku

ana? + 20,7 + agy + A (b 2* + 2byyT + by) = 0
jako v iloze 5. Mezi kuZelosetkami svazku jsou t¥i sloZené
(degenerované) z dvojin pFimek: 12, 34; 13, 24; 14, 23. Mame
tedy v&tu: Dvojiny protéjSich stran uplného &tyfrohu
protinaji p¥fimku ve tfech parech involuce.

3. Imaginarni pfimka ve svazku.

V redlné roviné bud dén svazek piimek o stfedu O. Vol-
me dvé navzdjem kolmé piimky s uréitou orientaci za osy
z, y pravouhlé soustavy soufadnic (obr. 5) a uréeme piimku
svazku tangentou uhlu, ktery svird s kladnou osou z. Jest
tedy rovnice obecné pifmky ve svazku

Yy = mxz; (1)
m = tgw je parametr, ktery urcuje piimku, Redlnému
parametru patif redlnd piimka, komplexnfmu parametru
piimka imagindrnif, je. mimo O nem4 redlného bodu.
Piimky y = (m, 4 ¢m,) z sluji imagindrni sdruZené.
Kvadratick4 rovnice s redlnymi koeficienty
Am? 4+ 2Bm + C =0 2)
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