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I. GVOD

I,I. Cyklicky prémé&t bodu. Bodu v prostoru prifadme v dané
vodorovné roviné kruznici s urfitym smyslem otacéeni nasledujicim
zpusobem. Bud = vodorovna rovina ¢ili pramétna, P bod v prostoru
mimo ni. Spustme z bodu P kolmici na rovinu z a oznaéme jejf patu,
t. j. kolmy privmét bodu P ¢ili jeho piadorys P,; kolem bodu P, opiSme

kruZnici polomérem P,P. Zavedme obvyklé uréeni bodu v prostoru
pravothlymi soufadnicemi. V pramétné n volme osy z, y a kolmo k ni
osu z tak, aby trojhran tvofeny kladnymi sméry téchto os byl pravo-
todivy (palec, ukazovak a prostfedni prst pravé ruky, jak ukazuje
obr. 1.). Pak bod P, mi v prumétné z soufadnice z, y a délka ?;7’
sluje kdta (soufadnice z) bodu P. Tim zpisobem je bodu v prostoru
pfitadéna jedina kruZnice
v 7, obracené viak kruz- 2

\

nici v patfi dva body na GP
kolmici vztycené v jejim
stfedu P, ve vzdalenosti

rovnépoloméru, jedennad /

a druhy (P’) pod pramét- 0 <

nou, poloZené symetricky
dle primétny. Abychom !
tuto dvojznaénost odstra-

nili, pfisuzujeme kruZnici

urdity smysl &ili orientujeme ji. Je-li P nad primétnou (z kladné),
at je onen smysl kladny, je-li P pod primétnou, at je ziporny. Kladny
smysl otdéeni v prumétné x» jest din otofenim kladné casti osy x
do kladné ¢&asti osy y (proti pohybu ruéic¢ek hodinovych, divime-li
se shora dolil) anebo také timto pravidlem: Krdéi-li chodec po kruZnici
v praméiné n a md-lv stied jeji po své levé strané, jest smysl otdceni
kladny, jinak je zaporny. Tim je dvojznaénost odstranéna. Oriento-
vanou kruZnici zoveme cykl a smysl ota¢eni znacime Sipkou. Bodu
v prostoru je tedy pfifadén cykl a naopak, priradéni obou mnoZstvi,
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mnozstvi boda v prostoru (bodu vlastnich, t. j. v koneénu lezicich)
a mnozstvi cykli v roviné x je jedno-jednozna¢né. Také je mozno
mluviti o znaménku poloméru. Cykl kladny, jemuz je pfifadén bod
8 kladnou soufadnici z, ma kladny polomér, cykl zaporny, jemuz je
pfifadén bod se zapornou kétou, ma polomér zaporny. Kruinice
je nositelkou dvou cykli.

Na toto piifadéni boda a cykld Ize se divati také takto: P jest
vrchol rotaéni kuzelové plochy, jejiz pfimky maji od primétny =
odchylku 45°. Stopa je cykl piisluiny bodu P. Vsechny tyto plochy
kuZelové jsou shodné a vzdjemné rovnobéiné, maji tedy spoleé¢non
kuZelosetku v roviné nevlastni w (v nekone¢nu). Oznaéme tuto kuzelo-
setku C a nazyvejme ji zdkladni kuZeloseCkou. Jeji rovnice v pravo-
1ihlych homogennich soufadnicich jsou

2?2 + y* — 22 = 0, t = 0 (rovnice roviny nevlastni).
Zakladn{ kuzZelosetka C a bod P(x,, y,, ;) uréuji kuzel
-zl + G —n)—(—2)=0
a jeho stopa na zn (z = 0) jest kruznice
@ —o)+ Y —wnf— z% =0,
nositelka pfitadéného cyklu.

Zavedme nasledujici oznaceni. Cykl pfifadény bodu P neboli
cyklicky pramét bodu P oznaéme (P), piislusnou kuZelovou plochu
P(P). Neni-li tieba Setfiti smyslu a mozno-li mluviti o kruznici a nikoli
o cyklu, oznaéujme ji [P]. Pro cykl uZivame tedy okrouhlych, pro kruz-
nici lomenych zivorek. KruZnici jsou pfifadény dva body P, P’
poloZené symetricky dle 7.

Bodu v priamétné P(x,, y,, 0) pfifadujme pravidlem tento bod
sam jako cykl o poloméru nulovém

(® — o) + (y —9)* = 0.
Ten lze ovSem také povaZovati za dvojinu isotropickych pfimek
s realnym pruseéfkem

[y —nt+ile—=)].[y —y — iz — z)] = 0.



Tento zpisob piifadéni bodi v prostoru a cykli v primétné
se nazyva cyklické promitdni.*) Nauka o cyklickém promitani sluje
cyklografie.

Vidime také, Ze naSe cyklické promftiani lze snadno zobecniti
projektivné. Bud déna rovina w (obr. 2) v konecénu a v ni kuzelosecka C
(2dkladni). Bodu P v prostoru pfifadme v primétné x stopu kuZele
s vrcholem P a Fidicf kiivkou C. Tato stopni kuZeloseéka (P) ma s C
spole¢né dva body na prii-
sednici s = (w, n). Obra-
cené takova kuzelosecka
vz, jez ma s C dva spo-
leéné body na s, jest obra-
zem dvou bodid, neni-li
jiné Amluvy (nebot dvéma
kuzelosec¢kami o dvouspo-
leénych bodech jdou dvé
kuzelové plochy).

V na8ich tvahach
hraji stale dilezitou 1lo-
hu piimky, které sekou
zakladni kuzelose¢ku C
v nevlastni roviné w (v ne-
koneénu), a také roviny, Obr. 2.
které se této kuzelosecky
dotykaji. Nazyvejme je ,,isotropické pfimky‘ a ,,isotropické roviny*.

1,2. Orientovana pFimka &ili paprsek. Uhel dvou paprskia. Bud M bod
na cyklu (P), ¢ jeho teéna (obr. 1). Této teéné jest nutno pfisouditi
smysl, ktery v bodé M souhlasi se smyslem pfislusného elementu
na cyklu a je oznaden Sipkou. Nyni se ukazuje nutnost zavésti také
orientovanou pfimku. Na pfimce jsou dva smysly. Pfimce s uréitym
smyslem oznadenym obyéejné Sipkou Fikejme orientovand pfimka nebo
pro kratkost paprsek. V nasledujicim budeme slovem paprsek rozuméti
vidy pHmku s uréitym smérem. V pfimce lezi tedy dva paprsky opac-

*) J. SOBOTKA uZiva také ndzvu kruhovy prumét a kruhové promitdni
(Deskriptivni geometrie promitani paralelnfho, str. 56). JenZe u ndho Setfeni
smyslu nehraje jest8 tak podstatnou ulohu.



nych smyslia. Paprsek rozdéluje rovinu = ve dvé ¢asti dle nasledujicf
amluvy, jez je ve shodé s pfedchozi imluvou o cyklech. Volili jsme
v 7 soustavu pravouhlych os jak ukazuje obr. 1 neb obr. 3, takze

A
H
!

y
.
P

Obr. 3.

kladny smysl osy Ox se otodi do
kladného smyslu osy Oy ve smyslu,
jenZ byl oznacen jako kladny (proti
smyslu otaéeni rucicek hodino-
vych). Je-li din paprsek p, volme
na p libovolny bod ¢ a otoéme p
kolem ¢ ve smyslu kladném o ahel
90° do polohy p’. Stranu, do které
nyni padnoubody, jez se na pivod-
nim paprsku nachézely ve smyslu
paprsku pied @, zoveme kladnou.
Paprsek déli tedy pramétnu =
v éast kladnou a zdpornou. Dle toho

jsou v obr. 3 oznadeny strany znaménkem + neb — u paprski p, g, 7.

Paprsku v n lze také
Ptimkou pv primétné = jdou
dvé teéné roviny ku C (s od-
chylkou 45° od =) a kazda
je piimkou p rozdélena
v ¢ast kladnou (nad =) a
zapornou (pod z). Je-li pFim-
ka orientovdna, prifadme ji
onu z téchto dvou rovin, jejiz
kladnd édst md pramét v klad-
né strané paprsku. Tim je
ziskan vzijemné jednoznad-
ny vztah mezi paprsky v ro-
viné = a ,,isotropickymi¢
rovinami.

Chceme-li disledné Se-
tiiti zavedeného smyslu cy-

pfifaditi uréitou ,,isotropickou‘* rovinu.

g />
O

Obr. 4.

kli a smyslu paprski, musime opraviti mnohé véty geometrie elementar-
nf, na pi.: ,,K danému cyklu jde jen jeden teény paprsek rovnobéiny
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s danym paprskem‘ (obr. 4a), nebo: ,,Dva cykly maji spole¢né dva
teéné paprsky* (obr. 4b), , Tii paprska se dotykd jediny cykl (obr.
4c) atd.

Uhlem paprski a, b, jeji znaéime é;), rozumime uhel, ktery po-
vstane, otoc¢ime-li kolem pruseéiku V paprsek a do b. To jest sice
mozno dvojim zpidsobem, neni-li viak jinak feéeno, volime ten, kde
tuhel je ¢ absolutne mensi nezli 180° (obr. 5), nejvyse roven 180C Ma tedy

uhel Vzdy urdity smysl, kladny nebo ziporny. Uhly ab cd jsou stejné

(a,b = cd), Ize-1i pohybem v roviné (poSinutim a otoéenim kolem bodu)
prevésti jeden do druhého, takze a se pokryje s ¢, b se pokryje s d.
Symetrie dle osy zméni smysl ahlu.

Uhly (;l\) a b/; lisi se znaménkem, maji vSak stejny kosinus. K dané-
mu kosinu patFi dva whly riz-
né znaménkem. Uréeni Ghlu /
kosinem bude se v dalsim b,
casto vyskytovati.

Dva rovnobé&zné papr- y L\_’__)

sky téhoz smyslu sviraji thel a b
rovny nule, dva rovnobéiné ¥
paprsky opaéného smyslu Obr. 5.

sviraji ihel 180°.

Zavedeni orientovanych elementu lze také analyticky vystihnouti,
uZijeme-li t. zv. nadbytecnych soufadnic. UkaZme to nejprve na piimce.
V pravotihlé soustavé jest jeji rovnice

ur + vy + 1= 0; (1)
u, v sluji soufadnice pfimky a jejich geometricky vyznam je znim
(ﬁseky na osich jsou — —117, — —1—)
Vzdélenost bodu M(z, y) od pfimky uvedené jest
ur + v 1
0 = #‘*_7 (2)
+ Vuz + 2
Znaménko vzdilenosti ¢ zavisi na znaménku druhé odmocniny
ve jmenovateli. Volime-li uréité znaménko, pak viechny body na jedné
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strané piimky maji znaménko -+, na druhé znaménko —. Volbou
znaménka jsme tedy rozhodli, ktera strana je kladna a ktera zdporna.
Dvoji mozné orientaci odpovida tedy volba znaménka veli¢iny Vur 02,
Ozna¢me jednu z téchto hodnot w a nazyvejme velidiny u, », w soutad-
nice paprsku. Pak na hofejsi piimece jsou dva paprsky: p'(u, v, w),
p"(u, v, — w). Tyto soufadnice jsou vSak vazany vztahem
w4 v —uw? =0
Vzdalenost bodu M (z, y) od paprsku p(u, v, w) jest tedy

1
p_ et tl 3)

w
' . I ...
Vzdalenost poc¢atku 0(0,0) od tohoto paprsku jest e Piiw >0
lezi tedy O na kladné, pfiw < 0na ziporné strané paprsku. Pata kol-

- 4%k - , . g u v
mice spusténé z pocatku O na paprsek ma soutadnice | — - " wil

Pro thel osy z s paprskem p dostaneme snadno
p w—v o

cos;:\—v sim;\— “ t p_w—?v
P=w P=—% 82~y T4 w

(4)

Pro thel paprski (u,, v, w,), (g, ¥a, w,) jde
N A\ N
PPy = TP, — XPy,
z ¢ehoz
N ”\ N\ e FaN
COSPy P, = COSIP, . COSTP, + sinxp, . sinxp,,

0 U Ty — UV
coSpyPy = ——u‘u;j; 1% sinp,p, = " e (5)
1*2

Pro paprsky rovnobézné jest sin;o/l\p2 = 0, cos;n/l\p2 = 1, tedy
Uy Uy = V) Vs, Wy + V0, — W, = 0
nebo, je-li k libovolny &initel,
Uy = ku,, v, = kv, w, = kw,. (6)
Jsou-li paprsky ko_llr‘ls', _jﬂest
— Uytty + V0, = 0. (7)
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Rovnice (3), kde ¢ je konstantni, vyjadfuje podminku, aby paprsek
(%, v, w) mél od bodu (z, y) konstantni vzdalenost. Jest tedy rovnice
eyklu, jejz povazujeme za obalku paprski a ktery ma stied (x,, ¥,)
a polomér p,

“uzy 4+ vYo + 1 — pw = 0. (8)

Je ziejmé linearni v soufadnicich paprskovych.

Veli¢iny x,, ¥, ¢ nazyvejme soufadnice cyklu. Tento cykl le#i
s cyklem (2, %o, — @) 0 rovnici

Uxy + vy + 14 pw =10
na téze kruznici
o' — (uzy + vy + 1)* = 0.

Obr. 6.

1,3. Uhel cyklu s paprskem. Uhel cyklu (S) s paprskem p jest jeden

e A\
nebo druhy z ahld ¢p neb ¢'p, jejz sviraji te¢né paprsky cyklu v prise-
¢icich A, B s paprskem p, jak ukazuji obrazy 6, které se liSf od sebe
zménou sméru paprsku p. Z obrazu je vidno, Ze

P
— L 1
cosx o (1)

kde p a r jsou vzaty s naleZitym znaménkem. V obrazu po levé strané
jest S, na kladné strané paprsku, vzdalenost p tedy kladns a uhel x

. VAP .
ostry. Uhly tp, t'p majici stejny kosinus liffse jen znaménkem. V obraze
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na pravé strané jest p zadpornd, thel x tupy. Jak se zméni uhly, pro-
vedeme-li zménu smyslu u cyklu?

Kosinus dhlu cyklu s paprskem jest roven poméru mezi vzddlenosti
paprsku od stfedu a polomérem.
. Tuto rovnici béfeme za definici uhlu
jcyklu s paprskem, i kdyZz se nesekou
" v realnych bodech, tedy kdyz |p| > |r|;
kosinus je vétsi jedné a uhel imagindrni.*)
Uhel cyklu s paprskem souvisf velmi
jednoduse s odchylkou roviny uréené
timto paprskem a bodem, jehoz cyklogra-
ficky primét je dany cykl. M&jme cykl (M)
o sttedu M, a paprsek p (obr. 7). Volme
rovinu jdouef bodem M kolmo ku p za
Obr. 7. novou primétnu (druhou) a sklopme kolem
osy x;, do primétny z, takZe M pfijde do
M, . x, = SM, je druhy obraz roviny « = (Mp) a také druhy obraz
spadové piimky, y odchylka roviny od priimétny =. Zfejmé jest

cotgy = 2 (2)

7-
Srovname-li s (1), mame
cotgy = cosa. (3)
Kosinus hlu, jejz svird
cykl s paprskem rovnd se ko-
tangenté odchylky roviny uréené
bodem pFislusnym danému cyklu
a paprskem.

1,4. Mocnost paprsku k cyklu.
V elementarni geometrii hraje

*) Rada

2k

x|t )
2'_!' + E TTTT ems (2—k)_!' T ass
konverguje jak zndmo v celé roving komplexni proménné pro jakékoli z. PoloZme

z*= ¢, + ip, a vidime snadno, %e cos z jest hodnota komplexni pokud ¢,, ¢,
jsou od nuly rtizné. Pro z = i@, jest reélna a ziejmé vétdi nezli 1.

cosx = 1— +(—l)"
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dilezitou ulohu mocnost bodu ke kruZnici. V geometrii orientovanych
elementii hraje podobnou ulohu mocnost paprsku k cyklu, jiz 1ze nasle-
dovng definovati. Bud dan cykl (S) a paprsek p. Volme osy soufadni-
cové jak ukazuje obr. 8 a na Oz bod @. Z ného jdou dva te¢né paprsky
t’, t". Rovnice cyklu (S) o stfedu 8,(0, p) a poloméru ¢ jest dle rov. (8)
odst. 1,2
vp + 1 — ow = 07
rovnice bodu @, t. j. cyklu o stfedu (£, 0), poloméru p = 0, jest
uE + 1 = 0.
Dosadime-li za u, v do rovnice u? 4+ v* — w? = 0, dostaneme

20 pte
e* —p Ee*—py)
ozna¢me kofeny w,, w,, i jest

w2 —

w +

2
w, + wy, = 92—2_91?, wyy, = -g%
Utvofme soudin (viz rov. (4) odst. 1,2)
—w, Yy, — W,
o w
Po jednoduchém vypotétu dostaneme s pouZitim predchozich
rovnic

N\ N
tg Jat’ . tg lat” = ke

\ i T e —Pp ‘
\:tg%xt . tghxt ot p ‘,\‘

Tento vyraz je tedy nezivisly na poloze bodu @ na paprsku p
a sluje mocnost paprsku p k cyklu (8S). Prijde-li bod @ do jednoho neb
druhého priseéiku S’, S”, splynou te¢né paprsky a uvedena mocnost
se rovni

A\
tgtlrs’ = tglas”.
1,5. Uhel dvou cykla. Dotyk cykla. Uhlem cykla (4), (B) rozumime
tihel teénych paprskd v pruseéicich M, N obou cyklia. Uhly jsou dva
N\ Vas

tilp, U 41y, jak ukazuje obr. 9, liéf se jen znaménkem, maji tedy stejny
kosinus.

‘0
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Otodime-li soudasné paprsky t,, ¢, v kladném smyslu o hell | 90°,
pfejdou teéné paprsky v poloméry MA,, M B, a uhel tecnych papnrsku
rovnd se Ghlu 4, MB,. Z trojihelnika 4, M B, plyne dle kosinové vwéty,
je-i 4,B, =d,

d* = r} + 73 — 2rr, cosp
a odtud

2 f.:, - d‘l
cosp = rl—i———
2rry
Tuto rovnici béfeme za definici whlu dvou cykli, i kdyz se rre:edlné
neprotinaji.

Jak se zméni ccosg,
zméni-li se znaménko jeeedno-
ho cyklu a tim i znaméénko
poloméru? - E

Dotykaji-li se dveaa cy-
kly, jest rozeznavati dva
rizné zpasoby, dotyk vilalastni
a nevlastni. V prvém pitipipadé
— obr. 9¢ — maiji oba «cxeykly
v dotykovém bodé tcerentyz
tecny paprsek, uhel sewivieny
jest roven nule, jeho koysysinus
roven + 1, tedy

9 24
71— dE = 2rmym,

¢ili

Obr. 9.

(n —r)t=d?

kde oviem poloméry jest briti s pfisludnym znaménkem. Na pf. cc; cykly
(4), (B) jsou oba kladné, d se rovna rozdilu, dotyk je vnit¥ni, c; cykly
(4), (C) jsou ruzné orientované, dotyk je vnéjsi a d je rovno scosouétu
absolutnich hodnot poloméri.

Pfi dotyku nevlastnim — obr. 95 — uhel teénych paprskd v- I bodé
dotyku jest 180°, cosp = — 1 a vychazf

(ry + 1)t = .
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Vratme se k dotyku vlastnimu (obr. 9¢) a vSimnéme si pfislu¥nych
bodi v prostoru 4, B, C. Vidime okamZité, Ze jsou na pfimce, ktera
m4 stopnik 7' a-m4é odchylku od primétny 45°. Pfi dotyku nevlastnim
(obr. 96) neni tomu tak, pak bod B’ symetricky poloZeny s B dle =
spojen s A dava piimku s odchylkou 45°.

Odtud je také patrno: Geometrické misto boda, kterym pfi-
sludi cykly dotykajici se cyklu (P), jest kuzelovd plocha P(P), kterou
nazgvame , isotropicky‘ kuel s vrcholem P.

Obr. 9a, b.

Jsou-li dva cykly k sobé kolmé ¢&ili‘sekou se ortogonalns, jest
@ = 90°, cosp = 0 a d® = 7} + 7.

1,6. Teénovd vzdilenost dvou cykli. Dva cykly maji spoleéné dva
te¢né paprsky. Vzddlenost dotykovijch bodi sluje teénovd vzddlenost
cykli. Jak ukazuje obr. 10 plyne z trojuhelnika 4,8,Q

& =d — (r, — )
kde poloméry jsou oviem vzaty s pfisluSnymi znaménky. Tuto rovnici
béfeme opét za definici te¢nové vzddlenosti i v piipadech, kdy délka ¢
neni realna.

Teénova vzdailenost hraje v dal§ich ivahich zajimavou a dalezitou
ohu. Viimnéme si nékterych zviistnich pripadi. Maji-li dva cykly
vlastni dotyk, pak |d| = |r, — 7| a ¢t = 0; pii dotyku nevlastnim
|d| = |r, + 7| & [t] = 2l/r,r,. Jsouli dva cykly soustfedné, je d = 0,
t = 4 i(r, — r,). Piejde-li jeden cykl v bod (r, = 0), pak 2 = d2 — »¥
je mocnost bodu ke kruZnici.



Z hoiejsfho vzorce plyne 7 + r3 — d* = 2r7, — t2. Dosadime-li
do vzorce pro cosp, dostaneme snadno vztah mezi (hlem a te¢novou
vzdalenosti ve tvaru

12 = 2rry(1 — cosg) = 4nr, sin?le.

1,7. Imaginarni kruZnice. V nasledujicich vahach budeme éasto
mluviti o kruznici s redlnym stfedem a polomérem ryze imagindrnim.
Je-li stfed v pocitku pravo-
uhlé soustavy soufadnicové a
polomér ri, jest jeji rovnice

22+ y4rt=0.
Kruznice ma reilnou rovnici,
ale nehovi ji Zadna realna dvo-
jice x, y (pokud r == 0), nem4
tedy realného bodu. Rikejme
i imagindrni krufnice. Nary-

Obr. 10. sujeme-li realnou kruznici

x4y — 2 =0,
jejiz polomér se rovna absolutni hodnoté poloméru prvé, nazyvime
tuto kruZnici zdstupkyni prvé a pouzivame ji pii konstrukei. V obecné
poloze jest rovnice imaginarni kruznice o sttedu O(a, b) a poloméru ri

(x —a)+ (y — b2+ 1r=0.

Lze oviem také mluviti o imagindrni kruZnici tenkrat, jsou-li
a, b, r veliciny komplexni, ale tyto kruznice v naich tvahach ne-
pFichazeji.

Imagindrni kruznici ndmi definované p¥islusi v prostoru dva body
imaginarni (a, b, + ri) na realné kolmici k pruimétné z v bodé (a, b)
vztycené.

Viechny diive uvedené definice zustavaji v platnosti. Tak pro
tihel realného paprsku s imagindrni kruznici dostavime

P P,

cosp = - = — ~-1]
4 ri r

kde p je vzdalenost paprsku od stiedu.
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Pravé tak plati vzorce pro kosinus uhlu dvou cykld (kruznic)

a pro tecnovou vzdalenost.

Pro nés jsou dulezité vztahy kolmosti. Pro kolmost dvou cyklu

(kruznic) jsme nasli

2 .
ri + ry = dz

Jsou-li obé kruznice imaginarni
s poloméry ri, r,i, nelze pri redl-
ném d hotejst rovnici vyhovéti. Dvé
imagindrni kruznice nejsou tedy
nikdy k sobé kolmé. Je-li jedna kruz-
nice realna s polomérem r;, druhd
imaginarni s polomérem r,i, jest pod-
minka kolmosti

i — i = d

Pak ukazuje obr. 11, kde 1k, je zi-
stupkyné imaginarni kruZnice, ze I,

Obr. 11.

sede k, v bodech diametralng protilehlych, ¢ili pali ji. Poznamenejme
jesté, Ze soustfedné kruznice o polomérech r,ri slusi povaZovati

za kolmé (d = 0).

Obr. 12.

1,8. Mocnost bodu ke kruZnici, sva-
zek kruZnic a chordila, trs kruZnic.
Z elementarni geometrie je znamo,
Ze sou¢in obou tUsekii na secné
jdouci bodem P ke kruinici k je

staly, tedy PA . PA’ = PB. PB' =
= PC? a nazyvé se mocnost bodu P
ke kruznici k. Je-li P vné KkruZnice,
je sou¢in kladny a roven &tverci tec-
ny £ =d? — r® (obr. 12). Je-li P’
uvnitf, je moenost ziporna a rovna
se zapornd vzaté druhé mocniné
poloviéni tétivy kolmé k PO (u? =
= 72 — d'2). Analyticky se dostane

mocnost bodu ke kru#nici, dosadime-li soufadnice bodu do normalniho
tvaru rovnice kruznice (koeficienty pfi z?, y* jsou rovny jedné), tedy

2%
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mocnost bodu P(z,, ¥,) ke kruznici
k=2a2>+9y*— 2ax — 2by +p=10
jest
M(P) = a3 + y} — 20z, — 2by, + .

Dvé kruznice k, I (obr. 13) uréuji svazek kruZnic (mnozstvi viech
kruznic, které jdou jejich spoleénymi reilnymi nebo imaginirnimi
body M, N). Jedna se rozpadne ve spolecnou se¢nu MN, jiZ zoveme
chorddla, a piimku nevlastni. Bod P chorddly md tutéZ mocnost ke kruX-

Obr. 13.

nicim k, 1 a ke kadé kruénici svazku, &l je sttedem kruZnice, jez kolmo
seée k, ! a vSechny kruznice svazku. Tyto kolmé kruznice tvofi novy
svazek, Fkame mu doplikoviy k prvému, a stfednd prvého svazku
je jeho chordalou. Vztah obou svazkd je vzijemny. Volme stiednou
prvého svazku za osu Oz, chordilu za Oy. Pak rovnice prvého svazku
pfi proménném 41 jest

2% 4+ y* — r* — 2Jx = 0 [stied (4, 0), polomér l/;z__*_ %],

zakladni body svazku jsou M(0, r), N(0, — r) a ve svazku jsou dvé
kruznice s polomérem nula, jeZ odpovidaji hodnotdm 4 = + ri.
Dopliikovy svazek ma rovnici
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? 4+ y? + r* — 2uy = 0 [stied (0, u), polomér V,uz — 7.
Dvé kruZnice tohoto svazku maji polomér rovny nule (u = 4 r)
a stfedy v zakladnich bodech M, N prvého svazku. Nulové kruZnice
prvého svazku M’'(ri, 0), N'(— ri, 0) jsou oviem zidkladnimi body
svazku druhého.

Ke tfem kruznieim I, m, n patii bod stejné mocnosti, ve kterém
se sekou viechny tfi chordaly ch,,, ch,,, ch,,,. Tento bod je stiedem
kruZnice realné neb imaginarné, ktera sece kolmo viechny tii kruznice
dané.

KruzZnice, které protinaji kolmo kruZnici k, tvofi trs; kazdy bod
v roviné je stfedem jedné kruzZnice trsu. Dvé kruznice trsu uréuji
svazek, jenZ je cely obsaZen v trsu; jeho chordala jde bodem O.

Jsou-li kruznice k,, k,, ky ddny rovnicemi

k=@—af+@—bP—ri=0 (i=123),
jest rovnice obecné kruznice trsu tvaru
ky + Aky + uky = 0,
kde 4, ¢ jsou libovolné hodnoty.

V nasledujicim budeme ¢asto potfebovati konstrukei chordaly;

proberme proto rizné pripady.

Obr. 14. Obr. 14a.

Sekou-li se kruinice v realnych bodech, jest jejich spojnice chor-
délou. Nesekou-li se dvé redlné kruznice k, I, pak jest mozno sestrojiti
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jednu spole¢nou teénu vnéjsi nebo vnitfni, na pt. TU a pilici jeji bod
M (obr. 14). Kolmice spu§ténd na stfednou je chordala ch. Jinak lze
ziskati jeden bod chordaly, protneme-li obé kruznice pomocnou tieti
kruznici q. Chorddly 11’, 22’ sekou se v bodé @, kterym jde i chordala ch.
Je-li k realna, ! imaginarna, oznaéme !’ redlnou zastupkyni této
(obr. 14a). Chordalahledana je mistemstfedii kruznie, které sekou kolmo
, ka puli I'. Prasec¢ik @ chordaly
. _' v se stfednou OO0’ najdeme takto:
S e T Bud Rbod na I', pfi ¢emz O'R
o L | 00'. Najdéme chordalu ¢
0: [ ; " kruZnice k a kruZnice o nulo-
: ! S 0. | vém poloméru a stfedu R. Ta
e jde pilicim bodem te¢ny RT
RN kolmo ku OR. Jeji bod Q (na
e ch 00’) je sttedem kruznice, jez
: kolmo seée k a jde body R, R’,
Obr. 14b. . . ;
je tedy na hledané chordale.
Jsou-li %k, 1 obé imaginarné, k', 1’ jejich zastupkyné, ucifime
O,R | 0,0,, O,T | 0,0, (obr. 14b), sestrojme pulici bod U tsecky RT
a US ] RT. S je stfedem kruznice, jez pili £',!' a je tedy kolma
ku %, I. Chordala ¢k jde bodem S kolmo ku stfedné 0,0,.

1,9. Rovnoosd hyperbola. V nasledujicim se stale vyskytuji
rizné konstrukce s rovnoosou hyperbolou, které zde uvadime. Bud
jeji rovnice

— 2 =at (1)

Stfed je O (obr. 15), poloosa realna (hlavni) OA = OB = q,
poloosa imaginarna (vedlejsi) OC = OD mé rovnéz délku a (imagi-
narni vreholy jsou ve vzdélenosti ai). Z rovnice plyne hned pohodlna
konstrukce jednotlivych bodi. Poradnice PM = )22 — a* rovni
se délce teény vedené z bodu P ke kruznici opsané nad hlavni osou 45.
Také lze sestrOJovatl body na rovnobézikich s osou Oz, nanasime-li
QM = QM' = B, nebot z rovnice hyperboly vychazi 2> = a% 4 y*.

Asymptoty jsou k sob& kolmé a pili thel os. K libovolnému
praméru p patfi vidy primér sdruZeny ¢ a oba tvoii s asymptotami
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harmonickou ¢tvefinu. PonévadZ asymptoty jsou k sobé kolmé, puli

thel sdruzenych praméra.
Nejcastéji se vyskytuje
uloha: Ddna jest rovnoosd hy-
perbola osami (délka realné po-
loosy a). Jest sestrojiti prise-
Giky s pFfimkou. ReSeni ve
zvlastnich ptipadech plyne zho-
Fejsiho. Je-li primka kolma
k realné ose v bodé P (obr. 15),

jest PM = PM’ a rovno délce
teény z bodu P ke kruznici opsa-
né nad AB. Je-li piimka rovno-
béing s reilnou osou a sece
vedlejsi v bodé @, jest tieba na-
néstiQTlI = Q_M’ = Q—A

Obr. 15.

Necht ma pfimka ¢ obecnou polohu. Pak je mo#no pouziti
centrilni kolineace. Kruznice 2’ nad redlnou osou (obr. 15a) je s rovno-

osou hyperbolou % koli-
nearni. A je stied koline-
ace, vrcholova tecna b je
osou kolineace. Nevlast-
nim bodim M_, N_ na
hyperbole patfi na kruz-
nici body M’, N'. Osa
uw' = M'N’ odpovida te-
dy nevlastni pfimece u.
Piimce ¢ v rovinném poli
hyperboly patfi pfimka ¢’
v rovinném poli kruZnice.
Vytknéme na q body 1,
Q.- Prvy je samodruzny,
nebot lezi na ose koli-
neace, druhému odpovida

Q' na u'. Je tedy ¢’ = 1Q’, piimka ¢’ sete kruznici 2" v bodech
X’, Y’ a jim odpovidaji v kolineaci na ¢ body X, Y.
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Poznimka. Dvé rovnoosé hyperboly s rovnobézinymi asympto-
tami uréuji svazek. Zakladni body svazku jsou nevlastni body asymp-
tot M, N, a dva body v koneénu P, @. Svazek sestava ze samych
rovnoosych hyperbol s asymptotami rovnobéZnymi. Stredy jejich
lezi na pfimce. Jsou-li dané hyperboly

b= (& — o)t — (y — fu)t — @ = 0,
hy= (& — gt — (y — fot — a3 = 0,

jest hyperbola svazku ddna rovnicf
hy="h, — by =0,

s
kde A muZe nabyvati jakékoli hodnoty. Snadno zjistime, Ze stied
ma soufadnice

,_ﬁ_lo‘z _.31—1/32
BET—L T
opisuje tedy primku. Ve svazku jsou tfi hyperboly zvrhlé ve dvojice
piimek. Jedna odpovid4d hodnoté 4 = 1 a sestava z pfimky nevlastni
a spojnice P@, jeZ ma rovnici
20p — )7 + 208y — B)y — (a} — a3) = 0,

ostatni dvé jsou dvojice pfimek k sobé kolmych. P, @ se jevi jako
protéjsi vrcholy obdélnika se stranami svirajicimi s osou x uhel 45°
Dalsf dva protéjsi vrcholy 7', U jsou stfedy téchto zvrhlych hyperbol
(obraz necht si ¢tenaf laskavé zhotovi).

Jsou-li ddny sméry os rovnoosé hyperboly z, ¥ a dva body P, @,
pii ¢emz thel pfimky PQ s osami je ruzny od 45°, je urcen cely svazek.
Jak najdeme piimku stfedu? Jak je tomu, je-li dina teéna s bodem
dotykovym?
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