Geometrické pravdépodobnosti

Konvexni plochy v prostoru

In: Bohuslav Hostinsky (author): Geometrické pravdépodobnosti. (Czech).
Praha: Jednota ¢s. matematikt a fysika, 1926. pp. 48-62.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/402807

Terms of use:

© Jednota ¢s. matematiku a fysikt

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic
delivery and stamped with digital signature within the

V project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics Library
http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/402807
http://dml.cz

pravdépodcbnost p, Ze libovolné vytéena pfimka, kterd protina K,

nepro'tiﬂa ani k& ani K? [p= L ; viz vé&tu dokazanou
v odst. 23c].

26. Uvniti k velime dva body. Seéna, jez je spojuie, d&li se jimi
a pruseCiky s & ve tfi Casti. Pravdf,podobnost Ze z téchto tfi dsecek
di se sestroiiti trojuhelnik, jest — 1/4. [Czuber: Geom. Wahr-
scheinlichkeiten, p. 156—157]. -

27. Uvnitf trojihelnfka zvolime dva body; ploSny cbsah troj-
thelnika, ].e]Z tvofi tyto body spolu s urcntym vrcholem trojihelnika
daného, ma stfedni hodnotu

Mg:;*, S,
znadi-li S plodny obsah damého trojuhelnika [Czuber tamtéz p. 235).
28. Uvnitt £ jsou voleny dva body. Stfedni hodnota jejich vzdi-

lenosti jest (viz odst. 21b) ro2 .

29, Stfedni hodnota tétivy, kterou urcuje libovolnd p¥imka, pro-
tinajici kfivku k, jest uréena vzorcem

__ aP
y o= 1
"Pro kruh o polomé&ru R vychazi
aR
my= "y
<.

IV. Konvexni plochy v prostoru.

24. PFehled zkratek. — V této kapitole pojedname o né-
kterych tlohach, jeZ se vztahuii k uzavienym konvexnim
plochim v prostoru. KaZda takova plocha je profata libo-
volnou pfimkou nejvySe ve dvou bodech. Oznacdime

pismenem
K . .. danou uzavienou konvexni plochu bez singulirnich
bodu,
V . .. objem &asti prostoru omezené plochou K,
S ... plo$ny obsah plochy K,

2, 27 . . objemy Casti, ve které se déli vnitfek plochy K libo-

volnou seénou rovinou (3 + 3" =V),

k . konvexni kfivku, ve které libovolna seCna rovina
protind plochu K,

P . .. plo$ny obsah kfivky &,

L ... obvod kfivky &,

C ... délku seény, kterou omezuje plocha K, na libovolné
piimce ji protinajici,

M . hodnotu integrilu (14), vztaZeného ke vSem rovinam
(u, v, w), jeZ protinaji plochu K.



V rovnicich pfimek a rovin, jakoZ i ve vzorcich pro miru
rozli¢nych mnoZstvi, budeme uZivati oznadeni zavedeného
v odst. 12. a 13.

25. Roviny protinajici konvexni plochu. — a) Je dana ro-
vinnd uzaviend kfivka bez dvoiného bodu; budiZ P jeji ploSny
obsah a ¢ délka seény, kterou vytina libovolna rovina. Poé&i-
tejme hodnotu integralu

[[[cdpdo=[[[csinoasdpap,

kde integrace se vztahuje ke vSem rovinim

. xsingcosg - ¥singsing 4 zcos ¥ —p=0.

jeZ danou kf¥ivku protinaji. Rovinu kfivky volme za rovinu
Oxy a pfedpoklidejme, Ze pocétek O jest uvnitf kfivky (volba
soustavy soufadnic nemda vlivu na hodnotu uvaZovaného in-
tegralu. Ani ¢ ani dpdw se zménou soustavy soufadnic ne-
méni; viz odst. 12.—14.). Zavedeme nové integraéni promé&nné

g a ¢ rovnicemi o ,
p=gsind’, =9

Obdrzime =

[ [ [edpdo= % j [ csin? 9 dg di dyp =} 1 Py (29)

2
koeficient ¥ je tfeba pfipojiti, nebot méni-li se ¢ spojité od
0 do 2n, obdrZzime kaZzdou rovinu dvakrite, mimo to pak jest

f cdg =P,

ponévadZ g znaéi vzdilenost seCny ¢ od pocitku O.
b) Ustanovme nyni hodnotu integralu

f/fL dp do» = f[fL sin ) dp di dep,

kde L znaci obvod priiseéné kfivky, kterou z dané konvexni
plochy K vytind rovina (p, ¥, ¢); integrace vztahuje se ke
viem seénym rovindm plochy K. BudiZ ! nekone&né& mala Eist
kiivky L, obsaZend v nekone&n& malém elementu do plochy
K. Podle vzorce (29) jest

' Isin 9 dp di) dgp = % a? do,
/f/ =7z

vztahuje-li s¢ integrace ke vSem rovindm protinajicim neko-
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neéné maly element do, Je-li tudiZ S cely povrch plochy K,
plati °*
[[[Ldpdo=tms; (29)

integrace vztahuje se ke viem se¢nym rovinam plochy K.

¢) Mira pro mnoZstvi vSech rovin, které protinaji Eon-
vexni uzavFenou plochu K, Jes’t pfedpoklidame-li podatek O
uvnité K,

2n w

M=]'[p sin 0 d) dip = [fp dor; (30)
00 '

p znaci zde vzdalenost te¢né roviny plochy K od O. To plyne
bezprostfedné z formule (14°), provedeme-li integraci podle
p. Podle Minkowského *) da se psati posledni integral téZ
ve tvaru _

M=/'/‘%(71-+ : )du, (307

\ Jo R R’

kde R a R’ znaci hlavni poloméry kfivosti a integrace vzta-
huje se k celé ploSe K; do jest element plo§ného obsahu.

Uvedme t¥i specidalni pfipady: *
Je-li-plocha K nekonec¢né zplo§téla, takZe se redukuje na

¢ast roviny dvojndsobné éitanou a omezenou konvexni kfiv-
kou o obvodé L, jest
& M=1inL (30 a)

Je-li plocha K nekone&n& zplodtéld ve dvou smérech,
takZe se redukuie na useCku o délce ¢, dvojnasobné Citanou,
jest mira pro mnoZstvi v§ech rovin protinajicich tuto tisecku

rovna ae (30 b)

Je-li K trojosy elipsoid o poloosach a, b, ¢, daji se M
i povrch S vyjadFiti timto integrilem.**) PoloZme, pfedpokla-
dajice, Ze c< b <a,
"= =mx—Q —n)y
f(m,n)—Sffl d—mx*—d=my - dx dy,

1 —x—y?

*) H. Minkowski: Ges. Abhandlungen Il., p. 241; Leip-
zig 1911.

**) Viz B. Hostinsky: Sur quelques applications géo-
métriques des intégrales elliptiques et sur les re-
lations entre les intégrales completes (Véstnik Kral.
Spol. Nauk. 1919.) o
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kde integrace na pravo vztahuje se ke kvadrantu kruhu o po-
lom&ru =1, vymezenému podminkami

x3+4y: — 150, x>0, y>0.,

Pak plati formule & ot
= abf( @’ bi )

wmedl %)

d) BudiZ K: konvexni plocha, M1 mira mnoZstvi vSech
jejich seénych rovin, Kz pak jina konvexni plocha, leZicf uvnitf
plochy Ki, a M: pfisludnd mira. KaZzdi rovina protinajici plo-
chu K: protind zdroven plochu Ki; podle véty vyjadfené rov-
nici (15) bude pravdépodobnost p, Ze rovina protinajici kon-
vexni plochu K. protind zdrover jinou konvexni plochu Ks, po-
loZenou uvnit¥ K1, rovna

p=M; : M,. (31)

26. Ulohy o pdrech a trojicich seénych rovin. — a) Mno:z-
stvi E, jehoZ prvkem je par seénych rovin plochy K, ma podle
obecné definice (viz odst. 15.) miru

/ff [f f L do dp do' dp* =} M,
1 JJ.

nebof a rovna se vSude dvéma.

Poc&itejme nyni hodnotu integralu téZe funkce, je-li inte-
graénim oborem mnoZstvi F partt seénych rovin takovych, Ze
priiseCnice obou rovin par tvoficich protini plochu K. Zase
bude a=2. Poznamenejme, Ze trojndsobny integral

JIT 4 dodo

vztaZeny ke vSem rovindm R, jeZ protinaji pevnou se¢nou ro-
vinu R’, je roveniz L, znadi-li L obvod kfivky, v niZ R pro-
tind plochu K [viz vzorec (30a)]. Integral

If 7 asw

vztaZzeny ke vSem seénym rovindm R plochy K je roven
Yan® S dle vzorce (29"). Je tedy mira mnoZstvi F

[[Lf[[ +dodpdn'dp' =} a* S,
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Délime-li tento vyraz hofejSim vyrazem pro miru mnoz-
stvi E, obdrZime pravd&podobnost p’, Ze dvé seCné roviny
plochy K protinaji se v pfimce, kterd rovnéZ plochu protina:

R S
- 4 MS. -

b) Mnoizstvi G, jehoZ prvek jest utvofen trojici seénych

rovin plochy K, md miru

ffff’ffff—}; dp do dp’ dov’ dp” de* =} M.
G

Pocitejme integral téZe funkce, vztaZeny k oboru H, je-
hoZ prvkem je trojice seénych rovin, protinajicich se v badé
poloZeném uvnitf K. Rovinu, k niZ se vztahuje element dpdw,
oznalime R; podobn& zavedeme R’ a R”. Integrujme nejprve
podle soufadnic roviny R, kteri protind priise¢nici s dvou
pewnych seénych rovin R” a R”. Trojndsobny integral

[/ dp do

bude roven aC, je-li C délka seény‘poloiené na s (viz vzorec

30b). Integral
[jf + a1 Cdp' do'

vztaZeny ke vSem rovindm R’, jeZ protinaji pevnou secnou
rovinu R”, je podle vzorce (29) roven

a? B
'_]?P-

Integrujeme-li konec¢n& vzhledem k soufadnicim roviny
R”, obdrZime pro hledanou miru

E ffdepdm:i"-;.znv

aneb f f f fH [f f f [ L dp do dp* do’ dp* do" =} a+ V.

Délime-li tento (ryréi vyrazem /¢ M3, obdrZiime pravdé#‘
podobnost p”, Ze tfi seCné roviny protinaji se uvnitt K:*)
pll - n‘ ﬁa.

*) Srv. Czuber: Zur Theorie der geometrischen
Wahrscheinlichkeiten (Sitzungsberichte d. Akad. d. Wiss.,
XC. II. Abt. p. 719—742; Wien, 1884)." .-
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27. PFimky protinajici konvexni plochu.
miru pro mnoZstvi viech pfimek, které protinaji vnitfek uza-
viené rovinné kFfivky » bez dvojného bodu. Je-li o ploSny
obsah obrazce omezeného kfivkou 7, jest (v oznadeni odst. 12.)

f dp dq = o,

kde integrace vztahuje se k v§em bodfim (p, ¢), leZicim uvnitf

R da db .
ff1+a5+b:—f da df' = z;

v poslednim integrdlu vztahuje se integrace k poloviné po-
mocné koule o poloméru=1; a, # jsou soufadnice primétu
do roviny Oxy, )
méru = 1. Podle vzorce (12) bude tudiZ hledana mira = ne.
MrioZstvi vSech pFimek, které protinaji rovinny obrazec o plos-
ném obsahu o, md miru ao.

b) BudiZz nyni K libovolna uzaviena konvexni plocha a S
jeii ploSny obsah. Kazdd pfimka, ktera plochu K protind, ma
s ni dva body spole¢né. BudiZ do nekone&né maly element
plochy K. MnozZstvi viech pfimek, které ten element protinaji,
ma dle pfedchoziho vypodétu miru ndo. Integraci tohoto vy-
razu pFes celou plochu K dostaneme miru pro mnoZstvi vSech
jejich sefen. Nutno v8ak uvaZiti, Ze tak Citame kaZdou se&nu
dvakrate, ponévadZ mda dva priseCiky s plochou. Vysledek je,
Ze mnoZstvi vSech primek protinajicich uzavFenou konvexni
Dlochu o plosném obsahu S md miru

1as. (32)

Véta pod a) uvedend je zvlastnim pripadem této véty;
nebof €ast roviny o plosném obsahu ¢ je povaZovati za polo-
vinu povrchu nekonecné zplostélé uzaviené plochy o plo§ném
obsahu S =2o.

c¢) Kazda pfimka, kterd protind néjakou uzavienou kon-
vexni plochu, protind zaroven kaZdou plochu, ktera predeslou
obklopuje. Zpiisobem zcela obdobnym tomu, kferym jsme
odvodili vzorce (22) a (31), dokizeme, Ze pravdépodobrost p,
Ze pFimka, kterd protind uzavrenou korvexni plochu Ki o plos-
ném obsahu Si, protind zdroven jinou takovou plochu K, ktera
md ploSny obsah S: a leZi uvniti K, jest

p_Sg.Sl.
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28. Véta bbdobnd vété Croftonové (srv. odst.'20.) — Do-
kaZime tuto vétu: Integrdl

f Uf C* dQ do

vztaZeny ke vSem primkdm, které protinaji danou konvexni
plochu K, rovnd se druhé mocniné objemu V ndsobené Sesti.

Vyidéme ze vzorce

ve= [/ /j/ dx, dy, dz, dx, dy, dz.;

integrace vztahuje se vzhledem k bodu A: (x1, y1, z1) na cely
vnitfek plochy K, rovnéZ tak vzhledem k bodu A: (xz, ye, 22).
Sestindsobny integral na pravé stran& vypocitime takto: Pfed-
poklddejme, Ze bod A: je pevny a vedme jim secnu o délce C.
Sestroime pak kuZelovou plochu, jejiz vrchol jest v A1 a jeZ
obsahuje uvnitf seénu C; budiZ dQ nekonecné& maly télesny
tihel, jenZ méfi otvor té kuZelové plochy. Integril

/// dx. dy, dz,

vztaZeny ke vnitfku této hodnoty ma hodnotu (= soudtu ob-
jemi dvou kuZeli) §Im 4+ (C—rdldg,

jsbu-li r a C—r ob& Easti seEny C odd&lené bodem Ai.

Mé&ni-li bod A1 nekonedné malo svou piivodni polohu, takze
zistava uvnitf pravoiuihlého rovnob&Znosténu, jehoZ zakladna,
kolm4 k C, je rovna dQ a jehoZ jedna hrana, rovnobéZna s C,
je rovna dr, miZeme psati dQ dr

na misto dxi dyi1 dz: a obdrZime

C
v*:gj'fff{j'[rq-(c—r)a]dr}d.QdQ
1]

P =4[] v ac

integrace vztaluje se ke vSem piimkam, které protinaiji
plochu K.*)

*) Tuto vétu, vzorec (33¢) a v&ty uvedené v odst. 30.—32. uve-
Fejnil jsem v priaci Sur les probabilités géométriques
(Spisy vydavané pfirodovédeckou fakultou Masarykovy university,
&. 50; Brno, 1925). .
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29. Ulohy o skupiné dvou bodii a jedné seéné roviny. —
«) Pocitejme hodnotu devitindsobného integralu

J= /j ] [ dp do dx, dy, dz, dx, dy, dz:;

integra¢ni element budiZ uréen pdrem bodii Ar (xi, Y, z) a
Az (X3, y2, z2) poloZenych uvnitf K a rovinou R, kterd protina
iseCku Ai Az2. K pofadi obou bodi nepfihliZime. Vyjadfime in-
tegral J trojim zpiisobem. Pfedné jest

S )= [// XX dp deo,  (@®B0)

kde 3 a 2" jsou &asti, ve které se déli cely objem V rovinou
R; integrace vztahuje se ke vSem seCnym rovinam R plochy
K. Za druhé mame *) '

J= ’2' f f f ff [ 0 dxy dy, dz, dx; dy, dz, (33b)

kde o znad&i délku tiseCky Ai Az; integrace se vztahuje ke viem
bodim Ai, leZicim uvnitf K a stejné ke v§em bodiim Az uvnitf
K. Podle vzorce (30b) je totiZ pro urcitou polohu bodii A: a A:

/1/ dp do = 71¢ = 710;

koeficient /2 je nutno ve vzorci (33b) pfipojiti, ponévadZ nyni
pfihliZime k pofadi bodi A1 a As, takZc dvéma body uvnitf K
a rovinou R jsou uréeny d va riizné elementy integralu (33b).

Tteti vzorec zni
1= 5o JJf ¢ av e w0

integrace vztahuje se ke v§em p¥imkam, protinajicim plochu S.

Vzorec (33¢) odvodime ze vzorce (33b) touto tivahou: Bu-
diZ bod A: pevny a provedme na pravé strand rovnice (33b)
nejprve integraci podle Xz, y2 a 2z2. Za tim i¢elem vedme bo-
dem A; seCnu, ktera se déli bodem A: ve dvé &asti o délkach
r a C—r. Sestrojme pak, podobné jako v odst. 28., kuZelovou
plochu, jejiZ otvor se méfi nekoneéng malym télesnym iihlem
dQ a jez obsahuje uvnitf sednu C. Nekonedné maly element
objemovy, jenZ jest omezen uvaZovanou kuZelovou plochou a
dvéma soustfednymi koulemi o stfedu A: a o polomérech ¢ a
e 1 do, je roven ot do dO.

*) Vzorce (33a) a (33b) odvodil Czuber v prici citované v po-
znamce k odst. 26.
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Je-li ¢ dosti malé, jsou uvnitf kuzelové plockry dva ecle-
menty tohoto druhu (odd&lené bodem Ay).

Nisobme oba elementy vzdalenosti o a integrujme podle

Xo, V2, 22 preq cely vnitfek kuzclovc plochv Vychazi

fjfndx,dy,dz,—[ o“do—{—f)"dn]d“

Nahradme, jaka v odst. 28. element dxi, dy1, dzi, elementem
dQdr; formule (33b) pfejde tak v

—r

=~; fff[f fg'dg—l—cg‘dg)dr]deQ
aneb ’ |
‘ f—zofff Cs dQ do;

integrace vztahuje se ke viem secnam plochy K.

b) Délime-li integral na pravé strané rovnice (33b) Ctver-
cem objemu V2, obdriime stfedni Jodnotu m (o) vzddlenosti
dvou bodii volenych uvnitf K; srv. formuli (16"). Vychazi

J
Ve

¢) Mnoistvi, jehoZ prvek jest utvofen pirem bodil A1, As,
zvolenych uvnitf K a senou rovinou plochy K, ma miru (ne-
pfihliZime k potfadi bodii uvnitt paru)
VM

Délime-li timto ¢islem integral J, dostaneme pro pravdé-
podobnost, Ze secnd rowna plochy K oddéluje dva body vo-
lené uvniti K, hodnotu 2

VM

m (o) =2

30. Uloha o skupiné péti bodii. — a) BudiZ G skupina p&ti
bodit A1, A2, As, As, As zvolenych uvnitf K, ktera ma tuto vlast-
nost: body As a As leZi po téZe strané roviny A1 A: As. Kla-
deme si za tlohu vypodisti miru pro mnoZstvi E, jehoZ prvky
jsou v§echny mozZné skupiny G. Mira ta jest

ff ... f&x, dy: dz, dxs dy, dz, . .. dx, dy, dz,.



Integrace vztahuje se ke véem skupinam G.*)
Provedme nejprve integrace vzhledem k soufadnicim
bodii A1, A2 a As. Zavedeme nové integraéni proménné
X1, X'y X, Y, Yo Yo, u, v, w
rovnicemi ux; +vy; +wz; +1=0
uxs+vys+wz24+1=0
uxs+ vyg+wzg+1—=0
X, =X, X, =Xy X, =X3; Y =Y1 ¥=)u V=V,
. Funké&ni determinant pfivodnich proménnych
X1, X2, X3, Y1, Vo, Y, 21, 32, 23
vzhledem k novym proménnym jest

x, 1 1

D (X;, Xay X3, Y1y Y2y Vayr 1y 22 7:1) —_ \ g ’ y ’ ’
PR ) ] 7 7] T 4 x2)y 1
D(x,,xq,xs,yi,‘yz,ys,u,l-,w) whi 1!
Ex,,y,, i

Element transformovaného integrilu dostaneme, nadsobice
absolutni hodnotu tohoto vyrazu soudinem dx'+ dx: dx’s
dy's dy's dy's du dv dw. Element da se tedy psati ve tvaru

l/'uz+ r? :'_ wz 4 ;lln yll’ " ‘1 _dx»l dx, " qw
T ) il w e by
37 ’

aneb du de dw

e W

kde 4 znadi kladné ¢itany plosny obsah trojithelnika A:r A: As:
u, v, w soufadnice roviny A1 As: As aéy, 7 (B=1, 2, 3) sou-
fadnice bodu viidi soustavé soufadnic, jejiZ osy jsou v té ro-
viné. Je totiz

2 1 dé dg dg, dy, dG, dy, @

1y; } . ) b
Vu'+n!’ +W’_1"xly:,ll?l:zj,]/""f‘""'*‘ dxldyl—
(X, Y, 1 = d dw, atd.

Budte nyni 2 a 2’ &asti objemu V, ve které se déli rovinou
A: A: As. Pro pevnou polohu té roviny mime

j f f f f f dx, dy, dz, dx, dy, dzs = X* + X",

*) Ptfi tom pfihliZime k potadi bodit uvnitf skupiny. V praci
shora citovand (Sur les prcbabilités géométriques) povaZoval jsem
dv& skupiny G za totozné, lisi-li se pfi dané poloze péti bodi tolike
permutacemi prvnich tfi bodd nebo &tvrtého s patym. Proto bylo
nutno déliti integral dvanacti.
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takZe mira mnoZstvi E bude vyjadfena vzorcem
T\ “ - e o du dv dw
2 f f e j (22 + 2% 4 d& dny dE, dns dés dus W &+ w)

anebo
fj (“ X 4 da dipy dE dny, dE dyy dp do;

zde znaéi dpdw elemeut vztahujici se k roviné, kterd je neko-
necné blizkd roviné Ai1A:A4s. Integrace vzhledem k soufad-
nicim roviny vztahuje se na v§echny se&né roviny plochy K,
a v kaZzdé takové roviné vztahuji se integrace vzhledem ke
&, m, £2...ms na vSechny polohy bodii A, A2 a As uvnitf K.
Soucet 22+ 3% zavisi toliko na poloze roviny Ai1Az2A4s. Pfedné
tfeba vypocisti integral .

A =ffff[f4d du, d3 do, dis di;

jeho hodnota jest P3am (A),

kde m (4) znali stfedni hodnotu plochy tirojihelnika, jehoZ
vrcholy leZi uvnitf K v uréité jeji sedné roviné a kde P znadi
plony obsah pfislu¥ného rovinného fezu. Podle vzorce (24)
jest 1
m(d) =P — 2ps ff ¢ (0* + 0%) dg dop;

pfi tom je v uvaZované se¢né roviné. pfimka (g, ¢)) definovana
rovnici .
xcos o4 ysingp —qg=0,

¢ znadi délku tétivy, jeZ ta pfimka vytind z K a 0, ¢ jsou
plosné obsahy Casti, ve které se dé&li vnitfek priiseéné kfivky
k ptimkou (g, ¢). Integrace se vztahuje ke vSem pfimkam
(g, @), jeZ prisednou kfivku & protinaji. Je tedy

!x=P‘—irffC'(0’+6”)dqdq>.

Z toho plyne, Ze mira mnoZstvi E jest rovna vyrazu

E=2 f f f m () F* (3 + X*) dp do (34)

nebo
E:fof[_l"—%ffc’(o’-}-o") d(lg!¢](2‘2+.‘_“2)dpdm (34)
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V této formuli vztahuje se integral podle ¢ a ¢ na viechny
pfimky, jeZ protinaji plochu K a leZi v ur€ité jeji seCné roviné:
integrace podle soufadnic roviny vztahuji se pak ke viem sec-
nym rovindm plochy K.

Integrdl ptivodné patnactindasobny pfevadi se takto (ne-
hledime-li k integracim, kterymi tfeba ustanoviti o, ¢’, =, =’ a
P) na soudet integralu trojndsobného a pétiniasobného.

b) Délime-li pravé vypocitanou miru mnozstvi E patou
mocninou objemu V, t. j. mé&rou mnoZstvi, jehoZ prvkem ije
libovolnd pétibodova skupina, zvolena uvnitf K, obdrZime
vzorec pro pravdépodobnost a, Ze ve skupiné péti bodii A, A,
A, A4, As, zvolenych uvnitf K, jsou body As a As po tézZe strané
roviny AiA:As.

i ]fj m () PP (3" + ) dp do
oz E

fff[P‘ %ffcs (o=+a'=)dqdqa]<" +3dpdo
(359

31. Ulohy tykajici se zvlastm polohy bodu « ¢tyrsténu. —
«) Zvolme uvnitf K Gtyfi body Ai, A2, As, As; pismenem T
oznalime &tyfstén jimi utvofeny a zaroven jelio objem.

Stény &tyfsténu T déli objem V plochou K omezem? na
patnact Cisti. Prvni ¢ast, kterou nazveme T, jest utvofena
vnitfkem &tyfsténu T. Ostatni ¢asti oznaéime takto: BudiZ 7;
(=1, 2, 3, 4) sténa &tyfstdnu T protilehld k vrcholu A; a
oznalme tu jeji stranu, po které leZi vrchol A; za zdpornou,
druhou pak za kladnou. Jsou-li i, &k, I, m indexy 1, 2, 3, 4 vzaté
v libovolném pofadi, oznalime: pismenem 7; tu &ist objemu
V, ktera leZi na kladné strané roviny 7; a na zdporné strané
roviny T 7., @ Tm; pismenem Ty tu d4st objemu V, ktera leZi
na kladné strané rovin. 7; a 74 a na zaporné strané rovin %
a 7, koneCné pismenem 7Ty tu &ast, kterd leZi na kladné
stran& rovin 7 Tx @ 7y a na zaporné strané roviny Tm. Pat-
nact ¢asti, ve které se objem V déli rovinami 7, bude tak ozna-
ceno znaky:

Ty Tu Ty Tay Ti5 Ty, Toy Tyyy Taay Towy Touy Thiosy Thagy Tiagy Tsse

BudiZ nyni Ay pity bod voleny uvnitf K a oznaéme pis-
menem E, miru mnoZstvi, jehoZ element je tvofen p&tibodovou

(35)
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skupinou takovou, Ze paty bod leZi vzhledem k prvnim ¢tyfFem
v Toe; pismenem E: miru mnoiZstvi, jehoZ element je tvofen
pétibodovou skupinou takovou, Ze paty bod leZi v T1 atd.

Veli¢iny Eo, Ej, ... Eiz, ... Ez vyhovuji patrné rovnicim
E, —F, =F, =E,
E. =E;, =E,, =E. = Eu =E,,
Ews = Ey,=F,,, = E«;:-
Ey+4E, 4+ 6Ejs+ 4E 03 = V5,

nebot V3 je mérou pro mnoZstvi viech pé&tibodovych skupin
viibec.

Dals§i vztahy mezi veliCinami E najdeme, uvaZujice
o vztahu &tyfsténu T ke Ctyfsténu U, utvofenému body A,
Az, As a As. Vnitfek plochy K rozdéli se sté€nami ctvisténu U
v patnact Gdasti, jeZ oznadime, uZivajicc obdobnych zkratek
jako dfive, pismeny
Uo; bl; Um U:n Us; Ulzv U‘.'m U:m U:.'n Uz.'n U:;:‘; Ul?:!; Unr»; U135, Uzn:n
Uo znag&i vnitfek Styfsténu U atd.

(36)

Z geometrické definice obori Tizs a Uszs plyne pfimo véta:
Je-li bod As v Tz, jest As v Uo; je¥i As v T, jest As v Uiz,

Z této véty a z vé&t, jeZ by se¢ z ni odvodily zaménou in-
dexd, vyplyva vzhledem k rovniciin (36), Ze

Ey93 = E129 — E134 = Esas = E.. (3‘63)

Uvazujme dale o pfipadu, Ze bod As lezi v ¢dsti T1; pak
lise€ka A: As protina vnitfek troiihelnika A: As As; rovina
Ai A: As oddéluje body As a As; rovina Ar As As oddéluje
body Az a A.. Body As a As leZi po téZe strané roviny Ai1A:4s;
body A1 a A4 leZi po téZe stran€ roviny A2 As As. Jinymi
slovy: bod A4 leZi v Uss. Je-li As v T, oddéluje rovina 4: As As
body A1 a A, t. j. bod AsleZi v Ui Plati véta: v

Je-li bod As v T, jest Ay v Uss; je-li As v T, jest As v Ui

Z této véty a z vét, ieZ by se z ni odvodily zaménou. in-
dexu, vyplyvi, Ze

Ey=E;=E,=E; =Ejp = Esy = Eyy = E;y = Esy = E3,. (36b)

Posledni rovnice (36) diva vzhledem k (36a) a k (35b)
vztah mezi Eoa Ev: 5p 4 10E, — V5. (37)

‘Druhy vztah mezi Ey a Ei obdrzime uvazice, Ze mnozstvi
viech pétibodovych skupin takovych, Ze A: a As leZi po téZe
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strané roviny A1 A: As, ma miru E ustanovenou vzorcem (34).
Patrné jest —
Ey+ Ey+E +E+Ew+Ey+ E,+En=E

aneb vzhledem k pfedeSlym rovnicim
2Ey+6E,=E. (38)
Rovnicemi (37) a (38) jest tiloha rozieSena; zname-li Eo
a E;, dovedeme podle rovnic (36), (36a), (36b) vypod&isti viech
patnact velicin E.
b) Eliminujice E1 z rovnic (37) a (38) dostancme
Ey,=}Vs—E (39)
Dé&lme tuto rovnici veliinou V3 a zavedme do poctu
pravdépodobriost po, e z péti bodii A1, Az, As, As, As, uvnitf K
volenych, As leZi uvniti étyfsténn A, A: As Aq; pondvadZ
. En :
p0= V; y

obdrZzime Po=%—a; (40)

a znadi pravdépodobnost, uréenou vzorcem (35) nebo (35).

¢) BudiZ nyni m (T") sttedni hodnota objemu &ty¥sténu 7.
Podle obecné véty, dokazané v odst. 18a, jest
_m(N
Po=——
a tedy m(T)=@E—aV. . (41

d) Volme uvnitf K pét bodl a hledejme pravdépodobnost.
p, Ze kterykoli z nich leZi uvnitf CtyFsténu, utvofeného ostat-
nimi ¢tyfmi. Vyhovuje-li néktery z péti bodf této podmince,
nevyhovuje ji Zadny z ostatnich ¢tyf. Hledand pravdépodob-
nost je tedy jakoZto pravdépodobnost tthrnna pétkrat vétsi nez

po. Mdme rovnici p=5p,=3—5a. (42)
PonévadZ p, je kladné Cislo nebo nula, plyne z rovnice
(40), ze a <3
ponévadZ pak p =1, plyne z rovnice (42), Ze
PZ}
a dale, Ze a=3—p, > 2.

Pravdépodobnosti a a po vyhovuji pro kaZdou uzavFenou
konvexni plochu podminkdm

Pt 1<a<d
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I’ro kouli o poloméru R vychazi
a =, po = {5, m(T)= % 7 R

W. Blaschke uvadi vétu, Ze pfi daném objemu V dosahuje
m (T) nejmensi hodnoty, je-li K ellipsoid, a nejvétsi, je-li K
StyFstén.*) '

32. Dvé ilohy o skupindch bodi, je-li jeden bod volen na
plose K. — a) Budiz T, &tyfstén, jehoZ t¥i vrcholy jsou voleny
uvnitf K, kdezto &tvrty vrchol je na ploSe K samé. Stfedni
hodnota objemu T di se vypod&isti podle vzorce (21). Je-li dV
nekone¢né maly pfirtistek objemu V, ktery obdrZime, apliku-
jeme-li na K homothetickou transformaci (pfedpokladame, Ze
plivodni plocha K jest obsaZena celd uvnitf plochy transformo-
vané), roste m (T), kde T znaci objem &tyfsténu, obsaZeného
uvnitf K, am&rné s V, takie

v dm_dV

: m~ V'

Dosadime-li do vzorce (21) n =4, bude
_’"1:-";"",

T
kde m znali stfedni hodnotu objemu ¢&tyfsténu Ty, jehoZ
viechny &ty¥i vrcholy jsou uvnitf K, m pak stfedni hodnotu
objemu &tyfsténu T, jehoZ tfi vrcholy jsou uvnitf K, Ctvrty pak
na K.

b) Pravdépodobnost ps, uréeni rovnici (40), neméni se,
aplikujeme-li na K homothetickou transformaci. Hledejme
pravdépodobnost pi, Ze bod zvoleny uvnitf K naléza se zi-
rovefi uvnitf &tyfsté&nu, jehoZ tfi vrcholy jsou voleny uvnitf
K, &tvrty pak na ploSe K samé. Dosadime do rovnice (21"

dp =0; vychazi
p y ! P1 = Do.

V. Pokusné idlohy.

33. Pokusné urcéeni geometrickych pravdépodobnosti. —.
Vezméme za zidklad ty definice geometrickych pravdépodob-
nosti, jeZ byly podany v kap. I, Ill. a IV, a hledme vysledky
vypod&ti srovnati s pokusy.

*} Viz W. Blaschke: Ueber affine Geometrie XI (Be-
richte iiber die Verhandlungen d, kon. sachsischen Ges. d. Wiss. zu
Leipzig, Math.-Phys. Klasse, Bd. 69., 'p,1452; 1917).
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