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Zi“‘ejmé q(t,) << 1 pro libovolné ¢, a
[14a(8, 8)] < q(to) An-1, £ < by (6)

Chceme-li vySetfovat postupné aproximace pro ndjaké ¢, pevns zvo-
lime libovolné ¢y, ¢, = ¢. UZijeme-li nerovnosti (6), najdeme:

LLL,,(S, t)l < AO qﬂ(to)- (7)

Z posledniho odhadu plyne konvergence postupnyé'ﬁ aproximaci,
stejnomérna pro 0 < t < £,

Jestlize hranice L je hladkd a se spojitou kfivosti, pak odhad pro
lals, 0) e . '
Aopt)®

. (8)
r)

|tea(s, B)] <

Zde I' je Eulerova funkce gamma, a konstanta p zavisi na tvaru hra-
nice.

KAPITOLA 5

UZITI THEORIE SOUMERNYCH
'INTEGRALNICH ROVNIC

§ 60. Vlastni kmity struny. Uvazujme nehomogenni strunu délky I,
jez v rovnovainé poloze zaujima tsedku (0, I> na ose abscis a je po-
drobena napéti 7'. Koncové body struny budeme povaZzovat za pevné.
Necht na strunu ptisobi spojité rozloZens sfla F(z, ). Tim myslime, Ze
v okamZiku ¢ pisobi na element struny (=, x + dz) sila rovnajici se
F(xz, t) dz. Budeme dale pfedpokladat, Ze tato sila pisobi kolmo na
strunu. Rovnice pro pfiéné kmity struny, jak je zndmo, mé tvar
o2 2
@) o —T TY = Flz, ), 1)

kde o(z) je hustota struny v bodg s tsedkou =.

1 Viz [6].
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Mimeo rovnici (1) musi vychylka struny u(z, t) od rovnovainé polohy
vyhovovat jesté podminkidm:
a) krajovym
u(0,t) = u(l, ) = 0, (2)
jez vyjadi‘qji, %e konce struny jsou ﬁpevnény;
b) poéé,teénim '
u(z, 0) = f(z), ulz, 0) = ¢(x), . (3)
kde ¢(x) a f(z) je potateéni rychlost resp. potateéni vychylka struny.
Abychom uréili vlastni kmity struny, feSme néjprve pomocnou
tlohu. Najdéme tvar struny, jejiZ konce jsou upevnény a jez je v rovno-
vaze vlivem spojité rozlozené sily F(z). Rovnice (1) piejde v tom p¥i-
padé na rovnici rovnovahy struny
d2u
e + o Fla) = o. (4)
Uvazujme specidlni prlpad, kdy na celou strunu, s vyjimkou jednoho
bodu z = s, neplsobi zatiZeni a v bodé s plisobi bodova sila, jez se &i-
selné rovna jednotce. V naSem pripadé F(x) = 0 pro =z =+ s; na kazdém
z intervali 0 < z < sa s < z < I mé rovnice (4) tvar

d2u
iy
da? ’
odkud ) 012 i a ]
. $ v
=0+ f; pro 0 X & < s,
Obr. 17.

%= oyx -+ f, pros <z <L

Posledni rovnice ukazuji, Ze na kazdém z intervala (0, s) a (s, !> mad
struna tvar pfimky (obr. 17).

Ponévad? koncové body struny jsou upevnény, plati rovnice (2).
Uzijeme-li jich, nalezneme, Ze f, = 0 a f§, = — &,l, a tedy '

o 0 x<s),
T ez =1 (s <z ).

Zbyva urdit koeficienty oy a «,. Viimnéme si pfedevs$im toho, Ze pro
x = § je struna spojité a oba vyrazy pro « musi v tomto bodé souhlasit.

To davé 038 = — ory(l — ). (5)

1
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Soudet vertikalnich priméti napéti na obou éistech struny se musf
rovnat jedné — velikosti sily pisobici v bodé s:

P(siny, + sinyy) = 1
¢ili, ponévadZ dhly y, a y, jsou malé,
T(tgy, + tgy,) = L.
AvSak tgy, = «;, tgy, = — «,. Odtud
Tl — o) = 1. ©

Uréfme-li x, a o, z Tovnic (5) a (6) a dosadime-li je do (4), dostaneme

29 0<ago),
U —=

% <2<

Zavedme oznadeni ’
= <o),
G(x’ '3) = (7)

| £52 e<ax
Potom

u = 1 G(z, s). (8)

T
Pro dal$i vyklad je duleZité si v8imnout to'(ho, Ze funkce G(z, s) je
soumerna: Gz, s) = (Gs, 7). 9)

Nyni uZ nenf obtiZné uréit rovnovazny tvar struny p¥i ptisobent libo-
volné, spojité rozlozené sily F(x). Vskutku, jestlize v bodé s pusobi
sila, rovna nikoliv jednotce, nybrz néjaké veliéiné F, bude pfislu§na
vychylka rovna F
U= Gz, 8).

Necht nyni v bodech s, s,, ..., s, struny ptisobf sily F,, F,, ..., F,.
Potom

n

Fy
u = L-ZlT Gz, s;).

)
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Prejdeme-li v této rovnici k limité, nalezneme, %e v pffpadé spojité
rozloZené sily s hustotou F(s)

11
= % f G, 5) F(s) ds. (10)
: )

Ze vzorce (10) lehce ziskame rovnici pro kmity struny. Podle
d’Alembertova principu stacf p¥ipojit k sile F(s) ds, pisobici na element

2
struny ds, ,,inercialni sflu® — o(s) ds %2

Potom dostaneme

l I
u(z, 1) = li f G(z, s) F(s) ds —% f o(s) G(x, s)%;”’)ds (11)

0 0

— integro-diferencidlni rovnici pro kmity upevnéné struny, jez je ekvi-
valentni diferencialni rovnici (1) s krajovymi podminkami (2). Sila F
muze zaviset na éase — potom v rovnici (11) je t¥eba psat F(s, ) misto
F(s). Jestlize F(s,t) =0, dostaneme integro-diferencidlni rovnici
vlastnich kmitt upevnéné struny '

u(x -———f z, s) 8(t2 t) ds. (12)

Budeme hledat periodicks FeSeni této rovnice; polozme
u(z, t) = v(zx) sin(v + ¢).

Dosadfme-li toto do (12), zjistime, Ze »(x) vyhovuji integralni rovnici

———f G(z, s) v(s) ds = 0. (14)

JestliZe je struna homogenni, pak o(x) = ¢ = konst. V tom ptipads
v(x) vyhovuje soumérné integralni rovnici

i o2
o(z) — ydf Gz, s) v(s)ds=0; u = TQ (15)
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V obecném p¥ipadé neni rovnice (14) soumérnd. Lze ji viak lehce
uéinit soumérnou (viz § 18), jestlize ji nisobime vyrazem Ve(z) a polo-
Zime

z) o) = p(@), Gz, 5)['e(@) els) = K(x, s).
Potom dostaneme rovnici

y2

i
p(@) — 4 [ K(z,8) g(s) ds = 0; A =7,
0

(16)
jejiz jadro je soumérné.

DokaZme, %e charakteristicka Gisla rovnice (16) ]sou kladna. Necht
@(z) a A vyhovuji rovnici (16). Klademe- 11 p(r) = v(zx VQ ), najdeme,

Ze v(z) vyhovuje rovnici (14), v které je ? nahrazeno 1:

x) — A j'g(s) G(z, s) v(s) ds = 0. (14,)
0

Ze (7).je patrno, Ze pro x = 0 a pro z = [ se Gz, s) rovnd nule. Aviak
potom ze (14,) plyne, Ze

v(0) = »(l) = 0. (17)
Derivovidnim rovnice (14) dojdeme k diferencidlni rovnici
v"(&) + 4 o(#) (&) = 0. (18)

Piipoustéjice, %e v(z) muZe byt komplexni, nasobme (18) {ryrazem
v(x) a zintegrujme' '

fv” w(z) dz + Z.fg |o(x)|2 dz = 0. = (19)
Prvy integral integrujme per partes. V diisledku rovnic (17)
}
fv” x)dx_—f|v(x|2dx

Rovnice (19) nyni dava

f|v z)|2dx
l e l—— > O-
0f@(x)lvz(ﬂf)l dz
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Jestlize uréime c_harakteristické ¢isla A, rovnice (16), uréime tim:
také frekvence charakteristickych kmijta struny, jez se rovnaji

Vn 1 )

o = g T
Prisludné charakteristické funkce uréuji tvar struny kmitajici s fre-
kvenef 2 .

~—

v,(x) = <P_E_ .
Jo()
Charakteristické funkece a charakteristickd &isla soumérné rovnice
(16) mohou byt uréeny methodami, vyloZzenymi v kap. 1 ¢asti I.

§ 61. Kmity struny, jejiZ hustota se méni linedrné. Pro urditost vypoéti
budeme pfedpokladat, Ze I = 1 a hustota g(z) je ddna rovnicf

o(®) = ol + 2). (1)
Potom rovnice (14), § 60 nabude tvaru

v(x) _v_;@ f (1 4 s) G(x, s) v(s) ds = 0.

Q

Nisobme tuto rovnici Vl + x a poloZme

px) = 1 + 2 o),
Kz, s) =1+ 2)1 + ¢) Gz, s);

(2)
_ 20,
A= T
Funkece ¢(x) vyhovuje integralni rovnici
1
p(x) — A [K(z, s) @(s) ds = 0. (3)
0

Viimnéme si, Ze v naem pripadé
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Uréeme frekvenci zakladniho ténu. K tomu staéi uréit prvé chara-
kteristické Gislo rovnice (3). UZijme methody § 15, jez dava 4, pomoci
stop jadra. Podle vzorce (5), § 15

A, = ffK2 z,s)dx ds = ffl(l + 2)(1 + s) Gz, s) dx ds =

_2f —|—x(1—x)2da:f( + s) s2ds= F25.

Ve druhém piibliZném vzorei (7;), § 15
. X

[A] &~ o
VA2m
v §60 jsme dokazali, Ze charakteristickd d&isla rovnice (3) jsou
kladné. V takovém piipadé

poloZzme m = 1.

1
M~ VAz = 6,300
a tedy —
v = h_ 9510 |/ L.
0 Qo

Abychom dostali presnéjsi hodnotu 4,, vypoétéme druhé iterované
jadro _ '
1 . 1

Ko, 8) = [ K(z,0) K(t, s) dt = VU +2)1+9) f(1+1) G, 1) 6, 5) at.

Vypodétéme jadro K,(x, s) za predpokladu, Ze z > s. Pro z < s se

jddro K,(z,s) uréi z podminky, %e je soumérné. Integraéni obor

<0, 1) rozdélime na tfi: Od nuly do s, od s do z a od x do 1. UZijeme-Li
defm1ce G(z, s), dostaneme: -

({(1 + t) G(z, t) G(¢, s) dt =
=Ofs(1 + &) (1 —2x)(1 —s)dt —l—sfzt(l — ) s(l —=x)dt +
+f1(1 + (1 —t)Pasdt =
= s — la% — 1s% + 1as® — Lot - Lats 4 st
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Odtud pro = > s,

K,(z, s) = ]/(1 + f;( +9) (5xs — 6a%s — 25% + 2x8% —s* + afs 4 xsi).

Hodnotu K,(z,s) pro z < s dostaneme jednoduchou vymenou
argumentd « a s: pro ¥ < §

Ky, s) = JOF alc)2(1 )

(5ws — 6xs% — 223 | 2x3s — -+ w5t 4- %).
Nyni
11 1 z .
A, = [[Ki(=,s)dzxds = 2 [dz [Ki(, s) ds = 0,0006154.
00 0 0

Ve druhém vzorci (7,), § 15 polozme nyni{ m = 2. Potom

YR —1— — 6,349.

J4,

Tato hodnota 4, je mensi nez hodnota piesnd. P¥ibliznou hodnotu, jez
je v&tsi neZ hodnota ptesnd, dostaneme, vezmeme-li prvy ze vzorcd:
71, § 15, ktery pro 4, > 0 ma tvar

Azm
Zl - V 42m+2 '

Polozme v tomto vzorei m = 1. Potom
L~ V 4y _ = 6,398. ‘

Pfesnd hodnota A, leZf mezi &isly 6,349 a 6,398. Je zajimavé si v8im-
nout, Ze pomérné nepfesny vzorec

A A

1
| I4,
dal hodnotu A, s chybou mensi nez 29%,.

Zname-li hodnoty 4, a 4,, miZeme vypoéitat i druhé charakteris-
tické &islo A,, uzivajice p¥iblizného vzorce (6), § 17:

1/ 2
le ~ m ]/m; Bzm = Agm '_AAm-
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Klademe-li m = 1 a v§imneme-li si, Ze 1, > 0, mdme:

1 2 '
AT — — =4 .
b~ VAE—A4 5,9

§ 62. Greenova funkce. Podrobny vyklad otazek, spojenych s pojmem
Greenovy funkce, najde ¢étenai v mnoha dobfe zndmych uéebnicich.
Poukazme na p¥. na knihy Couranta-Hilberta [4], V. I. Smirnova [8]
a I. I. Privalova [7]. Omezime se zde proto pouze na definici Greenovy
funkce a na uvedeni jejich zdkladnich vlastnosti.

Zaénéme nejjednodusdim pripadem. Necht je ddn obyéejny linedrni
diferencialni operator druhého ridu

1) = g5 [P0 | + 0@ v 1)

kde p(z) g 0. Budeme uvaZovat funkce y(z), které v koncovych bo-
-dech intervalu <a, b) spliiuji podminky

ay(@) + By'(a) =0, yy(b) + dy'(6) =0 (2)

a uvnitf intervalu jsou spojité i se svou prvni derivaci. Druhou derivaci
4" (x) podrobime jediné podmince —aby L(y) mél smysl. Piedpoklidejme,
Ze ani jedna z téchto funkei, kromé funkce y(z) = 0, neanuluje operator
L(y). Jinak fedeno, pfedpokladame, Ze jedinym feSenim rovnice
L(y) = 0, _ (3)
jeZ vyhovuje podminkim (2) a je spojité i se svou prvn{ derivaci, je
y = 0. Greenovou funkef operatoru L(y) pro krajové podminky (2)
se nazyvé funkce dvou proménnych G(z, y), kterd ma tyto vlastnosti:
1. G(z, s) jespojita proa Sz < baa < s < b.
2. V kaz?dém z intervald a Sz <s a s <x < b jsou derivace
G (zx, s) a 0G(z, s)
ox 0s

spojité.

3.V bodé x = ¢ ma derivace B_G(E%,s_) skok uréeny vzorcem
oGz, ) 0G(z, ) 1
e =28 . (4)
$ z=54+0 S z2=8—0 p('s)
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4. Pro pevné zvolené s vyhovuje G(z, s) rovnici (3)
L@ =0
v kazdém z intervalia <z <sas <<z < b.
5. Jako funkce proménné x vyhovuje G(x, s) krajovym podminkdm

(2).

Greenovu funkei lze sestrojit takto:

Uréime integrily u(z) a v(x) rovnice (3), vyhovujici Cauchyho pod-

minkdm wa) = B, w(a) = —a,
v(b) = 6, v'(b) = —y.
Je zfejmé, ze u(z) vyhovuje také prvé z krajovych podminek (2)
a v(z) druhé. Integrily u(z) a v(z) jsou linedmmg nezavislé, nebot v opasd-
ném pripadé by existoval integril rovnice T?S, vyhovujici obéma kra-
jovym podminkim (2), a to je ve sporu s nasim pfedpokladem.

Z theorie linedrnich diferencidlnich rovnic je zndma identita

p@)u(z) v'(z) — w'(2) o(z)] = —c. (5)
Konstanta ¢ je riznd od nuly, nebot v opaéném piipadé by u(x) a v(z)
byly linedrné zavislé.
Jestlize jsme uréili integrily u(z) a ¥(x), miZeme okamzité napsat
vyraz pro Greenovu funkei, totiz
[ u(x) v(s) @<a<s),
(6)

IA

z <-b).

Neni optiZné se presvédéit o tom, Ze funkece (6) m4 vlastnosti 1 az 5,
vytéené v definici Greenovy funkece. '
Ze vzorce (6) piimo plyne, Ze G(z, s) je soumérnd funkee, t. j.

G(x, 8) = G(s, x). (7)

u(x) v

Skuteéns, necht na pt. x < s. Potom G(z, s) = 5) . Poditdme-li

G{(s, =), musime vzit dolni ¥idku v (6), nebof prvy argument, s, je vétsi
nez druhy. Avsak potom

G(s, z) = %u(x) v(s) = Gz, s).
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Druhd vlastnost Greenovy funkece, velmi duleZita pro aplikace, je
vyjadrena nasledujici vétou:

Integrdl nehomogenni rovnice

d
Mm=adﬂ) ]+ﬁz = — (), (8)
vyhovujict krajovym podminkdm (2), je ddn vzorcem

b
] y(@) = [G(=, 5) f(s) ds. (9)
Redent (9) je jediné. ¢

Dukaz této véty najde étenad v udebnicich citovanych na zaddtku
tohoto paragrafu.

Nenf obtf#né se plesvédiit o tom, Ze funkee Gz, s) sestrojena v § 60
je Greenovou funkei operatoru L(y) = y” pfi krajovych podminkach
y(0) =y(l) = 0.
~ Vzorec (9) ndm dovoluje podat jednoduchou a uZiteénou interpre-
taci Greenovy funkce. V rovnici (8) budeme f(x) povazovat za spojité
rozloZenou sflu a y(z) za posunuti bodu z vzhledem k rovnovainé po-
loze vyvolané touto silou. V takovém piipadé je G(x, s) posunuti bodu
z, vyvolané jednotkovou bodovou silou, piisobici v bodé s. Piedpokld-
dejme, Ze v intervalu (s — ¢, s + ¢) piisobi takova spojitd rozloZend
sila f(z), jejiZz hlavni vektor se rovné jednotce:
s+e

[ f(z)dz = 1. (10)

8§—¢&
Necht intervaly <{a, s — &) a {s + ¢, b) nejsou podrobeny pisobeni sil,
takZe v téchto intervalech f(z) = 0. Ve vzorei (9) integrily v inter-
valech (a, s — &) a (s + ¢, b) vymizeji, a tak dostaneme
§t+e

yx) = [ Gz, 1) f(t) dt.

§—¢€
Predpokldddme-li, Ze fz) > 0 muZeme uzit véty o stfedni hodnoté

integralu:
&t+e

y(x) = Gz, s') [ ft)dt = Q(z,s'), s —e < s < s+ e

§—e

Nechdme-li ¢ - 0, pfejdeme k bodové sile plisobici v bodé s a rovné
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jedné v disledku rovnice (10). Pritom s’ — s, a ponévadz G(z, s) je
spojitd, je v limité
y(z) = &z, s),
coZz jsme méli dokazat.
Pri dlohdch z theorie kmitd a theorie stability je tfeba asto FeSit
néisledujici problém. Je dana diferencidlni rovnice

L{y) + Ar(x)y =0 (11)
¢ili podrobnéji
d dy
B[P @] + e + Ay =o,

kde r(z) je spojitd kladna funkce a A je &iselny parametr, jen% neni
predem dan. Cheeme urdit ty hodnoty 2, pro néz existuje integral rov-
njce (11), ktery je spojity a ms spojitou derivaci, jeZ se nerovnd iden-
ticky nule a vyhovuje krajovym podminkdm (2). Zndme-li Greenovu
funkei, miiZeme pomoci vzorce (9) pfevést uvedeny problém na uréeni
charakteristickych éisel integrilni rovnice se soumérnym jadrem.
Vsimnéme si, Ze rovnice (11) pfejde v (8), jestlize poloZzime f(x) =
= Ar(z) y(x). Protoze hledany integril vyhovuje podminkim (2), lze
uZit vzorce (9):.

b
y(x) = 2 [r(s) G(z, s) y(s) ds. (12)

Rovnice (12) je homogenni integralni rovnice s neznimou y(x) a para-
metrem A; vylouéime-li piipad, Ze (x) = konst., je nesoumérna. Aby-
chom ji pfevedli na soumérnou, nasobme obé strany ]./ r(z) a poloZme

Jr@) y(@) = p(), V(@) () Gl s) = K(z, s)-

Tak dostaneme rovnici
b
p(x) — A [K(x,s) p(s)ds =0, * (13)

jejiz jadro je jiz soumérné. Charakteristickd ¢isla této rovmice jsou
zfejmé hledané hodnoty A.

Je uZiteéné si vSimnout, Ze vSechna charakteristickd é&isla rovnice
(18) jsou jednoduchd, t. j. kazdému z nich prislusi pouze jedna chara-
kteristicka funkee. Abychom se o tom presveédéili, pfedpoklidejme, Ze

281



charakteristickému &slu 4’ piisluseji linearné nezavislé charakteris-
tické funkee ¢,(x) a @,(x). Sestrojme funkce
@1(x) Pa()

() = P2 g (a) = TEE

T @) [r()
Tyto funkce vyhovuji integraini rovnici (12) pro 4 = A’. Odtud plyne.,
Ze vyhovuji téze diferencialni rovnici

Ly) + ¥ r(x)y = 0.

s krajovymi podminkami (2). VSimnéme si prvé z téchto podminek:

& yy(@) + Byy(a) = 0, xyu(a) + fys(a) = 0.
ProtoZe se éisla & a 8 nerovnaji nule soucasns, je

¥:(a), y,(a)
y 2(0'): y;.(a)

Napsany determinant je hodnota Wronského determinantu integ-
rala y,(z) a y4(x) pro z = a. ProtoZe se rovnd nule v jednom bodé, rovna
se nule identicky. Odtud plyne, Ze y,(x) a y,(x) jsou linedrné zavislé.
Avsak potom @,(z) a @,(z) jsou také linedrné zavislé, coz je ve sporu
s pfedpokladem.

Pojem Greenovy funkee lze rozi¥it na rovnice vyssiho fadu a s vét-
§im poltem nezavisle proménnych. Tak na pi. Greenova funkce
Laplaceovy rovnice je definovdna jako funkce dvou bodu oblasti,
M a M,, majicf logaritmickou singularitu! pro M = M, harmonicka
pro M + M, a rovnd nule na hranici oblasti.

§ 63. Torsni kmity ty&i (také v pFitomnosti osamélych hmot). Dife-
rencidlni rovnice torsnich kmitt tyéi ma tvar

' i[GI aﬁ]_z * _ o, (1)

ox P 0z ™ ot

Zde je & tihel zkrouceni, I, je moment setrvaénosti délkové jednotky
tyde vzhledem k rotaéni ose, @ je modul torse, /, je moment tuhosti
v krouceni. Budeme uvaZovat periodické kmity tyde, jejiz jeden konec,

1 UvaZujeme piipad dvou nezédvisle prom&nnych.
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x = 0, je pevné vetknut a druhy konee, z = [, je volny. Podminky pro
konce tyée budou
=0 pro x =0,

29 ()
e 0 pro z =1.

Hledajice periodicka FeSeni, poloZime
¥z, t) = e™ O(x).

Dosadime-li toto do (1), zjistime, Ze @(z) vyhovuje obyéejné diferen-
cialnf rovnici- :
d de 5

CE[G :I—i—ﬂ 0 =0; 1= (3)

Z (2) plynou krajové podminky, jimZ vyhovuje O(x):
6(0) = 0; @'(l) = 0. (4)

Je zfejmé, Ze vyznam maji pouze ty funkce O(z), jeZ se nerovnaji iden-
ticky nule: jestlize @(x) = 0, pak i d(x,t) = 0 a kmitd vtbec neni.
Tak dochizime ke specidlnimu pFipadu problému, formulovaného
v predchézejicim paragrafu: Jest urdit hodnoty 2, pro néz se O(x), vy-
hovujici rovnici (3) a podminkdm (4), nerovnd identicky nule. Jak uZ
vime, tato loha se prevadi na integralni rovnici.

Sestrojme piisluénou Greenovu funkei. Oznaéme ji H(x, s). Funkce
H(z, 8) vyhovuje diferencidlni rovnici

[GI dy] —o.

Tato rovnice ma linearnsd nezivislé integraly

uw) = [ g v =1

0

vyhovujici podminkdm u(0) = 0, v’(l) = 0. P¥i tom v nagem p¥{padd
p(z) =GI, a i
p(x)[uv' —vu']l = — 1.
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Odtud ¢ = 1 [vzorec (5), § 62], a tedy

z

fgfp 0<z<s),
H(.’l?, 8) = v s (5)

dx
[&5 6<=2n
0

Integrélni rovnice pro &(x) mé tvar

Ox) — A le(x, 8) I.(s)@(s) ds = 0. (6)
0

Vynasobime-li ji ]/m a zavedeme-li odpovidajici oznadeni, pfeve-
deme ji na rovnici se soumérnym jidrem.

Rovnice (68) byla odvozena za predpokladu, Ze se moment setrvac-
nosti I,,(x) méni podél tyée spojité. Muze se viak stat, Ze na ty¢ci jsou
osamélé hmoty. Potom se tvar rovnice (6) méni. Speciilng, jestlize je
n osamélych hmot s momenty setrvaénosti I,, I, ..., I, rozlozenych
v bodech sy, s, ..., 8, tye, madme misto (6):

O(x) — 2 flﬁ(x, §) In(s)Os) ds — 4 S H(z, 5) I, 0(ss) = 0. (1)
0 k=1

Lze dokazat, Ze Hilbert-Schmidtovu theorii lze Gplné prenést na
rovnice typu (7). V pracich I. V. Anaiijeva [9] a A.I Komaje [16] je
uvedeno uziti rovnice typu (7) na problém kmitt kiidla s osamélymi
bfemeny. K vypoétu frekvenci uZivaji tito autofi hlavné Kellogovy
methody.

§ 64. Stabilita tlaZené tyZe. (Vzpér tye.) Rovnice ohybové kiivky
pruzné tyde, ma, jak znidmo, tvar ' ’
d dy
2 [EI a] — M,

kde M a I je pisobici moment a moment setrvadnosti v prifezu s iiseé-
kou @, E je Youngtiv modul. UvaZujme p¥ipad, kdy ty& je stladovina
silamj plisobicimi na jejich koneich. Oznaéme velikost ka%dé z téchto
sil P. Potom M = — Py a rovnice ohnuté osy bude
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d dy .

Konce tyée se neposunuji ve sméru kolmém na ty¢, a proto, oznaéime-lj
délku tyée I, mame ’

y(0) = y() = o. (2)
Y Y i
Rovnici (1) délme E a poloZme 7= A. Potom
d[,dy] '
d_x[IcE_ + Ay = 0. (3)
Oznaéme G(x, s) Greenovu funkci operatoru ’
dJ,dy
|’ ch;]
L.
prislusejici krajovym podminkdm (2). Potom (viz § 62)
. :
y(x) — A _O[G'(a:, 8) y(s)ds = 0. (4)
Ohyb y(x) zatizené tyde vyhovuje tedy homogenni'integraln{ rovnici se
soumé&rnym jadrem. Pro libovelné zvolenou silu P nebude &slo 4 = %

charakteristické a y(z) = 0. Jinak feceno, libovolné zvolena stladujici
sila ponechd pfimkovy tvar tyde. Pouze v tom pfipads, kdy P = 1,E,
kde 4, je charakteristické ¢islo rovnice (4), mtzZe byt y(x) rizna od nuly
a ty¢ se zkiivi — ztrdci stabilitu.

Pii Gloze o vzpéru tyde je dileZité uréit nejmensi silu, pro kterou tyé
ztraci stabilitu. To je tak zvana kriticka sfla rovmajici se soudinu
Youngova modulu s nejmensim charak-

teristickym ¢islem rovnice (4). V praxi r:s___,__,_————-——lm ,
postaduje pliblizny vzorec, ddvajici 1, g l. g
mensi, nez je hodnota pfesna: l\] T

L1
M~ L_; A, = [[ G2z, s)dzds. (5) Obr. 18.
[ 4, 00 .
Uréeme na priklad kritickou sflu pro ty¢, kterd ma tvar komolého
kuzele. Oznatme poloméry 7, a 7¢(1 + ¢q) (obr. 18). Polomér prifezu
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s useGkou z bude potom rg(l + %) a moment setrvatnosti tohoto

prufezu
4-

I = ° (1 4 ax)4,

kde y je hustota tyée a « = %— Rovnici (4) pfepiSme ve tvaru
d dy 24
d[(1+ocx) ]—Q—,uy_O b=

Jestlize G(z, y) je Greenova funkce operatoru

d dy

pfi krajovych podminkich (2), vyhovuje y(z) integralni rovnici

!
y(@) — p [G(z, s) y(s) ds = 0.
. 0
M4éme uréit jeji nejmensi charakteristické é&islo.
Uréeme Greenovu funkei Gz, s). Rovnice

d dy
= ; 291 _
Iz [(1 + ax) dx] 0

a

mé obecny integral

c,
= C;
T+ s
Podmince y(0) = 0 vyhovuje integral
1
uw =1 —
a podmince y(I) = 0 integral
1 1
e T R TRV
Dale
6 = — pla)[u(z) v'(®) — u'(z) o(z)] = 3u (1 —ﬁ)

a tak dostaneme vyraz pro Greenovu funkei:

286

(6)

(7)

(8)



1 : 1 1 1
l?[l T ocx)a][(l EONT l)ﬂ] 0=e=9)

1 1 1 1 .
?[1 T+ as)a] [(1 +az)  (1+ al)“](s g #= 0

Nejmensi charakteristické ¢islo 4, rovnice (8) je uréeno pfibliZnym
vzorcem

Gz, s) =

[ I z
LZN [[G¥z, s) dx ds = 2fdx [G*z, s) ds.
“i oo 6 0
Uvedeny integral se vypodlte Gplné elementarné. Vzorec je viak dosti
tézkopadny. Chceme-li jej zjednodusit, omezime se na piipad, kdy
velidina ¢ je mald, a lze zanedbat 8leny, jeZ obsahuji ¢ ve vy38i mocniné
nez prvé. Provedeme li vypolty za tohoto zjednoduSujiciho predpo-
kladu, dostaneme:

1 1 2
— &~ B———q]. 9
u2 ! (90 45 q) , ()
Odtud lehce uréfme kritickou sflu P. VSimneme-li sj, Ze 1 = I,u, kde
I, je moment setrvaénosti v prifezu x = 0, najdeme vyraz pro kritic-

kou sflu ve tvaru /

]/QOEIO 9,487E1,

P=Ei= (I + 29) = ———(1 29). (10)

JestliZe polozime ¢ = 0, dostaneme tyé stalého prifezu. Vzorec (10)
v tom pfipadé ddvi velikost kritické sily
9 487EI

l2
Pfesna hodnota kritické sily, jak je zndmo, se v tomto pfipadé rovnd
ntEl, 9,897EI,
N

Priblizna hodnota se od piesné lii 0 méné nez 59,.

TentyZ postup pfevedeni na integralni rovnici umoziiuje uréit kri-
tickou silu i ve sloZitéjSich pFipadech. Speciilné, na integrilni rovnice
lze pievést problém stability pruzné destic¢ky, na kterou pusobi sily
v roviné desticky [18]. N. V. Zvolinskij Fesi ve svém &lanku [14] po-
moci integralnich rovnic problém stability vilcovité skofepiny. Ve

P =
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dvou poslednich pfipadech jsou jidra nesoumérna, avSak patii do
tfidy t. zv. symetrisovatelnych, pro néz plati véta o existenci redlného
charakteristického é&fsla.

§ 65. Tlak tuhého razniku na pruZny poloprostor. UvaZujme polo-
prostor z < 0. Predpokladejme, Ze na &ist S roviny z = 0, ktera jej
omezuje, tla¢i absolutné tuhé téleso (budeme je nazyvat raznikem),
pritisknuté k poloroving silou @ rovnobéznou s osou z. Pfedpoklidame,
Ze mezi poloprostorem a raznikem neni tfenf. Zbyvajici ¢ast 8’ hranice
neni namahéna vngjsimi silami. Chceme urdit pole napéti a posunuti
v poloprostoru a také uréit zavislost mezi silou pusobfici na raznik
a jeho posunutim.

O problému, ktery jsme formulovali a ktery je zndm pod nizvem
,,problém tlaku razniku*, pojednava obsahls literatura. Obdobny ro-
vinny problém budeme analysovat v kap. 6. Zde vyloZime FeSeni pro-
blému o tlaku raznika na poloprostor, zaloZené na jeho pievedeni na
integralni rovnici prvého druhu. Toto fefeni odvedil V. I. Dovnorovié¢
ve své disertaci [39].

Formulujme rovnice a krajové podminky naseho problému.

Oznaéme u, v, w slozky vektoru elastickych posunuti. Zanedbame-li
objemové sily, muzeme predpoklidat, Ze u,», w vyhovuji znamym
rovnicim theorie pruZnosti:

1 o
Au + 12 oz '
1 0o
v+ ————— =0,
+ 1 —2¢ oy (1)
1 oo
S g P A

ou ov ow
ﬂ=a—x+'@+'§,

kde o je Poissonova konstanta. Krajové podminky prislusejici témto
rovnicim jsou tyto:
Na 8’ nejsou vnéjsi sily a na S nenf tienf; v celé roviné zy tedy mame

T =Ty, = 0, 2= 0. (2)
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Dile ziejmé
na 8’ g, = 0. (3)

Necht z = ¢(z, y) je rovnice té dasti plochy raznfku, kterou se dotyké
poloprostoru. Potom

w = ax + by + ¢ — ¢(z, y) = D(z, y), (4)
kde veliéina ax + by + ¢ charakterisuje posunuti razniku jako tuhého
télesa. Poznamenejme, Ze v souhlase s pfedpokladem, Ze deformace
jsou malé, povafujeme konstanty a, b, ¢ a funkei ¢(z, y) za malé. Na
konec predpoklidejme, Ze v nekonednu jsou posunuti omezens a napéti
neexistuje. Problém o tlaku razniku se tedy prevadi na integrovini
rovnice (1) p¥i krajovych podminkach (2) az (4). Konstanty a, b, ¢ pfi
FeSeni problému zistdvaji neuréeny; po rozieseni problému lze je uréit
z podminek rovnovahy razniku takto: Necht sfla ¢, ptisobici na raznik,
ptsob{ ve sméru osy z. Potom

[[o.dzdy = @Q,
S
ffxazdxdy=ffyazdzdy=0. (5)

na S

Pfistupme k FeSeni naSeho problému. Jak je zndmo, funkce %, v, w
vyhovujicf soustavé (1) mohou byt vyjidieny ve tvaru

0 op 0
u=<p1—|—z%, ”_¢2+Z—y,w—‘7’3+z 1/)

kde @;, @, @3, v jsou harmonické funkce spjaté relaci

op _ 1 0, 3%
e 3—-40( + + az ‘

Krajové podminky naseho problému dovolu]1 prevést? tlohu na uréenf
pouze jedné funkce p,, vyhovujfei témto krajovym podminkam:

na § s = B(, y), (6)

1 E. Treftc, Mat&matiteskaje t8orija uprugosti, GTTI, 1932.

2 Viz F. Frank a R. Mises, Diferencialnyje i intégralnyje uravnénija matémati-
deskoj fyziki, GTTI, 1937, str. 290—292.
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na §’ opy
s = 0. (7)

Budeme piedpokladat, Ze povrch razniku je dostateéné hladky, takze
m4 spojité derivace druhého fadu. Specialné tedy predpokladame, Ze
na povrchu razniku nejsou hrany. Déle se budeme podstatné opirat
o vysledky S. Zaremby [40], z nichZ specidlné plyne, Ze existuje funkce
@s(z, ¥, z) harmonicka v poloprostoru z < 0, kterou lze vyjadfit ve
tvaru potencialu jednoduché vrstvy se spojité diferencovatelnou hus-
totou; funkee @4(x, y, 2) vyhovuje krajovym podminkam (6) a (7) za
jediného predpokladu, Ze funkce @(z, y) je dostateéné hladki. Pozna-
menejme, Ze z toho faktu, Ze funkei @4(z, ¥, 2) 1ze vyjad¥it jako poten-
cial jednoduché vrstvy, plyne, Ze tato funkce je spojité v celé roviné xy,
poéitaje v to hranici oblasti S a S’.
Majice toto na paméti, budeme hledat ¢, ve tvaru

5(%, ¥, 2 ffﬂ ds dn (8),

kde 72 = (x — £)® + (y — ) + 2. Vnd oblasti S, specialné na ',
Ize potencidl (8) derivovat za integra¢nim znaménkem. P¥i tom

8%:_22]‘]‘ dfdn

coZ se anuluje na S’. Potencidl (8) tedy automaticky vyhovuje podmin-
ce (7).
Krajova podminka (6) dale dava

na 8 jl[ &) g an = (@, y). (9)

To je integralni rovnice prvého druhu s nezndmou u(£, 7). ProtoZe na 8
2 =0, je jeji jadro

1
Ve —& + (v —n
soumérné. V disledku shora uvedenych vysledki S. Zaremby je rovni-
ce (9) Fesitelnd. Reseni je jediné, nebot v opaéném ptipadé by existo-
valo nékolik spojitych, pro z < 0 harmonickych funkei, vyhovujicich
krajovym podminkim (6) a (7), coZ, jak je zndmo, je nemoZné.

1
7
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. . . . - ol So wk .
Jadro ~- ma slabou singularitu. DokaZeme vSak, Ze véta Hilbert-

Schmidtova ztstane v platnosti pro toto jadro s tou jedinou vyhradou,
Ze Tfada (8), § 13 nebude obecné konvergovat stejnomérné, nybrz jen
v primeéru.!

Oznaéme jako obvykle

[ [Hen ae00 -~ ki
S

Z véty (1), § 10 plyne, Ze jadro, druhé iterované vzhledem k jidru %

bude pouze logaritmicky nekoneéné, a proto bude pro n&j platit véta.
_Hilbert-Schmidtova. Ozna¢me 2; a (£, n) charakteristicka ¢isla a cha-

., 1
rakteristické funkce soumérného jadra o potom 1% a ¢i(£, ) budou

charakteristickd ¢isla a charakteristické funkce druhého iterovaného
jadra. Podle Hilbert-Schmidtovy véty

*ra
K2 = Z‘jfé‘?’k(x, Y);
k=1 "k

. (10)
ar = (4, Pr) = ]L;f#(f, 7) (&, ) d& dn,

pfi éemZ Fada na pravé strané konverguje stejnomérné, za toho jedi-
ného predpokladu, Ze integral

J1p*(&,m)| dé dn = [lul?

existuje. §

Oznadme
ay @1 (%, y)

,,
i

Ha(Z ) =
a vySetfujme skaldrni soudin
(B2 — i), e — o). (11)
Podle Butiakovského nerovnosti plati

(KX p — pn), o — pn)| < NEHu — p)ll - e — pall =
= K% — Il . (lu — pall-

1 O konvergenci v praméru viz § 20.
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n

.K2 n =K2( Zak(pk) ?aszqu = zl—‘;'_:‘wk.
k

Rada (10) konverguje stejnomérné, a tedy K2u, konverguje stejno-
mérné ke K%u; tim spiSe

Dale,

K% — K, - 0.

Veli¢ina |ju —-"l.l,,,” je omezena. Podle trojihelnikové nerovnosti totiz
plati

e — pall < Nl - Hall = ell + kzl |ax)?
a v disledku Besselovy nerovnosti
e — pall < 2l

Odtud plyne, Ze veliéina (11) konverguje k nule. Na druhé strané, pro-
toze jadro —je soumérné, podle vzorce (3),§11

(K1 — pra)s o — ) = (K (s — 1), K — ) = K — pa) |2 =

= 1Ku — Kp .

Odtud plyne, Ze Ku, konverguje v priméru ke Ku. Aviak

Tedy
Kp = Z ,1 Pi; (12)

soudet nekonedné fady je t¥eba povaZovat za limitu jejich éisteénych
soubtd ve smyslu konvergence v primeéru. Rovnice (12) vyjadiuje

Hilbert-Schmidtovu vétu pro jadro —;—.1

Obratme se k rovnici (9). Jak uZ jsme poznamenali, m4 jediné FeSent.
Odtud plyne, Ze soustava charakteristickych funkei jidra je Gplni.
Vskutku, necht funkce w(z,y) je orthogonilni ke vSem funkcim
@iz, y). Potom podle vzorce (12) Kw = 0. ProtoZe Fe§eni nehomogenni
rovnice (9) je jediné, mé pFisluSejici homogenni rovnice pouze nulové
TeSeni, a proto nutné w(z, y) = 0. Je-li soustava ¢,(z,y), k=1,2, ...

1 Malou zmé&nou uvah lze dokézat, Ze Hilbert-Schmidtova vé&ta plati pro libo-
volné soumérné jadro se slabou singularitou. .
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tplna, 1ze hledanou funkei u(§, %) a pravou stranu @(z, y) rozvinout
v fady -
/"(‘5: 77) =k2.1a’k (»Dk(s’ "7)’ Ay = (.u’ ‘Pk)s'

¢(x: y) zkzl Qk (pk(xy 3/), Qk = (¢: (pk)

Dosadime-li toto do (9} a uzijeme-li vzorce (12), dostaneme
® q o,
Z Tk (pk(x> ?/) = Z ng (pk(x: y):
k=1"% k=1
odkud a, = 1,9,. Releni dostaneme ve tvaru

u(&, n) = _:lk D, pu(&, 7). (13)

Uloha se tedy pFevadi na vypodet charakteristickych &isel a charakte-
ristickych funkef soumérného jidra % Ten lze provést zptisoby vylo-

Zenymi v kap. 2, éasti I. V. I. Dovnorovié, aby si ovéfil praktickou
vhodnost fady (13), vypocetl prvych Sest ¢lent této fady pro raznik
tvaru rotadniho paraboloidu. Porovnani s pfesnym fefenim ukézalo,ze
chyba v uréen{ pusobicf sily @ byla okolo 2,259,. ‘

KAPITOLA 6

NEKOLIK APLIKACI THEORIE
SINGULARNICH INTEGRALNICH ROVNIC

§ 66. Hilbertav problém. Rozebereme problém uréit funkei harmo-
nickou v néjaké rovinné oblasti D za pfedpokladu, Ze na nékterych
dastech hranice jsou ddny hodnoty hledané funkce a na jinych jsou dény
hodnoty jeji normélni derivace.!

1 Tento problém je specidlnim piipadem obecného Hilbertova problému, pri
ndm? se hledd harmonické funkce za podminky, %e na hranici je zndma linearni
kombinace samotné funkce a jeji normaln{ derivace.
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