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y y !
piechod ve (14) a poloZime-li m = A, dostaneme

Pi(x) — 2, K@, = 0. (15)

Funkee ¢,(x) neni identicky rovna nule, nebot jeji norma je rovna jed-
né. AvSak potom z (15) plyne, Ze 1, je charakteristické &islo jadra
K(z, s). Tim je véta 3, § 12, a tedy také véta 1, § 12 dokdzdna.

KAPITOLA 3

SINGULARNI INTEGRALNI ROVNICE

§ 21. Hlavni hodnota integrdlu. Obvykla definice, jez definuje integral
jako limitu integrilnich souétd, je vhodnd pouze pro omezené funkce.
Jestlize integrovand funkce je neomezend, zavadime pojem ,nevlast-
nfho integralu*. Pfipomefime ho.

Necht funkce f(z) definovana v intervalu a < x < b neni omezena
v okoli bodu ¢ tohoto intervalu, aviak je integrovatelnd na kazdém
zintervalia <x < c—¢'ic + ¢ < 2 < bprolibovolnd mald kladnd
tisla ¢’ a &¢”. Utvolme soudet

c—e’ b

JHz) dx + [f(x) dx. (1)
a ct+e”

JestliZe ma tento soulet limitu, kdyZ & a ¢” konverguji k nule nezi-

visle na sob8, nazyvame uvedenou limitu nsvlastnim integralem

funkee f(x):

b c—é&' b
JH@) de = lim [Jf(z) dv + [f() dz] (2)

e =0

Muze se stat, Ze soudet (1) nema limitu, kdy% &' a ¢” konverguji k nule
nezdvisle na sobé, avSak limita existuje, jestlie &’ a &” jsou. pfi svém
piiblizovani k nule vizany néjakym vztahem. UvaZujme na pf. funkeci

1 .
fx) = » @ < ¢ < b. Mame:
x—c¢
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c—-¢8" b
dw  dz b—c e’
fx_c_+fx_c=lgc_a+lg|e—”- (3)

a c+e”

Kdyz ¢ a s” konverguji k nule, veli¢ina (3) nekonverguje k limité,
nebot POd]l se p¥i tom miiZe libovolné ménit. Aviak, jestlize podro-

bime &' a ¢” na pf. podmince &' = ke”, kde k je kladnd konstanta, bude
mfit souéet (3) limitu rovnou

Specidlné, jestlize poloZime ¢ = &” = ¢, dostaneme

c—e

. b—c
£:*2[fx—c+fx—c]‘ So—a “

Zavedme nyni nasledujici definici.

Necht je funkce f(x) definovdna v intervalu ¢ < x < b a nechf je
integrovatelnd na kazdém z intervalia <2 <l c—eac+ ez < b
pro libovolné malé kladné &islo e. Hlavni hodnotou infegrdlu funkce
f(z) v intervalu @ < z < b nazveme limitu (jestliZe existuje)

c—¢e

lim[[ f(z) d + f f) dx]. (5)
Pojem hlavnf hodnoty i samotny nizev byly zavedeny Cauchym.

Misto ,hlavni hodnota integrilu‘ budeme éasto Fikat ,,singuldrni
integral‘.? ,
Hlavni hodnotu integrilu budeme znadit obvyklym symbolem
b.
Také se uziva symbold

b ‘b *pb
V.P. [f(z) dw; [f(z)dz; [fix)ds;

nejsou viak obzvld$t nutné.

1 Rusky bud ,,cuHrynapHsiil naTerpan‘ nebo ,,0co6uiii muterpan‘’ (u Privalova).
Pozn. prekladatele.
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Poznamenejme, Ze hlavni hodnota integrilu splyvd s obvyklym
(vlastnim nebo nevlastnim) integralem, jestliZze tento existuje.

Uvedme nyni §irokou a pro aplikace velmi dileZitou t¥idu integrila,
pro néz hlavni hodnota existuje.

Predevsim z relace (4) plyne, Ze existuje singuldrni integral

b

T de b—z -
t__x_lgx_a,a<x<b., ) (6)

Necht funkece f(x) spliiuje tak zvanou podminku Lipschitzovu s expo-
nentem «. Tato podminka zni takto: existuji konstanty K a «, 0 <
< x < 1 takové, Ze pro vSechny dvojice bodu «', z”, leZici v intervalu
a £ x < b, je splnéna nerovnost

]f(xl) R f(xll)l < lel _ xll ﬁ. (7)
Trdu funke, spliiujici Lipschitzovu podminku s exponentem «,
budeme znadit symbolem Lipx; okolnost, Ze funkce f(x) piislusi t¥idé
Lip«, oznaéime takto:
f(z) € Lipex.

Jestlize f(x) md v intervalu a < xz < b omezenou derivaci, pak
f(z) € Lipl. To plyne bezprostiedné z véty o stfedni hodnots.

N

Véta 1. JestliZe f(x) e Lipa, palc singuldrid intégrdl

f
t_ldt (8)

existuje pro vechna x v intervalu a << x << b.

Dikaz je velmi jed.noduchy Napisme integraZI (8) ve tvaru

ff dt+]‘x)f dtx.

V prvém integralu plati pro integrand odhad

f(8) — f(=z)
t—x

—afl,
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Tento integral existuje jako nevlastni pro « << 1 a jako vlastni pro
x == 1. Druhy integral existuje v dusledku vzorce (6).

Pojem hlavni hodnoty se d4 lehce rozitit i na k¥ivkové integraly.
V dtsledku éastého uZiti v aplikacich budeme formulovat tento pojem
pro integrily funkei komplexni proménné. Necht L je hladka kiivka
(uzaviend nebo neuzaviend) se spojitou kiivosti a ¢ je komplexni sou-
Fadnice néjakého bodu na L. Oddélme bod ¢ kruhem s polomérem ¢
a se stfedem v tomto bod8. Zbyvajici éast kfivky oznaé¢me L,. Pied-
pokladejme, Ze funkee f(2) je integrovatelna na L, pro libovolné malé
kladné &islo e. Hlavni hodnotou integralu nebo singularnim integrilem
funkee f(z) na kiivce L nazveme limitu (jestliZe existuje)

lim [f(z) dz

e+0 L,
[f(z) dz.
L

Budeme fikat, Ze funkce f(z) spliiuje na kiivee L Lipschitzovu pod-
minku s exponentem « a budeme to znaéit f(2) € Lipo, jestliZze pro libo-
volné body 2/, z” k¥ivky L bude splnéna nerovnost

fZ) — f(=")] < K[z" —=2"|%, (9
kde K a « jsou n&jaké kladné konstanty a 0 < « < 1. Plati véta ob-
dobna vits 1:

a oznadime ji symbolem

Véta 2. JestliZe f(z) € Lipoc, pak singuldrni integrdl

(o) -
f £olar (10)

L

existuje pro vsechny bod'y z na kfivce L, aZ snad na jeji body koncové.

Probihd-li x interval @ < z < b, je integral (8) funkei proménné .
Oznadme b
14 -
fwy = [ 19 gz,

t—zx
a

O funkei f,(z) plati ndsledujici véta.l

1 Viz na pf. I. I. Privalov, Vvédénije v t&oriju funkeij kompleksnogo péremen-
nogo, izd. 8, Gostéchizdat, 1948. ’
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Véta 3 (I. 1. Privalova). Jestlize f(x) e Lipx, o < 1, pak v kaidém
uzavfeném intervalu a, < z < by, kdea, > aa b, < b, platf f,(z) e Lipe;
jestlize f(z) e Lipl, pak v témZe intervalu a, < x < b, plati f,(x) € LipB,
kde B je libovolné kladné &islo mendi nez jedna.

Obdobna véta plati i pro integraly (10). Pfi tom, jestlize je kfivka

uzaviena,
_ | D
hhiz) = f—g =L dg
L

prislusi t¥idé Lipx resp. Lipf na celé kiivce L.

Jako dusledek shora uvedenych vét dostanemé vétu, kterou bu-
deme formulovat, abychom se neopakovali, pouze pro integral (8),
i kdyZ plati i pro integral (10).

Véta 4. Necht f(x) e Lipx v intervalu a < « < b.-Necht

b
ho = [ a
¢ b

fie) = [ 2 a,

t—zx

Singuldrni integrdly fi(x), fo(z), ..., fal@), ..., existuji pro a < xz < b;
v kasdém uzavieném intervalu a, < x < by, kde a, >aab,<b, mdme
fn(x) € Lipx pro &« << 1 a f,(x) € LipB, kde B je libovolné &islo mensi neZ
jedna, jestlize « = 1. \

§ 22. Jadro Cauchyho a Hilbertovo. DiileZit4 tloha, kterou v fadg apli-
kaci hraje pojem singuldrniho integrilu, je disledkem nasledujici véty
theorie funkei komplexni proménné.

Véta. Necht L je hladkd kfivka a necht o(t) je funkce bodu na této
k#ivce, je£ vyhovuje Lipschitzové podmince s exponentem o, 0 < o < 1.
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Jestlize bod z konverguje z vnitfku resp. z vnéjshu kfivky L k bodu ¢ této
kfivky, pak integral Cauchyho typu

R | @(&)
| r(z>—2—mfc_zdc _ (1)
konverguje I limité -
1
Fift) = dolt) + 5 f Hag, (2)
L /
resp.
e - 'E(p(t) 27”; C_t C! (3)
T L

kde integraly ve vzorcich (2) a (3) jsou singuldrnd.

Tato véta diva podnét k n&kolika pozndmkim.

Piedevsim se predpoklids, Ze kiivka L probihé v kladném sméru,
takZe ji omezend oblast leZi po jeji levé strané. Index ¢ (vzorec (2))
znadi, %e z — ¢ z vnittku oblasti, a index e (vzorec (3)) znali, e z - ¢
z vnéjsku. Dale, kdyz hovofime o konvergenci bodu z k ¢, budeme pied-
poklidat, Ze se kfivka, kterou probihd bod z, nedotykd kiivky L;
v opa¢ném piipadé muZe byt tvrzeni véty nespravné. Koneéné mize
kiivka L sestdvat z nékolika oddélenych kiivek. ‘

Dikaz této véty neprovedeme, protoze jej 1ze najit v kterékoli uéeb-
nici theorie funkei komplexni proménné.

P Zv145t8 je t¥eba se zminit o pfipadu neuzaviené
- v kiivky. .

; ! JestliZze L je jednoduchy oblouk (obr. 3), ztraci

\_ﬁ( pojem ,,z vnitfku oblasti“ a ,,z vnéjsku oblasti‘¢

— - smysl, av8ak vzorce (2) a (3) zistavaji v platnosti.

Obr. 3. Sméry 7 a e jsou definovany takto: Dopliime L

obloukem L' na uzavienou k¥ivku, jeZ je oriento-

vana proti sméru hodinovych ruéiéek, a necht D je oblast ji omezena.

Pod i a e ve vzorcich (2) a (3) je potom tfeba chipat sméry z vnitiku
resp. z vnéjsku oblasti D. ‘

Vyraz d¢-
T—v (4)

kde ¢ a ¢ jsou body kfivky L, budeme nazyvat Cauchyho jddrem.
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Dulezitou ulohu hraje také t. zv. Hilbertovo jddro:

— S8 a
3 do, (3)

kde s a ¢ jsou reilné proménné, jez probihaji interval <0, 2x>. Hilber-
tovo jadro také souvisi s theorii analytlckych funkei. Objasnéme tuto
souvislost.

Vyjdéme z Poissonova: integralu

cotg g

2r

UG s)—lf 1 — 2 1
T 2 u(o) 1 4 72 — 27 cos(c — s) ?
0

jenz vyjadfuje hodnoty harmonické funkee U(r, ) uvnitf kruhu » < 1
pomoci jejich hodnot «(s) = U(1, ¢) na obvodu tohoto kruhu. PoloZme
re’® =z, ¢° = {. Potom, jak se lehce pfesvédéime (y je kruZnice
o] = 1), |
* 1 {4 zdl
U(r,s) = Re{Qn fu( )C—z C}
v

Oznacme V(r,s) harmonickou funkeci, konjugovanou s U(r, s).
Funkce V(r, s) je aZz na aditivni konstantu uréena. Tuto konstantu
zvolme tak, aby se V(r, s) rovnala nule ve stfedu kruhu. Potom

U(rs)—l—ers)_——f gizdc.

Necht nyni » — 1, takZe z konverguJe k bodu kruZnice y, zistavajic
uvnitt kruhu. UzZijeme-li vzorce (2), dostaneme po nékolika elementar-

nich pravich 2n
1 G
v(s) = —~5x fu(a) cotg
0

kde »(s) = V(1, 8) je limitni hodnota harmonické funkece V(r, s) na
kruZnjei y-

Vzorec (6) tedy vaZe limitn{ hodnoty konjugovanych funkei, harmo-
nickych uvnitf kruhu, pfi éemz konjugovana funkce V(r, s) ]e podro-
bena podmince

_sd )
o do (6)

V(r, s)‘,=0 = 0. (7)
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Jédro Hilbertovo a Cauchyho jsou v dosti jednoduchém vztahu.
Necht L je jednoduchd uzaviend hladks kijivka se spojitou kfivosti.
Necht jeji parametrické rovnice jsou

z = x(s), y = yY(s).
O parametru s budeme predpokliadat, Ze probihd interval (0,27).
Oznaéme ¢t = z + iy a t(s) = x($) + ¢ y(s). Rovnici kiivky L lze na-
psat ve tvaru ¢t = {(s). Necht ¢ je bod na L pfisludejici hodnoté para-
metru o, takZe { = ¢(o). Potom neni obtiZné dokazat vzorec

% = %cotg

kde P(s, o) je spojitd funkce obou argumentu splnu]wl Lipschitzovu
podminku s néjakym kladnym exponentem.

*do + P(s, o) do, (8)

§ 23. Vzorce pro sklddanf singularnich integrild. Necht

_ 1 [e@)
1 P1(8)
‘7’2()=2Tn c_tdC

kde L je uzavfend kiivka, at uZ ]ed.noduse nebo mnohonisobné sou-
visla. Uréeme, jak lze pifmo vyjadfit g.(f) pomoci ¢(t). UvaZujme
integraly Cauchyho typu:

q’l(C)
fC dC f1 zdf-

Podle vzorce (2), § 22

148) = 3o(®) +—f¢ 4, fult) = boul®) + 55 Z:?”l‘c’dc

Odtud, uz1]eme -li deflmce @1(t) & @y(t), dostaneme:

t) = fi(t —%tp ), @a(t) = fru(t) — Bu(0). (2)
Dosadme hodnotu () z (2) do f,(2):
fule) = 2—71” [0 ;- L[ 29 (3)
L L
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Prvy integral ve (3) je Cauchyho integrél, nebof jeho hustotal) f,(¢) je
limitni hodnota funkece f(z) reguldrni uvnitf L. Uvedeny integral se
tedy rovna f(z). Druhy integril ve (3) se zfejmé rovnd 1f(z). TudiZ
f1(z) = 3f(2) a f1,(¢) = }/.(¢). Nyni ze (2) plyne

@a(t) = 3f:(t) — 31.(8) — 2p(0)] = 1o(t).

Tim jsme dostali Poincare-Bertranduv vzorec pro sklddan{ singular-

nich integralt:
1 dr [ o) 4, _
(271)? fr —1 fc —7d6= 1ol (4)
"5 7

Poznamenejme, %Ze v dvojnisobném singularnim integrilu nelze
zaménijt pofidek integrovani; jestlize zaménime pofadek integrovani
ve (4), dostaneme integ'rél

(2m f dCf r)r—t

jenZ se rovnd nule,

Jestlize { + ¢, pak opra,vdg

f v 1 {j‘ dr fdr }
(E—a)(r—t) t—tlJr—t Jr—2¢f
L L L

Ve vzorci (1), § 22 polozme ¢(f) = 1. Potom F(z) = 1, jestlize z lezi
uvnitt L; vzorec (2), § 22, v némzZ nahradime 7 za £, nyni da

1 fdr =1
2 J T —t 2
L

1 dr _ 1
270 J T — ¢ 2
L

dr-
f@——rern:O’ e

u(g)

Uplng obdobns

a tedy

1 Hustot)ou integralu typu Cauchyho —_— j dC se nazyva funkce u({).
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Odvodme vzorec pro skladani integralt s Hilbertovym jadrem.
Necht '

1
i) = 5~ f ¢(0) cotg }(s — o) do,
0

Pals) = 5 f #.(0) cotg }(s — o) do.
0
Oznadme U(r, 8), U,(r, 8), Uy(r, s) funkce harmonické uvnitf kruhu
r < 1, jejichZz hodnoty na kruznici r = 1 jsou resp. @(s), ¢.(s), @2(s).
Potom U (r, s) je funkce konjugovand s U(r, s) a Uy(r, s) je konjugo-
vana s U,(r, s). ’
Z rovnic Cauchy-Riemannovych neni obtizné nahlédnout, zZe

Uy(r,s) = — Uf(r, 8) + C, C = konst.

V souhlase s tim, co bylo fedeno v § 22, je konstanta C uréena podmin-
kou Uy(r, s)[s_o = 0. Odtud

C = U(r, 9)|,.0-

Av3ak hodnota harmonické funkece ve stfedu kruhu se rovna aritme-
tickému primeéru jejich hodnot na kruznici. Odtud

2n 2n -
1 1
C’=—271fU(l,a)dq=%f(p(a)da.
0 0

2n
Uyr,s8) = —U(r, s) + —217_5 f(p(a) do.
0

Polome v této rovnici r = 1. ProtoZe U(1, s) = @(s), Uy(l, s) =

= @4(s), dostaneme kone&né
27

1
- Po(s) = — @(s) + 5~ f ¢(0) do.
0
Nahradime-li ¢,(s) a potom @,(s) jejich vyrazy ve tvaru singulérnich
integrall, dostaneme Hilbertiv vzorec:
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27 2n

(z:r)z f cotg (& — s) dd f @(0) cotg (6 —¥) do =

0

2n
= — 0 + 5= [pior a0 (6)
0

Jednoduse se sklddaji dva integrily, z nichz jeden je singuldrnf
a druhy obyéejny. Necht H(s, o) je funkce, vyhovujici Lipschitzové
podmince. Potom ve dvojndsobném integralu

F(s) = [cotg 1(® — ) A9 [H(S, o) do
0 0

lze zameénit pofadek integrovani a F(s) spliiuje Lipschitzovu podminku.
Obdobn4a véta plati i pro integrily s Cauchyho jadrem. Podrobnéjsi
dikaz tohoto tvrzeni lze najft v [28f].

§ 24. Singul:’u"ni integralni rovnice s Hilbertovym jadrem.

Budeme uvaZovat rovnici tvaru ,

/

0 906) + o [ o) ot bio —o) do + [ K(s,0)ot6) do = fis), (1)
! 0 0

kde a a b jsou obecné komplexni konstanty.
O jadru K(s, o) budeme piedpokladat, Ze spliiuje Lipschitzovu
podminku. Totéz budeme pfedpokladat o pravé strané.
Piedpokladejme nejdfive, Zze K(s, 0} = 0, takZe uvazujeme rovnici

\ 27

Ly = apls) + o f #l0) cotg 4o —s)do = fls).  .(2)
Re3f se takto: ’
PoloZzme
. 2n
Mw=a (;u(s) — 2—2; fw(cr) cotg (o — s) da, (3)

0
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kde w(o) je libovolna funkee. Na obé strany na$i rovnice aplikujme
operator (3). Dostaneme novou rovnici

MLy — F(s), F(s) = M},

kterou, uzijeme-li Hilbertova vzorce, lehce uvedeme na tvar

2
@+ ) 906) — 2 [ plo) do = Fio) *)
0

JestliZze a? 4+ b2 # 0, pak je to Fredholmova rovnice s velmi jedno-
duchym degenerovanym jadrem.

DokaZme, Ze je ekvivalentni rovnici (2), jestlize jen ¢ + 0. Napidme
proto rovnici (4) ve tvaru MLp — Mf = 0 &ili M(Lp — f) = 0. Ozna-
¢ime-li Ly — f = w, dojdeme k rovnici Mw =: 0 &ili podrobnséji

2z
a w(s) —2% fw(a) cotg (o —s)do = 0.
0

Aplikujme na obé stfany této rovnice operator

2n
als) + o f () cotg h(o — o) ds.
0

Potom dostaneme rovnici, jiz nutné vyhovuje w(s): '

2n
a[a w(s) —2—3—1 fw(’a) cotg (o — s) da] +
0
2n

2n
+ % fcotg 3o —s)do [a w(s) —2b—n fw(ﬁ) cotg (9 — o) d‘ﬁ] -0
0 1]

Odstranme ziavorky a dvojndsobny integral nahradme podle Hil-

bertova vzorce. Potom dostaneme
2

(a® + %) w(s) — b—sz(a) de = 0. (*)

Odtud plyne, Ze w(s) = konst. Dosadime-li -do (*) w(s) = w(c) = C,
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najdeme, Ze a*C = 0 ¢ili C = 0. Nyni w(s) =0 ¢élli Lp — f= 0, t. j.
z rovnice (4) jako dasledek plyne rovnice (2). Na druhé strans je ziejmé,
Ze rovnice (4) je dusledkem rovnice (2); tim je jejich ekvivalence do-
kézana. Resfme-li rovnici (4) methodou § 4, dostaneme hledané Yesent

P(s) = pe

» b 2n |
- j_ 5 1) —m_ff(a) cotg (o — s) do +

2x
b2
+ Sma@ T 59 ff(or) do. (5)
0

Jestlize a? 4+ b2 = 0, 1ze dokazat, Ze rovnice (2) je v obecném piipadé
nefeSjtelns.
Zvlast je tieba pojednat o pripadu a = 0. PoloZime-li b = 1, coZ
neni zfejmé na djmu obecnosti, dostaneme rovnici prvého druhu
2x

5 | #(0) cotg (o —s) do = f(s). (6)
) 0

Vzorce (5) se v tomto pripadé neda uZit, aviak rovnice (6) se lehce
fesi pfimo. Provedme ziménu pismen o a s na & a ¢, nisobme obé stra-
ny rovnice vyrazem

1

e cotg $(c — s) do
a integrujme v mezich (0, 2r). UZijeme-li Hilbertova vzorce, dosta-

neme
2n

P) — 5 f pls) ds = F(s), F(s) = —5 f f(o)ootg bo —s) do. (7)
0 0

Tato rovnice se lehce resi. PoloZme

1 .
o p(s)ds =C
0
Po_tom
p(s) — C = F(s)
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Integrujeme-li‘ tuto rovmici.v mezich <0, 2n>, dojdeme k rovnici

2z

1
0= py F(s) ds. (8)
0
Nenf obtiZné se piesvéddit, Ze je splnéna vidy, at je funkee f(s) jaka-
koliv. Konstanta O zilistava libovolnou a tak dostaneme

@(s) = —2% ff(a) cotg 3(c — s) do + C. (9)

Dosadime-li toto do (6), p'f'esvédéime se, ze vyraz (9) vyhovuje
rovnici tehdy a jen tehdy, kdyz

?}(s) ds = 0. (10)

Podminka (10) je tedy nutni a postadujici k tomu, aby rovnice (6)
méla TeSeni.

V piipadé obecnéjsi rovnice (1) dostaneme, jestlize aplikujeme na
obé jeji strany operator (3), integralni Fredholmovu rovnici obecného
tvaru. Uloha se tim prevadi na jeji fefeni. Lze dokazat, Ze uvedend
Fredholmova rovnice a rovnice (1) jsou ekvivalentni.

Na zivér feknéme nékolik slov o singulirni rovnici obecngjsiho
tvaru:

27 2

ot5) ) + 52 [ pto) ot 4o — ) do + f K(s,0)p(0)do = f(s) (11)
0 0

.8 proménnymi koeficienty a a b. Jestlize a(s) a b(s) vyhovuji Lipschitzo-
vé podmince, potom, aplikujeme-li na obé strany rovnice (11) ope-
rator

2%

Mo = a(s) w(s) ——b2‘(—i) fw(a) cotg (6 — s) do,

0

dostaneme integralni rovnici Fredholmova, typu. Tato vS8ak nemusi
byt ekvivalentni rovnici (11).
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§ 25. Singularni integralni rovnice s jddrem Cauchyho.

)+ — fC 1(®), (1)

kde @ a b jsou konstanty a L je uzaviend kiivka,! se také Fe§i velmi

Singularni rovnigce

jednoduse. Na obé strany rovnice (1) aplikujme operator

= a w(t) —%f%dc. (2)
J ¢

Utzijeme-li Poincaré-Bertrandova vzorce, lehce najdeme

(@ — ) p(t) = a f(1) —ifg‘f)tdc

Jestlize a® — b® + 0, dostaneme:

. _
) = az—iﬁ"(t? T (@ =) f gﬂ—gtdc' (3)
L

Dosazenim do (1) se pfesvédéime, Ze funkce (3) skute¢né vyhovuje nasi
rovnici. Pfipad ¢ = 0 neni tentokrdte vyjimeény.

V piipadsé rovnice obecnsjsiho tvaru,

alt) p f 2 q; 4 f K(t, 2) p(0) 2 = 1), a*(t) —b(8) £ 0,
@)

vede uziti tého# operitoru

Meo = a(t) of) — f T—

-na rovnici Fredholmovu. JestliZe @ a b jsou konstanty, je ziskana
Fredholmova rovnice ekvivalentni rovnici (4). V obecném piipadé tato
otdzka vyzaduje dodateéného vysSetfovani.

1 NezaleZi na tom, zda je jednoduse nebo mnohonésobné souvisla.



§ 26. P¥ipad neuzaviené souvislé kFivky. Jestlize k¥ivka L neni
uzavfend, vzorec Poincaré-Bertrandiv neplati a methody FeSeni singu-
larnich rovnic vyloZzené v § 25 nelze uzit. UZijeme zde jiné methody,
zaloZené na prevedeni singuldrni rovnice na tak zvanou tlohu Rieman-
novu.! Poznamenejme, Ze této methody lze také uzit, jestlize kiivka L
je uzaviena.

Necht L je jednoduchy hladky oblouk se spojitou kfivosti. UvaZzujme

rovnici
o) + 2 [FEaz = jo )
J

Pro jednoduchost predpoklidejme, Ze a a b jsou konstanty-a a?—
—b% £ 0.
Jako novou proménnou zavedeme integral Cauchyho typu s husto-

tou ¢({):
_ 1 o(£)
)= o [ £ (@)
_ L
Ze vzorci (2) a (3), § 22 plyne:
p(t) = (t) — F (1),
oy t L
= | £2540=Fi) + Fup0).
Dosadime-li toto do (1), dostaneme rovnici:
(@ + b) Fi(t) — (a —b) F.(t) = [(1) (4)

Tak jsme doli k Riemannové tiloze: urdit funkei F(2), jestliZe je ddna
linedrni relace mezi jejimi limitnimi hodnotami z vnitfku a z vnéjsku
kiivky.

Polozme
F(z) = O(2) o(2) (5)
a zvolme w(z) tak, aby

@+ b) 0,(z) = (@ —b) w.(2). (6)

Funkce w(z) je tedy feSenim homogenni Riemannovy dlohy.

1 Podle terminologie N. I. Muschveli§viliho [28f] na tlohu Hilbertovu.

126



Uvazujme funkei

o = (2=3]" 1)
kde « a B jsou poditek a konec oblouku L, m je libovolnad konstanta.
Kazda vétev této funkee je regulirni v roviné, rozdélené fezem podél L.
Zvolme jeji libovolnou vétev, na pf. tu, jeZ se rovni jedné pro z = co.
Pfi obéhu proti ru¢iCkdm hodinovym okolo bodu « se funkce w(z)
ndsobi &initelem e?™. Tudi

w,(2) = e*™ w,(2).
Uréeme nyni éislo m z podminky
2nim a + b
e = ———. (8)

Potom funkee (7) vyhovuje rovnici (6). Rovnice (8) uréuje &islo

" — l_lga,—|-b (9)

T 27t Pa—b

aZ na libovolnou celistvou aditivni konstantu. Zvolme tuto konstan-

tu tak, aby platilo 0 < Re(m) < 1.

Z Il: mezi 0 a 27. P¥i této volbé ¢islam

K tomu stadi vzit hodnotu arg

jsou obé funkece w(z) a aﬁ absolutné integrovatelné podél L.
Dosadime-li nyn{ nalezenou hodnotu w(z) do (5) a dale do (4), dosta-

neme:

W)t—ﬂy
() — = . 10
o) — o) = S5 =L (10)
Tato jednodu$$i Riemannova tloha se Fesi velmi lehce. Vzorce (3)
praveé ukazuji, Ze jako ®(z) lze zvolit integral Cauchyho typu

o C—pym . dL
20 = sty [ (E22) 10 5=z (1)
L

- 1 z—\m (L —B\" d¢ :
) = 2ni(a + b) (z_ﬂ) f(C—m) fe) — (12)

L
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ResSeni integrlni rovnice (1) lze najit pomocf prvého ze vzorci (3):

B a . b  A— L —pm dg
0= G )~ = f(g_a) 10725 (13

Regeni (13) neni obecne jeding. Abychom se o tomto presvédéili,
uvaZujme homogen.m rovnici

a‘l’o()‘l‘;i f%f%d(zo. (14)

UZijme téhoZ postupu a poloimeL
Fue) =5 [ 222z, (15)

L
Fo(z) = (z — ;)m B, (2). (16)

Viimnéme si, Ze se Fy(2) a tedy i @y(2) rovnd nule pro z = oo. Misto
k (10) dojdeme nyni k rovnici
Doi(t) — Doc(t) = 0. (17)
Funkece @(z) nabyva tedy na oblouku L stejné limitni hodnoty z riz-
nych jeho stran. Z toho lehce usoudime, Ze @,y(z) je regularni v celé
roving, a% snad na body « a . PoZadujme, aby souédin
t—n
Po(t) 1g T—5
byl absolutné integrovatelny podél L.
Necht z, a 2, jsou dva libovolné body roviny z, leZicf vng L. Integru-
jeme-li (15) po cesté, kterd spojuje z, a 2, a kters nemd spole¢né body
s L, budeme mit N

23 B )
f Fyf2) de = f Po(0) g+ —2 de.

z «
Nechame-li z;—>«, 2, — f, najdeme, Ze F(z) je integrovatelnd po libo-
volné cesté, kterd spojuje « a f# a nem4 jiné spoleéné body s kfivkou L.
Odtud plyne, Ze neurdity integral

[Fo(2) dz
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je omezeny v bodech « a §. To by nebylo mozné, kdyby « a bylypod-
statné singuldrnimi body funkce @y(z). Aviak potom mohou byt pouze
jejimi poly. Pfedpoklidejme, Ze redlns éast m je rizna od nuly; potom

B .
0 < Re(m) < 1. Ponévadz integral [Fy(z) dz m4 koneénou hodnotu,

snadno najdeme podle vzorce (16), Ze § je regularnf bod a & je p6l prvé-
ho #ddu nebo regularni bod funkce @y(2). Konetnd @y 0) = 0. Z toho
vieho plyne, Ze o

Dy(z) = p, , ¢’ = konst. (18)

Nyni '
Fy(z) = & — )™z —p)™

a podle prvého ze vzorcl (3) nalezneme feseni homogenni singularn{
rovnice (14):

o c
w ===

¢ = c'(1 — e?~m), (19)

Obecné feSeni rovnice (1) je ddno vzorcem

“ b t—o\" [(£=8\", ., _d¢
o) = o2 10— g (t —ﬁ) Lf (¢ —a) =t
Cc
(t — o)™t — )™

kde ¢ je libovolna konstanta. Tuto konstantu lze zvolit tak, aby ¢(t)
byla omezend na jednom &i druhém konci oblouku L.

+

(20)

Misto (13) 1ze najit druhy vyraz, v némz x a § vystupuji soumérnéji.
Polozme _
Ple) = (z— )™ (z — p)™ F(2). (21)

Dosadime-li toto do (4), dostaneme:

Yi(t) — Vo) = g O — &)t — ).
Odtud

) - 1 j‘(-c - oc)l—"; Ez—ﬁ)?” 1€ ae.

L
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Nyni jiZ nenf obt{Zné uréit ¢(£):

; a . b
o) = Sl — (a_m%mu—aﬁma—ﬂw'
z—t ! |
Toto je partikulérm feSeni. Obecné Feseni pak lze napsat, ve tvaru
a b
)= m Y — m —Emme—a o g —
(c—meC—mﬂ o :

I
Hodnoty konstanty ¢ v (20) a (23) jsou rizné.
UvaZujme specialné rovnici prvého druhu:

1 | o) 4, .
2 [ Ea=o (24)
L
Zde a = 0, b = 1. Déle

=1 1=
m 2—m.g( 1)=1%

a vzorec (20) v tomto piipadé dava

— {—8 f(¢& c
Pl = mV ﬂf]/ xt— H’ymﬂ (25)

Polozime-li a = 0 ve (23), dostaneme fefeni v druhém tvaru:

V(£ —a)(C—B) 1(2) ¢
m[/t—oc t—p f {—t dC+V(t—0‘)(t—l3).

(26)

B
Jestlize Re(m) = 0, pak ze vzorce (16) a z toho, Ze integral [F(z) dz

je koneény, plyne, Ze « a f jsou reguldrni body funkce Py(z). AvSak
potom podle Liouvillovy véty @,(z) = konst., a protoZe @y(o0) = 0,
®,(z) = 0. Rovnice (1) m4 v tom piipadé jediné ¥eSeni, uréené vzorcem
(13); vzorec (22) nedava feSeni pro Re(m) = 0.
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§ 27. P¥ipad neuzav¥ené nesouvislé kFivky. Necht se nyni ktivka L
skladd z n jednoduchych oblouki L,, Ly, ..., L,, jeZ nemaji po.dvou

spole¢né body. Rovnice
+ﬂf¢ .4¢ = f(t) 1y

srkonsta.ntnimi koeficienty a a b se Ye$i tym% zplisobem jako v §26-

PoloZime-li
’ 1 [ e0)
F(Z) - fé- _zdé-s

2711

dostaneme jako diive

(@ + b) F(t) — (@ —b) F.(t) = [(t). )
Oznadme ;. a f§; poéiteéni a koncovy bod oblouku L,. Poloime
P =11 (z—_ﬂ) ), (3)
k=1\2 — By

kde exponent m je definovan vzorcem '(9), § 26. Dosadime-li toto do (2),
dostaneme

Di(t) — Dot = — H(t_ﬂk) ),

a+ broi \t —ox
odkud plyne, Ze lze zvolit

C _ﬂk dg
a tim dostaneme partlkularm TeSeni rovnice (1):
a ot — K {— ﬂk f( ) °
o) =gl — —b2 mD(t—ﬂk) fﬂ(c—ak) T
(8)

Z téchZe uvah jako v pfedchazejicim paragrafu najdeme, Ze v pripadé
homogenn{ rovnice je pfisludna funkce @y(z) rovna

Bole) = 5~

o112 — o
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¢ili, jestlize tyto zlomky prevedeme na spoleéného jmenovatele,

Dy(z) = "P"‘—l(z), (6)
L].:[ (2 — og)

kde P,_,(z) je libovolny polynom stupné n — 1. Nynf{ lehce najdeme,
Ze TeSeni homogennf integrdlni rovnice

apit) + 7[5t =0 a0
L

se rovna

Polt) = — On=s(0) , (7)

T — sr=m ¢ — ™)

kde @,,_,(t) je libovolny polynom stupné n — 1. Obecné FeSen{ rovnice
(1) ma tvar

a b ot ="

o) = =) — G L (t —ﬂk) '

n [y p\m a¢ @n-y(t)

H(C-—ﬁ‘) 07—tz - O
« i — swp=n — o)

Polynom @Q,-(t) 1ze zvolit tak, aby ¢(¢) byla omezend v danych » kon-
covych bodech obloukua L,, L,, ..., L,.

§ 28. Soustavy singuldrnich integrilnich rovnic. Soustava singularnich
rovnic s Hilbertovym jadrem m4 tvar

n

2n
b, - .
L@y, @ -0 Pn) = 2. {ak,- ?i(s) + 5 f #1(0) cotg ho — ) do +
0

i=1

2%
+ me(u?, o) 5(o) do} =fu(s), k=1,2,...,m, (1)
0

kde jadra K (s, o) splituji Lipschitzovu podminku vzhledem k obéma
proménnym.
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Tuto soustavu lze lehce pfevést na Fredholmovu. Stadi ji nahradit
soustavou

M_k(Ll’ L2v ceey Ln) = Mk(fla_fm reey .f'n), (2)
2n

Mk(wl, Wgy -+ -y Wy) i {ak, wy(8 l;j; fw,(a) cotg 4(c — s) da.}_ (3)
0

kde

Neni obtiZné se presvédclit o tom, Ze soustava (2) mé tvar

3 (um nl6) + JK2n(5,0) pule) d0) = Wil o )y (8
kde

= .z;(akaadm + bysbim) ()
iz

a K},(s, o) jsou néjakd nova jadra, jez také spliiuji Lipschitzovu pod-
minku. Otdzka, jsou-li soustavy (1) a (4) ekvivalentni, je dosti obtiZna.
Nékteré navody na jeji Fefenf lze najit ve €ldnku N. I. Muschelisvi-
liho [28e]. )

To, co bylo Feleno, se beze zmény plendsi na soustavu singuldrnich
rovnic s jadry Cauchyho, jestliZe se integraly vyskytujici se v soustavé
berou podél uzaviené kiivky.
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