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CAST 1

METHODY RESENI INTEGRALNICH
ROVNIC

KAPITOLA 1

ROVNICE FREDHOLMOVA TYPU

§l. Klasiﬁkace‘integrélnich rovnic. Mnohé tlohy mechaniky, matema-
tické fysiky a techniky vedou k rovnicim typu

b
p(x) — A [K(z, 5) g(s) ds = f(x), (1)

kde ¢() je nezndm4 funkce. Tyto rovnice se nazyvaji integrdlni, pro-
toZe neznam4 funkce se v nich vyskytuje v integrandu.

Tyto ulohy zde nebudeme uvadét, nebot velky poget jich bude vy-
Setfovan v druhé &asti. Pristoupime ihned ke zkoumini vlastnich
Tovnic.

Znamé prvky, jez se vyskytuji v integrilni rovnici (1), se nazyvaji
takto: f(x) — pravéi strana, funkce K(z, s) — jédro a é&iselny koeficient.
A — parametr rovnice. Parametr neni nutno zavidét. Je moZno jej
vidy udinit rovaym jednotce tim, Ze oznatime soudin 1 K(z, s) jako
K \(x, s) a uvaZujeme K ,(z, s) jako nové jadro. Uvidime v3ak, Ze se za-
vedeni tohoto parametru pfi vySetfovani integrilnich rovnic ukazuje
uZiteénym.

Budeme pfedpoklidat, Ze meze a a b jsou koneéné konstanty.

Poznamenejme, Ze parametr A i funkce ¢(x), K(z, s) a f(x) mohou
nabyvat jak redlnych, tak komplexnich hodnot.

" Charakter integralni rovnice je v podstaté urden vlastnostmi jejiho
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jadra. V aplikacich se ¢asto setkame se spojitym jadrem, avSak vysky-
tuji se i nespojita jadra. Budeme uvazovat t¥i typy rovnic:

1. Kdyz jadro K(z, s) je spojité pro a < 2 < b a a < s < b nebo
kdyz nespojitosti jsou takové, Ze alespoii dvojny integral

bb
[[|K¥z, s)| dz ds
aa

je koneény, budeme rovnici (1) nazyvat rovnici Fredholmova typu.
2. Kdyz jadro ma tvar

H(z, )

K(z, s) = lm,

kde H(z, s) je omezend a « je konstanta vyhovujici nerovnosti
0 <o <1,
‘budeme rovnici (1) nazyvat rovnict se slabou singularitou.
3. K tretimu typu integralnich rovnic prijdeme, jestlize uvazujeme
jadra typu
Az, s)
x—s'

K(z, s) =

kde &itatel A(z, s) je‘diferencova,telné, funkce = a s.! V tomto pripadé

integral
b
Az, s)
fK:ES ds—f;_—stp(s)ds,

vyskytujici se v rovnici (1), je obecné divergentni. AvSak pfi velmi
obecnych predpokladech ohledné funkce g(x) existuje hlavni hodnota
tohoto integralu, t. j. limita

‘ hm[fK z, s) p(s) ds + fK x, 8) p(s) ds].

-0 a T+e
Jestlize nyni v rovnici (1) chdpeme divergentni integril ve smyslu
této hlavni hodnoty,? pfichdzime k tfetimu typu integrilnich rovniec,
JjeZz budeme nazyvat singuldrnims.

1 Tento predpoklad je moZno nahradit slabsim. .
2 Podrobnéji o pojmu hlavni hodnoty integralu viz kap. III, §§ 21 a 22.
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Uvedme nékolik ptiklada.

a) Rovnice 4
p(x) — [(@* + 82) p(s) ds = 2?

0
je Fredholmova typu, nebot jeji jadro K(z, s) = a® + s® je spojité
pro0 <2< 1,0< s < 1.V této rovnici 4 = 1, flx) = 2.

b) Rovmnice 1
p(x) — Oflg]x — 5| p(s) ds = f(=)

je také Fredholmova, nebot i kdy% jadro je nespojité pro x = s, dvojny
integral Y :

[1g?z — s| dz ds

00
je koneény.

¢) Vysetfujme rovnici 4

T

p(z) — lf 7o) _ g5 — flz); 0 <o < 1. (*)
0

(x — )"

Necht je f(x) definovina a feknéme spojita v intervalu 0 < z < a.
Potom ma smysl uvazovat tuto rovnici v tomto intervalu. Spadd pod
obecny typ (1), i kdyZ to neni tak oéividné jako v prvych dvou pfipa-
dech. Abychom se pfesvéd¢ili, Ze rovnice (*) je typu (1), polozme

Kz, s) = {

(x—8)"% s<<x
0, 8§ = x.

Nyni se rovnice (*) napise ve tvaru (1):
?(@) — 4 [K(z, 5) pls) ds = f(=).

Rovnice (*) mé slabou singularitu; bude soudasné i Fredholmeva,
jestlize 0 < o < }, protoZe potom dvojny integral

- dS a2—2ax
. _ _ .
ffK (z, 8) dx ds = fdx f(x —s (I —2a)(2 — 2x) |
0 0 0 0

t

je koneény.



d) Rovnice
27

o) — 1 [[eotg "% i) as = fto),
0

v které se integral chape ve smyslu jeho hlavni hodnoty, je singuldrni,
ponévadz jeji jidro je mozno vyjadfit ve tvaru

—— (& — ) cotgh(s — ), \

a funkce
(x — s) cotgd(s — z)

je spojita a diferencovatelnd v intervalu 0 < z < 2.

K na#i klasifikaci je nutno poznamenat, Ze je pfedevsim netplnd;
je mozno uvést mnohé typy integrilnich rovnic, jez nelze zahrnout pod
t¥i uvedené. Omezime se viak na tyto t¥i jako na rovnice zvlasts dile-
Zité pro aplikace. Dile musime Fici, Ze rozdil mezi rovnicemi Fredhol-
mova typu a rovnicemi se slabou singularitou nenf prilis podstatny. Az
na nékolik vyjimek jsou nejdileZitéjsi vysledky theorie spole¢né pro
rovnice obou typiu.

V fadé pfipadi je tfeba uvaZovat integralni rovnice, v kterych je
neznamd funkce definovina nikoliv na tseéce osy z, nybrz na néjaké
rovinné Gi prostorové kiivee nebo na oblasti dvoj- & trojrozmérné.
Prvy pFipad nepfedstavuje nic nového: staéi jako nezévisle proménnou
zavést délku oblouku kfivky nebo jiny parametr, jenZ uréuje polohu
bodu na k¥ivce, a dostaneme se jiz k uvaZovanému typu rovnic.

Jestlize je nmezndmd funkce definovdna v nm-rozmérné oblasti 2
(v prikladech dulezitych pro aplikace se n oby&ejné rovna dvéma nebo
tfem, obecné v8ak muiZe byt libovolné), budeme se misto (1) zabyvat
rovnici

(p(M)—lng(M,.Ml)(p(Ml)dM1=f(M), (2)

kde M a M, jsou body oblasti 2 a dM je element oblasti. Podle pie-
deslého budeme A nazyvat parametrem, funkei K(M, M,) jidrem
a f(M) pravou stranou integralni rovnice (2). Rovnice typu (2) budeme -
klasifikovat takto: :
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JestliZze mé integral
nfﬂf[Kz(M, M) dM dM,

konedénou hodnotu, pak zahrneme rovnici (2) k typu Fredholmovu.
Specialng, rovnice (2) bude Fredholmova, kdyZ bude jidro spojité nebo
alespoil omezens,

Vzdéilenost mezi M a M, ozna¢me r. Rovnici (2) zahrneme k typu
rovnic se slabou singularitou, jestlize jeji jadro ma tvar

K, ) = 2L )
kde H(M, M,) je omezend funkce a o« lezi v mezich 0. < o << m.

Je mozno definovat i singuldrni integralni rovnici s nékolika nezs-
visle proménnymi. Neudélame to viak, protoZe takové rovnice jsou pro
aplikace méné dulezité.

Integralni rovnice se nazyva homogenni, jestlize jeji pravé strana
je identicky rovna nule. Homogenni rovnice m4 tedy tvar

o(z) — 4 fbK(x, ) gls)ds = 0 (3)

resp.

<P(M)—19fK(M,M1)¢(M1)dM1=0- (4)

Jestlize pravé strana neni identicky rovna nule, rovnice se nazyvé ne-
homogenni. ‘

Theorie a také praktické methody FeSeni Fredholmovych rovnic
jsou plné stejné pro piipad jak jedné, tak nékolika nezavisle pro-
ménnych. Budeme proto uvaZovat v nejbliziich paragrafech pouze
rovnice s jednou nezavisle proménnou. Je velmi lehké vyslovit nale-
zené vysledky pro ptipad nékolika nezivisle proménnych.

Rovnice tvaru (1) a (2) se nazyvaji integrdlnimi rovnicemi druhého
drupw na rozdil od rovnic prvého druhu, které maji tvar '

b
JK(z, 5) g(s) ds = f(z), (5)

nebo pro pfipad nékolika proménnych
[E(M, M) o(M,) dM | = f(M). (6)
Q



§ 2. Methoda postupnych aproximaci. Pojem resolventy. Pfistupme
k FeSeni integralnich rovnic. V §§ 2 aZ 9 této kapitoly budeme uvazo-
vat pouze rovnice typu Fredholmova.

Jadra téchto rovmic podrobime dalsimu dopliiujicimu omezeni:
budeme piedpoklidat, Ze jednoduchy integral ze ¢étverce absolutni
hodnoty jidra je omezeny:

b
[ Kz, s)| ds < C,; C, = konst. (1)

O pravé strané budeme predpokladat, Ze integral ze étverce jeji abso-
lutni hodnoty je koneény:

b
[1f*x)] dz < co. (1)
Budeme hledat FeSeni integralni rovnice
b
p(x) — 4 [K(=, s) p(s) ds = f(=) (2)

methodou postupnych aproximaci. Za tim téelem napiSeme rovnici (2)
ve tvaru

b
p() = f(x) + A [K(=z, 5) p(s) ds. (3)

Jako nultou aproximaci vezmeme pravou stranu rovnice (2):

Po(z) = f(). R

Nultou aproximaci dosadime do pravé strany rovnice (3) a nalezeny
vysledek vezmeme za prvou aproximaci:

b
pi(x) = f(xr) + A [K(z, s) @o(s) ds.

Prvé pribliZzeni opét dosadime do pravé strany rovnice (3) atd. Obecné
feCeno, jestlize byla nalezena n-t4 aproximace ¢,(z), pak za (n + 1)-vou
aproximaci vezmeme vysledek dosazeni ¢, (x) do pravé strany rovuice
(3). Postupné aproximace jsou tedy uréeny rekurentnim vztahem

b
Pyt l(x) = ﬂx) + 2 fK(xr 8) ‘Pn(s) ds. (4)
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Jestlize postupné aproximace stejnomérné konverguji k néjaké
limit&, je tato limita FeSeni rovnice (3); jestliZe tato limita neexistuje,
pak pouziti methody postupnych aproximaci nema zfejmé smysl.

VysSetfeme podrobnéji strukturu postupnych aproximaci. Zfejmé

b
@,(x) = f(z) + 2 [K(z, s) f(s) ds.

Diéle
b
po(x) = f(x) + A [K(x, s) @y(s) ds =

= f(z) + 4 fbK(x, s) f(s) ds + A2 fbK(x, t) d¢ fbK(t, 8) f(s) ds.

V dvojnisobném integrilu provedeme zdménu pofidku integrovani.
Oznadime-li pro struénost
b

’Kz(x, s) = !;K(x, t) K(t, $) di, (5)
dostaneme:
Po(x) = f(x) + 4 fb K(z, s) f(s) ds + 22 f K,(=, s) f(s) ds.
Prévs tak najdeme: a

b b
pa(2) = f(2) + 2 [K(x, 5) f(s) ds + 2* [ K, ) f(s) ds +

+ 18 [Kofz, 8) fi5) ds,

kde ,
k a(z, 8) = fbK (x, t) K¢, s) dt, (6)
a obecné ’ t
pala) = f(5) + S4" f K, 5) f(s) ds; 10

K ,(z, s) je uréeno rekurentni formuli

K(z, s) = K(z, s); K,(z, s) = fbK(x, 1) K 4t 8) dt. (8)
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Funkee K ,,(x, s) se nazyva m-tjm iterovanym jddrem vzhledem k da-
nému jadru. Da se lehko dokdzat, Ze iterovana jadra vyhovuji obec-
néjsi formuli neZ (8):

K, (z, s) = fK (z, 1) K _,(t,9) dt, (9)

kde 7 je libovolné pfirozené &islo mensi nez m.

Vyjadfime-li v (8) jadro K,,_,(¢, s) pomoci K,,_, podle téze formule
(8), dostaneme

bb
Kz, 8) = ffK(x, t1) K(ty, t;) K o(ts, 8) dt, di,.

Jadro K,,_,(t,, s} je moZno vyjadFit pomoci K,,_, atd. Pokradujeme-li
v tomto postupu, dostaneme po koneéném podétu kroki vzoree

b b
K(x,8)= [ ... [K®, t,) K(ts, ta) ... K(tpn_y,8) dty dey ... Aty ()

a

Oddélime-li integrovanf podle ¢,, muZeme transformovat posledni
vzorec na tvar

fdt {f fK @, 8,) Kty ts) ... K(t,_y 8,)dty ... dE,_,.

b b
S K@y trpg) o Kty ) dt,;l...dt,,,_l}.
a a

Podle vzorce (*) je prvy z integrdla ve sloZené zavorce roven K (z, t,)
a druhy Km_,. (tr, ). Tedy

m(x’ fK 2: tr) -Km—r(trs S) dt

Zaménime-li zde oznacem t, na ¢, dostaneme vzorec (9).

Predpokladame-h Ze postupné aproximace konverguji, a prove-
deme-li v (7) limitni pfechod, dostaneme feSeni integralnf rovnice (2
ve tvaru nekoneéné fady

9() = f@) +zﬂm fK (z, ) fls) (10)
jejimz n-tym Sasteénym soultem je @,(x).
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Vyjasnéme rychlost konvergence postupnych aproximaci. Ozna¢me

C,, supremum integralu
b
[| Kz, 8)|2ds

a najdémeé odhad veli¢éiny C,. Ve vzorci (9) poloime r =m —1;
potom

K, (z,5) = fhK,,,_l(:v, t) K(t, s) dt. | (8,)
Pouzijme na dany integral Buifiakovského! nerovnosti
| Km(z, )2 < fb | K sz, 1)]2 2 fb]K(t, s)2 de.
a 2
Integrujfce tuto nerovnost podle s, dostaneme:
fb]K,,}(:c, s)|*ds < B fb]K,,,_l(a:, t)|2 dt < B2C,,_,.
a ' . -a

Pro supremum integralu na levé strané tedy najdeme:
Cn < BC,_,.

Z této rekurentni nerovnoét_i plyne pfimo hledany odhad:
Cn £ B30, |

Zavedme do fivah veliéinu
v
D= l/aﬂ/z(s)l ds.

Na obecny é&len Fady (10) uZijme Builakovského nerovnosti:

(11)

]fme(a:, s) f(s) dsf2 < fb]K,z,,(x, s)| ds j'b[f(s)]2 ds < 0,D*B2m2,

Odtud plyne, Ze obecny d&len Fady (10) je absolutné mensi nez veliéina
DJ/CilamBm-,

takZe fada (10) konverguje rychlejsi nez geometricks Fada s kvocien-
tem |A|B.

1 Tato nerovnost je asto nazyvéna nerovnosti Schwarzovou, agkoliv ji po prvé
odvodil Buriakovskij. Pozn. prekladatele.
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Z toho plyne FeSitelnost rovnice (2),jestlize |2 < B~'. DokaZeme
nyni, ze pro tato 4 méa pouze jedno fedeni. Predpokladejme opak anecht
@,(z) & @(x) jsou dvé feSeni rovnice (2). Potom

Pa() — A f K(x, 5) gy(s) ds = f(x)
b
pa(x) — 4 [K(, 8) pyls) ds = f(z).
Odecteme-li obé rovnice a poloZime-li @,(z) — @ (x) = w(x), dostaneme
b
w(z) = A [K(z, s) w(s) ds
Uzijeme Bufakovského nerovnosti:
b b :
|w¥(z)] Z [4)2 [| K2z, 8)] ds [|w(s)] ds; (12)
nalezenou nerovnost integrujeme podle z. Potom dostaneme
b b b
[|o¥x)| dz < [22] [ [|K¥(=z, s)| dz ds [|w?(s)| ds
neboli .
(1 — |22|B?) fw2 ds < 0.
Prvy soudinitel nalevo j je kladny a druhy je nezdporny, tudiz je nutné
b
[|w¥s)| ds = 0.

Nyni z (12) plyne, Ze |w?(z)] < 0 a odtud w(x) = 0 &ili @,(z) = @u(x).
Rovnice (2) ma tedy jediné fesenf.
Z nasich uvah plyne tato véta.
Véta. JestliZe
b
[1K%z, s)] ds < €, C, = konst.,

pak postupné aproximace stejnomérné konverguji pro viechny hodnoty 2,
je£ leZi woniti kruhu
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4]

1 b0
<= Br= [[|K¥z,s) dzds.
=B A

Limita postupnyjch aproximacyt je fefent rovnice (2), a to fefent jediné.

Jestlize se v fadé (10) omezime na ¢leny, jez obsahuji A az do n-té
mocniny, je zfejmé, Ze chyba nebude vétsi nez

: = Illn+1Bn
D)C, T

Jako piiklad uvazujme rovnici

(13)

plx) — 0,10fK(x, es)ds=1; K(x,s) = {;‘ ((fgéf

IANIA

s)7

1).

Zde je A=10,, B=1:)6, C, =1:3 a postupné aproximace kon-
verguji. Déle je ziejmé D = 1. Najdeme pfiblizné FeSeni, pfi dems se
omezime na dvé aproximace. Pak v fadé (10) ztistanou tii ¢leny a chyba
nepfevysi

3 1 .
L OB % 00001,
V3 0,1
1— =
Mime 1’6

¢0(x) = 1:
@y(r) = 1 4 52 — 352,
Pa(z) = 1 + 5oz — 752> — wbo2® + oot

Jestlize poloZime priblizné p(z) = @,(x), pak s chybou mensi nez 0,0001
budeme mit: i
o(x) = 1 4+ 9557 — 3'%52® — 7502 + z7v0zt.

Predpokladejme, Ze jéciro je omezené, t. j. existuje takova konstan-
ta A, Ze ‘ : .
[K(z,s)] < A

pro viechny hodnoty z a s. Snadno vidime, Ze postupné aproximace
stejnomérné konverguji pro vSechny komplexni hodnoty A4, jeZ lezi.

uvnitt kruhu
~ )
A< 46—

v komplexni roviné 1.



JestliZe integral (1) neni omezeny, aviak dvojny integral
bb
[[IK3(=, 8)| dx ds
aa

mé koneénou hodnotu, pak i kdyZ postupné aproximace mohou divergovat
v obygejném smyslu, konverguji v jistém zobecnéném smyslu (t. zv. konver-
gence v primsdru, viz § 20) a jejich zobecnéné limita ddvé FeSenf rovnice (2) a to
jediné. Rémec nasi knihy nadm vsak nédovoluje, abychem se u toho zdrZovali
déle.

Zaméhme v fadé (10) porfddek s¢itini a integrovani.! Potom

b ®
p(z) = flz) +. [{(s) ll”' K op(x, s) ds.
Zavedme oznadeni

Iz, s 4) = fzm—l Koz, 5). (14)

Funkece I'(z, s; 1) se nazyva resolventow rovnice (2). Jeji pomoci lze na-
psat feSeni v obzvlast kompaktnim tvaru:

b
p(x) = f(x) + 4 [{(s) I'(x, 5; 4) ds. (15)

Tento vzorec dovoluje okam#ité napsat Fefeni integralni rovnice (2),
jestlize byla napfed vypoétena jeji resolventa.

Vzorec (14) definuje resolventu pouze pro |A| < 1: B. Zavedme nyni
obecnou definici.. Rekneme, %e pro dané A mé integralni rovnice (2)
resolventu I'(xz, s; 1), jestliZe tato rovnice mé FeSen{, a to jediné, pFi
libovolné pravé strané a je-li toto FeSeni uréeno vzorcem (15).

JestliZe resolventa existuje, pak je jedind. Necht ma rovnice (2) pro
A = 1, dvé resolventy I'(z, s; ) a I'y(x, s; 4,). Libovolna funkece f(z)
spliiuje identitu:

b b
f(®) + Ao [T'(z, 8; A) f(s) ds = f(x) + Ao [Tu(x, 5; A) f(5) ds,

kters vyjadfuje tu skutednost, Ze pro A = 1; md rovnice (2) jediné
feeni. Odtud

fb u(z, s) f(s) ds = 0; u(x, 8) = I'(x, 85 1) — ['(x, 85 o).

1 Lehce se dokéZe, Ze tato zaAména je dovolena.
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PonévadZ f(s) je libovolna funkce, zvolme x pevné a poloZme f(s) =
= m Potom )

[|ulz, s)|*ds = 0

a
a u(x, 8) = 0, coz dokazuje, Ze resolventa je jedina.

V § 9 uvedeme takové vyjidfent resolventy, jeZ plati pro viechny
hodnoty 2, pro které resolventa existuje.

Na zavér je§té uvedeme poznimku, kterd méd prakticky vyznam:
Methoda postupnych aproximaci vede k faddm, jez se obycejné nedaji
seéist v uzavieném tvaru. V praxi miZe dat methoda postupnych apro-
ximaci pouze pfibliZné feSeni integralni rovnice; v téch piipadech, kdy
se podafi seéist fadu (10) v uzavieném tvaru, ukaZe se zpravidla moz-
nym fe$it integralni rovnici specjdlnim postupem, aniz pouZijeme
obecné theorie.

§ 3. Rovnice Volterrova typu. Nékteré tlohy matematické fysiky ve-
dou k Fredholmovym rovnicim specidlniho tvaru, nazyvanym rovnice
Volterrovy. Budeme tak nazyvat rovnice, jejichZz jidra jsou omezend
a pro s > z identicky rovna nule. Za téchto pfedpokladi je v integralu

b
JK(z, 5) @(s) ds
intergrand roven nule pro z << s < b a uvedeny integrélfje roven
[K(x, s) p(s) ds.

Integralnf rovnice typu Volterrova mé tedy tvar:

o(@) — 2 [K(z, 3) g(s) ds = f(z). _ (1)

Pro rovnici Volterrova typu plati nasledujici véta.

Véta. Jestlite pravd strana rovnice Volterrova typu je absolutné
integrovatelnd, pak postupné aproximace feleni této rovnice konverguji
pro vlechny hodnoty A.

Dokazeme predevsim, Ze se iterovand jidra Volterrovy. rovnice
rovnaji nule pro z < s a pro £ > s jsou diana vzorcem
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Ko, 5) = [K(@, ) K_yt,9) @)
Manme
b
Ky(z, s) = [K(z, t) K(t, s) dt.

Pro ¢t > « je roven nule prvy &initel za integraénim znamenim a pro
t < s ¢Cinitel druhy. JestliZze = < s, je vidy bud ¢ > z, nebo t <s
a integral je roven nule. Jestlize z > s, je integrand rizny od nuly
pouze pro s < ¢ < z, a tak dostaneéme formuli (2) pro pfipad m = 2.
Uplnou indukei je mo#no dokézat (2) pro libovolné m.

Podle definice je jadro K(z, s) omezené; necht |K(z, s)| < M. Pied-
poklidejme, Ze pro néjaké m je spravny odhad
Mm(x — g)m—1

| K u(z, 8)] < — m—1)!

(3)

Dosadime-li ve (2) m 4 1 misto m, dostaneme

K (2, ) 1—|fot)K ts)dt1<— 1),f(t—s>m tdt =

_ MmtYr —s)m
B - m!

t. j. odhad (3) je spravny i pro index m + 1. PonévadZ je trividlni pro
m = 1, je spravny pro libovolné m. Nahradime-li ve (3) rozdil (@ — s)
jeho nejvétsi hodnotou b — a, dostaneme
Mmb —a)y=-!

(m —1)!
Obecny d¢len fady (10), § 2 je tedy absolutne mensi nez

IMmM‘mb_a)m 1f
(m — I)! I#(s)

a odtud plyne absolutni a stejnomérna konvergence uvedené fady pro
libovolné A.

Je mo#né uvaZovat Volterrovy rovniee, jejichZ jadra nejsou omeze-
na, maji vSak slabou singularitu. Tyto rovnice maji tvar

| Km(2, 8)} <

-
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z -

H(z,
o) — 4 f 5 5) o) ds = fla); 0 <& < L. (4)
(x —s)
a
Postupné aproximace pro tyto rovnice také konverguji, i kdyZ ponékud
pomaleji. Dokazeme to.

Necht |H(z, s)| < M, kde M je konstanta, takZe

M
(@, )| < i =55
Najdeme odhad pro iterovana jadra.
Predpoklidejme, %e pro néjaké m plati odhad
Mm(x — sym=1-ma'm(] _ )
I'(m — ma)

|K (2, 8)] < , (5

kde I je zndmé Eulerova funkce gamma.
Dosadime-li ve (2) m + 1 misto m a odhadneme li pra,vou stranu

pomoci nerovnosti (5), dostaneme
T

Mm+1m(] —oc)f(x p— _s)m_l'_m dt.

I'(m — ma)

IKm+1(z: S)l <

v poslle'dnim integrdlu provedme substituci ¢ = s + (x —'s) v. Potom
1
Mm+Y (g — g)ym--tm+le]'m(] — o)
I'(m — me)

|Kmia(z, $)| < ym—i=ma(]_p)==dy=
Mm+1(x — s)m—(m+1)a1’m+1(1 —_ 0‘)

I'm+1—(m+ 1))

Odhad (5) je tedy spravny i pro m + 1. PonévadZ zfejmé plati i pro
m = 1, plati pro vSechna m. Pro dostatetné velkd m bude exponent
u (x — $) kladny. V tom pifpadé miZeme nahradit (z — s) vétsi hod-
notou b — a. Potom pro abs. hodnotu obecného élenu fady (10), § 2
plati odhad

b

A — a2 L0 =) [y as Q

I'(m — ma)

a
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Dokéieine, Ze Fada s obecnym ¢lenem (6) konverguje. PouZijeme
k tomu Stirlingovy formule

90 9
I(p) =V%’ppe—”+m, 0< <1

Oznadime-li pro struénost veli¢inu (6) a,,, mame

1 1 ]
Va_ A M —a)” w1 —&)[m(l — x))im e B

" m(l — zx)(2n)2—:n
R ) :
- [f1#(s) ds]m. .

a

Tento vyraz konverguje k nule pro m — co; podle Cauchyova kriteria
fada (10), § 2 konverguje absolutné a stejnomérné pro libovolné A.
Jako pfiklad budeme uvaZovat rovnici

p(x) — lofex_’ p(s) ds = f(x). (7)
Vypodéteme iterovana jadra a resolventu. Dostaneme

z
Ky(z,s) = fe= " dt = (x —s) " *.
8

Obdobné najdeme -
xz — §)?
. | Ka(x, 8) = ( 30 ) e*—?
a obecné
— (. — s)_m—-_l z—3
Nyni

(=]

m—1 — oym—1
1—1(8’ x; l) — ez—sz A(:c—s)_

( 1)| — eld+1)Xz—e),
m=1 m — LI

Tento vzorec pla,ti prd s < x; pro s > z je zfejmé I'(z, s; 1) = 0. Podle
vzorce (15), § 2 dostaneme FeSeni ve tvaru

p(x) = f(z) + A [e*+DED f(s) ds. (8)
: 0
Radu postupnych aproximaci se podafilo sedist v uzavieném tvaru.

20



Poznamenejme, %e se integralni rovnice (7) da pfevést na veimi
jednoduchou diferencidlni rovnici. Derivujeme-li (7), dostaneme:

#() — 29a) — 2 [e* g(6) ds = ['o) (9)

Vylouéime-li integral z (9) pomoci (7), dostaneme linedrn{ d1feren01a1ni
rovnjci 1. fddu s nezndmou ¢(z):

¢'(x) — (2 + 1) px) = f'(2) — f(x)

Integrujeme-li ji pfi poéiteéni podmince ¢(0) = f(0),! dostaneme fe-
Seni (8).

§ 4. Integrdini rovnice s degenerovanym jidrem. Existuje dilezité
t¥ida integralnfch rovnic, je# se jednoduse Yesi pfevedenfm na soustavu
algebraickych rovnic. Budeme nazyvat jadro degenerovangm, jestlize je
soudtem kone&ného poétu séftanct, z nich# kaidy je opét soudinem
dvou ¢&injteld, ze kterych jeden je funkei pouze x a druhy pouze s.
Degenerované jidro ma tedy tvar

K(z, ) = Ya.(a) bo) (1)

integrilni rovnice s degenerovan)'rm jadrem se d4 napsat ve tvaru

— lzal(w) fb s) p(s) ds = f(»). (2)

Funkee a,(z) 1ze povaZovat za linedrné nezavislé; v opaéném piipadé
lze podet séitanci v (1) sniZit. Stejné lze povazovat funkce b,(s) za ne-
z4vislé. ‘

Integrélni rovnice s degenerovan)'rm jadrem se Fesi takto: Oznadime

f () (s) ds. (3)

Velidiny c, jsou neznamé konstanty, nebot nezniame funkeci (;a(x) Z rov-
nice (2) nyni dostaneme

¢(e) = f(e) + 2 3eae) @

1 Tuto podéteéni podminku dostaneme, poloZime-li v (7) z = 0.
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a zbyva jesté urcit konstanty c,. Dosadime proto vyraz (4) do integrélnf
rovnice (2). Po jednoduchych tipravich dostaneme:

n b n
-Zlai(x){ci - fbi(s)[f(s) + ﬂkzck ax(s)] ds} = 0.
Ponsvads funkce a,(z) jsou Linedrns nezavislé, plyne z posledni rovnice:
b n
¢;i— [b(8)f(8) + A2 ceay(s)]ds =0, i =1,2,...,m.
a k=1

Oznadéme jesté pro struénost

b b
fbi(s) f(s) ds = fi, [by(s) aw(s) ds = ay.
Potom je
Ci—/‘lzaikck= fsi=12,..,n (5)
k=1

Konstanty c; jsou tedy FeSenim soustavy linearnich algebraickych
rovnic. Jejim FeSenim najdeme 1 FeSeni rovnice (2); jeji FeSeni je ddno
vzorcem (4). Naopak neni-li soustava (5) FeSitelnd, nema FeSeni ani
integralni rovnice.

Determinant soustavy (5) se rovna

1—2a,;,, —iay, ..., —ia,,
D) = — l:a“, 1 — /'l.azz, ceey  — Ay, (6)
| —Agn, — M, ..., | — A,

To je polynom nejvyse n-tého stupn& pro 1; neni roven identicky
nule, nebot pro 2 = 0 mé hodnotu 1. Z toho plyne, Ze existuje nejvyse
n riznych hodnot, pro né# D(A) = 0. Pro tyto hodnoty A je soustava
(5) a s nf i integralni rovnice (2) bud nefesitelnd, nebo ma nekonec¢né
mnoho Fefeni. Pro ostatni hodnoty A ma integrélni rovnice FeSeni, a to
jediné. ,

Poznamenejme, Ze soustavu (5) je moZno napsat, aniz dosadime
vyraz (4) do rovnice. Staéi vynasobit rovnici (4) by(x) (k= 1,2, ..., n)
a zintegrovat v mezich od a do b. Zaménime-li oznadenf ¢ za & a naopak,
dostaneme soustavu (5).
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"P#iklad. Budi# déna rovnice
1
P(z) — 2 a[ (x + s) p(s) ds = f(z).

Jeji feSeni ma tvar
: ?l2) = f(@) + A + ca).
Podle vyse vyloZené methody dostaneme pro urdeni konstant ¢, a ¢,

soustavu: (1 — 32) 0y — Ay = £,
— 3o+ (1 —32) ey = fo,
kde L )
fr= 0ff(-‘>’) ds, f, = Ofs f(s) ds.

Determinant této soustavy, rovny — 194> — 4 4 1, rovna se nule pro
dvé hodnoty 4: .
A, = —6+4)3 2, =—6—4]3.

Pro A razné od 1, a A, mi nafe rovnice jediné Feeni:
1

_ 1225 — 42
¢(z) = f(z) + A f o2 L D12 = ) as.
0

Pro A = 4, nebo A = 1, je nade rovnice obecnd nefesitelns. Ctend¥
snadno najde podminky, jeZ musi spliiovat funkce f(z), aby FeSeni
existovalo i pfi tdchto vyjimeénych hodnotich A, a také najde tvar
obecného FeSeni.

UvaZme jesté rovnici
2.

p(x) — 2 f;mx coss ¢(s) ds = f(x).
0

Polozime-li 2 o
fo(s) coss ds = ¢,
0

méxme o(x) = f(z) + Ac sinz.

Vynisobme posledni rovnici cosz a zintegrujme v mezich od-0 do 2.
Pak dostaneme

27

o= [ {(z) cosz dz,

0

a tedy 27
@(z) = f(z) + A [sinz coss f(s) ds.
. V]
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§ 5. Obecny pFipad Fredholmovy rovnice. Reseni Fredholmovy rovnice
v obecném pripadé je moZno pfevést na feSeni rovnice s degenerovanym
jddrem. To je moZno uéinit mnoha zpisoby. Napisme na pnklad
Fouriertiv rozvoj jadra K(z, s) v dvojnou kosinovou ¥adu

1L kres
K(x Z A,y cos ——cos

i, k=0 b—a b—a

(1)

Ptitom nepfedpoklidédme, Ze Fourierova fada konverguje. Oznadme
nyni ’

n :

17X ks
Z A, cos —— cos
Pad b

— b—a
K(z,s) — P(x, s) = K'(z, s).
Danou integralni rovnici
b
p(x) — A [K(z, s) p(s) ds = f(z) (2)

prepiSeme ve tvaru

= P(z, s),

1, 0

b b
" px) — A [K'(z, s) ¢(s) ds = f(zx) + A [P(=, s) g(s) ds. (3)

Vyraz na pravé strané v (3) budeme dolasné povaZovat za zndmy.
Potom je mozno uvaZovat rovnici (3) jako integralni rovnici s jadrem
K'(x, s), parametrem 4 a pravou stranou

x) + A be(x, s) p(s) ds.

DokaZeme, e rovnice (3) je Fefitelnd methodou postupnych aproxi-
maci, a to za toho jediného pfedpokladu, Ze % je dostatedns velké.
Jadru K'(z, s) prislusi Fourjertv rozvoj

d kms
/ Y _
Kz 9) 1401c§+f%'kcosb a’ b—a+
T kns
+1_%:_1 kz A cosb 2 cos F—a

Zavedme oznateni  ,,

[[|K'(z, s)*dz ds = B’
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V disledku Parsevalovy rovnice

gl S a3 Saa

Rada (4) je zbytek konvergentm fady
(b — a z IAzklz

a pro dostateéné velkd n lze ]e]i soudet uéinit 11bovolne malym.
Zvolime n tak, aby byla splnéna nerovnost

B < 1:|A.

Podle véty § 2 Ize rovnici (3) Yedit methodou postupnych aproximac;
existuje resolventa

I

Iz, s; A) = il’""l K;n(x, s)t
a TeSeni rovnice (2) 1ze napsa,t podle vzorce (15), § 2:
p(z) = f(z) + 4 fP(x, s) p(s) ds + 2 f—’”(x, t AU +

b
+ A [P(t, s) p(s) ds] dt.
Zavedme oznadeni

b
fl@) + A [T"(=, t; 2) f(t) dt = F(=),

b
P(z,s) + A [I"(z, t; 1) P(t, s) dt = K" (=, s). (5)
Potom posledni rovnice nabyva tvaru .
b -
p(x) — A [K'(x, s) p(s) ds = F(x). (6)

To je integralni rovnice s nezndmou @(s), jeZ je ekvivalentn{ rovnici (3).
Dokézeme, Ze jeji jadro K "(z, ) je degenerované. Skuteéns, P(z, s) je
trigonometricky polynom. Vyjédiime jej ve tvaru

P(xs)—ZCosb b()

1=

1 K,.(z, s) jsou iterovana jadre, ziskand z jadra K’'(z, s).
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kde

bi(s) = ZA,,, cos bkns
Dale
b b 7t
[z, t; 1) P, s) dt = Zb f I(z, ; 4) cos p—— dt.
Zavedeme-li nyni oznaden il
axr) = cosb —|— A fl" (x, t; A) cos tadt,

muZeme napsat
K'(z, s) = Za’i(x) bys);

jadro K’(z, s) je skuteéné degenerované. Zpisobem uvedenym v § 4
pfevedeme integralni rovnici na soustavu linedrnich algebraickych
rovnjc.

Uvedeny zptsob neni oviem jediny moZny; obecnou Fredholmovu
rovnici pfevedeme na rovnici s degenerovanym jadrem, jestlize jakym-
koliv zpisobem rozlozime jadro na dva séitance:

K(z, s) = P(z, s) + K'(z, s), (*)

z nich? prvy m4 charakter degenerovaného jidra a druhy spliiuje ne-
rovnost

bb
B® = [[|K'(z, s) d:z:ds<Mlz

VyloZeného zpiusobu se v praxi uZivd v tomto zjednoduSeném
tvaru. ; P
Necht rozklad (*) je takovy, Ze

b
[|K'(z, s)|rds £ C,

kde C” je dostateéné mala konstanta. Pfipustime-li, Ze dan4 integralni
rovnice m4 FeSeni, vidime, Ze integril

b,
[K'(z,s) ¢(s) ds
a
je také maly. V disledku Butiakovského nerovnosti skuteéné mame
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b
lfK (x, 8) P(s) ds|2<f|K'a: s)[ 2dsf]tp ) ds < C' [|@¥(s)| ds.

Zanedbame-li tuto malou velidinu, dostaneme misto rovnice (3) hned
rovnici s degenerovanym jidrem:

b
z) — 2 [Pz, 5) 9(s) ds = f(z)

Postup tedy spolivd v tom, Ze nahradime jidro blizkym jidrem
degenerovanym, aniz ménime pravou stranu rovnice, pfi demz stupeii
blizkosti jader je uréen veli¢inou C".

UvaZujme dalsi pfiklad. Redenf Dirichletova problému pro koneénou
Tovinnou oblast ohrani¢enou kfivkou L miiZe byt prevedeno na feSeni
integralni rovnice!

u(t) — = f o8 1) 2y do = £2). (7)
- @ r
L
Zde jsou t a T hodnoty parametru, jenz uréuje polohu bodu na kfivee
L; r je vzdéalenost mezi body, jeZz odpovidaji témto hodnotim para-
metru; » je vngjsi normala k L v bodd 7; do je element oblouku L;
koneéné u(t) je nezndma a f(t) dand funkee.:

Ve druhé &asti bude dokdzdno, Ze rovnice (7) m4 FeSeni pro libovol-
nou funkei f() '

ReSme piiblizné rovnici (7) za pfedpokladu, Ze hranice oblasti je
elipsa s poloosami a a b (obr. 1). Jeji parametrické rovnice jsou
‘ x = @ cost, ¥ = b sint;

parametr t-se méni od 0 do 2x. Uréeme
jadro rovnice. Predevsim

12 = a?(cosi —cosT)? + b*(sint —sint)? =

t—1 t4- T
2 2
5 (l €% cos > ),

Ly 73 i wienlns .
kde & = —|'a? — b? je tiselnd excentri-
a .

= 4qa? sin®

cita elipsy. Déle Obr. 1.

1 Viz Sast II, kap. I, § 29.
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cos(v, r) do = [cos(v, x) cos(r, x) + cos(v, y) cos(r, y)] do =
= % [a(cost — cost) dy — b(sint — sint) da] =

b . . .
= aT[co_s-r(cost — ¢o0s7) + sinz(sin{ — sint)] dv =

2ab . .t —
= — —sin
r

i dz.

Nynt

- b i1+ t+ 7
= —%(1 + .t:zcoszT—l—.s4cos4 3 + ) dr. (8)

Tim, Ze se v napsané fadé omezime na koneény pocet clenii, nahradime
jadro na#i rovnice jidrem degenerovanym. ReSit rovnici je u potom
lehké. Provedeme dalsi vypoéty za predpokladu, Ze excentricita je
mala, takZe je mozno sé omezit na dleny s &2

Méame tedy Fesit rovnici

2n
,u(t)—|—2%af(l+ szcos2t+
0

Dosadime-li %[i + cos(t + 1)] za cos?}(t + ), dostaneme:

T

)H(T) dz = /(?).

u(t) + _an(oc ~+ B cost cost — f sint sint) p(z) dv = f(t). (9)
0

Zde jsme oznaéili .

b be?
o =g (1 + 3¢ f=—.
Z (9) plyne, Ze
u(t) = f(¢) — ¢, — ¢, cost — ¢, sint, (10)

kde
2r 27
¢, = a [u(r)dr, ¢y = B [u(z) cost dr,
- 0 K

2n
¢, = — B fu(r) sinz dz.
1]
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Vynésobime-li (10) vyrazy «, B cost a — fsint a zintegrujeme-li ji
v mezich od 0 do 2w, dostaneme nésledujici rovnice pro neznimé
€y, Cg, Cg! ‘

¢, = f1— 2mxcy,

Ca = fo— ey,

¢y = [y + mfe,,

kde

2 2 2x

fr="a [f(r)d7, fy =B [f(7) costdr, fy = — B [{(7) sinTdz.

0 0 0

Odtud najdeme
_ fl _ _ fz _ fa _
01—1-}—2710" 2714 ap ca—l—nﬁ’ (11)

Uzijeme-li téhoZ postupu, neni obtiZné nalézt i presndjsi FeSeni.
Staéi ponechat v rozvoji jidra vys& moceniny e. MiZeme ziskat
i presné FeSeni, aviak ve tvaru nekoneéné fady. Abychom toto feSenf
dostali, uzijeme tohoto postupu: Rozvineme funkei

1 .
1 — g2 cos2P

ve Fourierovu fadu. Tato funkece je sudd; mimo to se neméni, poloZi-

me-li & 4+ n za 9. Z toho lze lehko usoudit, Ze jeji Fourierova fada m4
tvar

1 @

1 — etcostd kgg ¥ cos2kd

neboli ’ '

1

@ @
ax oo, a .
—_— __—g,t > Ee2ik® Ok o—2iko,
1 — g2 cos2d ° —1-2 +L=z1 2

Odtud, podle znamych vzoret,
27

L1 ¢ 1
0T 2 1 —etcos®®  |/I — ¢
0

2n -
1 e2ikd 49
de= g [ o P21

0
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Abychom vypocetli posledni integrdl, poloZime e?® = z. Po elemen-
tarnich dpravach dostaneme

1o 1 f 42241 dg
B = 42 — ¥(2* + 1)%

kde y je kruZnice |z| = 1. Uvmtr y lezi pély integrované funkce

£
1+1/1—s2 14+ |T—&

Residua maji v pélech z, a z, stejnou hodnotu, a to
&2k

21 — 21 4 |1 — 2y

9 g2k
l/l — 1+ J1 = =

%5 = :22——21——

Odtud najdeme

Hledany rozvoj ma tvar

Nyni

(1_szcos2t+’)_l=ﬁ[1+2§( ’ )%
2 b k=1 d+b )

. (coskt coskt — sinkt Sink‘t)],‘

kde ¢ je vystfednost élipsy; nafe integrdlni rovnice nabude tvaru
2

@ 2k
) + 5 f r)dr+;k 1( jrb) cosktfﬂ(T)COSdeT—
0

1 CP‘ c 2 r . .
—-=2 (a T b) sink? [y(‘r) sinkt dr = f(t). (12)

T k=0
1]
Oznaéme
f 27 21
1

1 1 .
o u(r)dr = 4,, ;f,u(r) coskr dr = A, ;f,u(r) sinkt dz = B;.
0 0 0
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Potom, jak plyne z (12),

uit) = f&) — g (

2k 5
P b) (A coskt — Bk sinkt). (13)

1 k i
Znasobime-li (13) postupné vyrazy o 08 ta. sink

a zintegruje-
7T

me-li ji, najdeme

_ _ (a + b)F F, _ (@ + b)c F,
A=t b=t @0 P aror—e—or!"
kde F,, F) a F, jsou Fourierovy koeficienty funkee f(t):

- ‘2n - 2n
1 1
F,= 5 ff(t) dz, F, = po f}‘(r) coskr dr, (15)
0 0
2n

F, = %ff(t) sinkz dr.
1]
Pro kruZnici ¢ = 0 a FeSeni ma tvar
1
pl(t) = f(t) — Ao = f(t) — 25 ff(f) dr. (16)
0

Toto posledni YeSeni viak dostaneme jednoduseji p¥imo. Skutedng,
pro kruZnici @ = b, ¢ = 0 a rovnice (7) nabyva tvaru

2n

ult) + 5 f p(v) de =
0

ult) = 1)) —o, ¢ = = f

0

Odtud

Integrujeme-li posledni rovnici v mezich <0, 2z}, najdeme

1
c=—"1f(z)dr,
4n6[

coZ znovu dava vzorec (16).
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§ 6. Soustavy integrdlnich rovnic. V aplikacich se ¢asto setkdvame se
soustavami integralnich rovnic. Takova soustava ma tvar

n b
q’t(x) — AI,Z fK'ik(x’ 'S) ¢k(s) d8 = f’i(_x)) i = ]-) 2: vy M (1)
k=1 a
Theorie a také methody feSeni soustav integralnich rovnic jsou tytéz
jako pro jednu rovnici. Tak postupné aproximace konverguji pro
malad A, specialné jestlize A vyhovuje nerovnosti

[A] < {max ZfolK,k (, 8) |2d:::ds}_1 (2)

1-i<n k=

a integraly
fIKuc(ﬂ:, s)[2ds

jsou omezensé. Jestlize jadra K(z, s) jsou degenerovana, prevede se
soustava (1) na soustavu linedrnich algebraickych rovnic. V obecném
piipadé se soustava (1) pfevede na soustavu s degenerovanym1 jadry
methodamj vylozenymi v § 5.

Soustavu integrilnich rovnic lze nahradit jedinou rovnici takto:
UvaZujme proménné z a s, probihajici interval <{a, nb — (n — 1) a),
jehoZz délka je m-krat vétsi neZ délka pocatecniho intervalu (a, b).
Definujme funkce @(z), F(z), K(z, s) ve zminéném intervalu vzorci:

D(z) = @& — (1 — 1)(b —a)),

kdy%
G—1)b—(i—2a<lz<ib—(E—1)a
F(z) = iz — (@ — 1)(b —a)),
kdy# ,
(t—1)b—(@t—2)alz<ib—(t—1)a
K(z,5) = Kylz — (i — 1)(b —a),s — (k — 1)(b —a)),
kdyz

(%—UM—@—M@§x<%—4é—Dm
(f—1)b—(k—2)a<s <kb—(k—1)a.

Pri takové definici se soustava (1) pfevede na jedinou rovnici

" pbi-(n—1l)a

®(z) — A [K(z, ) D(s) ds = F(a). (3)

32



§ 7. UZiti pFibliZného integrovani. Nahrazeni daného jidra degenero-
vanym nam umoZiuje najit feSeni ve tvaru vzorce vhodného pro cely
interval @ < 2 < b a pro libovolné hodnoty parametru A. Vaznym
nedostatkem tohoto zpiisobu se jevi nutnost vypoétu kvadratur,
nékdy. znaéné obtiZnych a éetnych. Stejny nedostatek ma i methoda
postupnych aproximaci. VyloZime nyni methodu pfiblizného FeSeni
integralnich rovnic, jeZz nevyZaduje vypoétu kvadratur.
Necht v rovnici
b
p(x) — A [K(z, 5) p(s) ds = f(z) (1)
jsou jadro K(z, s) i pravé strana f(z) spojité proa < 2 < b,a < s < b.
Potom je ¢(x) také spojitd. Integral
b
[K(z, s) p(s) ds
nahradfme koneénym soué¢tem podle nékterého ze vzorct pro pi‘il)'liiny
vypodet integrald, na priklad podle vzorce vztaZeného na déleni obdél-
nikové

b n
[K(z, s) p(s) ds ~ thK (z, zx) @(zx),
a =1
kde
b—a
h=T, x, = a + kh.
V piibliZné rovnici

o) — 1 S K@, ) 9le) = o)

dosadime za z hodnoty z,, z,, ..., ;. Dostaneme tak soustavu linesr-
nich algebraickych rovnic s nezndmymi @(x,), @(,), ..., p(z:):
n
Q(xi) ke ZhLZK(x,-, xk) (p(xk) = f(x,-), 7: = 1, 2, ceny n. (2)
t=1

Refenfm této soustavy dostaneme priblizné hodnoty neznimé
funkce @(z) v bodech x,, % , ..., ;. UZijeme-li kterékoliv z interpolaé-
nich method, dostaneme prlbhzne vyjadieni @(z) v celém intervalu.
Nejjednoduseji se ovsem ptiblizné vyjadieni dostane piimo z integralnf
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rovnice: nahradime-li v nf integrdl koneénym souétem, dostaneme pii-
blizné vyjadieni

o) ~ o) + 1 IK(z, 32) p(an)

Misto obdélnikové methody je oviem mozno uZit i jinych vzorcli pro
pribliZny vypodet integralu. Mnohem presnéjsi vysledky dostaneme,
uzijeme-li vzorce Simpsonova nebo je§té lépe Gaussova. .

Kdyz n — o, vyraz g(z) nalezeny naznadenym zpilisobem m3 za
limitu YfeSeni integralni rovnice (1) za pfedpokladu, Ze YeSeni existuje
a je jediné. Dtkaz je moZno najit na ptiklad v knize L. V. Kantorovice
a V. I. Krylova [42].

ReS$me uvedenym zptisobem rovnici (7), § 5 pro elipsu. Aby bylo
moZno viechny vypotty provést az do konce, udejme &iselné hodnoty
veliéin a a b a zvolme uréjtou funkei f(¢). Necht na pf.

a=25, b=38, f(t) = 2*+ y® = 25 cos® - 9 sin’.
Nase rovhice pfibli#né zni

2n

wt) + 0,10 | u(z) de — 25c0s% + 9sin2
t+
h 1 — 0,64 cos?

2

neboli, uzijeme-li periodi¢nosti funkece u(t),
+7
(t)—l—f (v) _dz — 25 — 16 sin%t (3)
# M 88 —32cos(t+ 1) ' ’ '

Pravé strana nabyva stejnych hodnot v bodech symetricky polo-
zenych vzhledem k osdm soufadnic. Neni obtiZzné zjistit pomoci vzorce
(13), § 5, Ze tuto vlastnost ma také u(t), t. j. ze

wu(m — 1) = p(—1t) = p(b). (4)

Ziejmé také mi u(t) periodu on. Stadi tedy uréit u(f) v intervalu
0t < I
" Vezméme n = 12, takZe h = . Oznadme pro strudnost

p(0) = yq, w(3T) = ¥ ,“(31;7‘5) = Y3, p(3T) = Yo
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Soustava (2) v naSem pripadé zni:

1,19y, + 0,35y, + 0,31y, 4 0,15y, = 25, -
0,18y, + 1,34y, + 0,32y, + 0,16y, = 21,
0,16y, + 0,32y, + 1,34y, + 0,18y, = 13,
0,15y, + 0,31y, + 0,35y, + 1,19y, = 9.

(8)

Reseni je
Y, = 16,04; y, = 12,27; y, = 4,73; y, = 0,94.

V nafem ptipadé je nejlépe interpolovat pomoci Fourierova rozvoje,

nebof funkece u(t) je periodicka. ProtoZe u(t) spliiuje relace (4), m4 jeji

Fourierdv rozvoj tvar '

u(t) = Da, cos2kt.
i=o

Ponechme v této fadé pouze prvé &tyfi ¢leny. Zndme-li étyfi hodnoty
funkece u(t), mizeme vypocitat &tyfi koeficienty a,, a,, a,, a;. Obvyk-
lym zpisobem najdeme
a, = 8,50; a, = 7,54; a, = 0; a3 = 0;
u(t) ~ 8,50 4+ 7,54 cos2t. (6)
Porovnejme (6) s presnym FeSenim nalezenym v § 5, vzorce (13) az (15).
V:naSem piipadé
f(t)’= 25 — 16 sin* = 17 + 8 cos2t,
takie F, = 17, ', = 8 a vSechny ostatni Fourierovy koeficienty jsou
roviiy nule. Podle vzorca (14), § 5
A, = 8,50; A, = 17,53.
Ostatni koeficienty 4, a viechny B, jsou rovny nule. TudiZ
©(t) = 8,50 + 7,53 cos2t.

P#iblizné feSeni (6), jak vidime, je prakticky shodné s presnym;
maximéalni relativni chybu dostaneme pro { = 4w a ta éini p¥iblizné
1%, Pro t = 0 je relativni chyba mensi nez 0,07%,.

§ 8. Fredholmovy véty. Uz jsme vidéli, Ze integrdlni rovnice neni
obecné Fesitelnd v uzaviené formé. Obylejné je pii feSeni integralnich
rovnic t¥eba pouZit pfibliznych method. P¥i tom, jak bylo pozname-
nano v §§ 5 a 7, mizeme pFibliznych method s jistoton uzit jen tehdy,
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kdyz byla FeSitelnost rovnice dokdzdna jiz diive, pfi éemZz méme na
mysli feSitelnost pii libovolné pravé strané. Proto nabyvé velkého
vyznamu rozbor rovnice, jeni pfedchazi jejimu vlastnimu FeSeni.
‘Tento rozbor lze vZdy provést pomoci obecnych vt o integralnich rov-
nicich, jez byly dokazany Fredholmem. Takové véty jsou Gtyfi.

Budeme uzivat nasledujiciho nidzvoslovi. Hednoty A, pro néi
existuje resolventa Fredholmovy rovnice, budeme nazyvat reguldrni
a hodnoty A, pro néz resolventa neexistuje, nazveme charakteristickeé.
Prevriacené hodnoty charakteristickych &isel se nazyvaji viastnimi
hodnotami rovnice. '

Je z¥ejmé, Ze homogenni rovnice

b
p(x) — A [K(z, s) p(s) ds = 0 (1)

m4 pro regularmi A pouze trividlni feSeni p(x) = 0.

Piedpoklidejme, %Ze homogenni rovnice (1) ma netrividlni feSenf;
podle véty (1) je to moZné jen tehdy, kdyz hodnota A je charakteris-
ticka. Jestlize ¢,(z) je FeSenfm rovnice (1), pak ¢ éal(x), kde c je libovolna
konstanta, je také feSenim; jestlize p,(x) a @,(z) jsou dvé takova FeSeni,
je jejich soudet @,(x) -+ @,(x) také feSeni. Tudiz kdyz @,(z), p.(z), ...,
@x(x) vyhovuji homogenni rovmici (1), pak jejich libovolnd linedrnf
kombinace 0171(®) + ¢ 9a(®) + ... + i @u(®)
ji vyhovuje také. Jestlize m4a tedy homogenni integralni rovnice
alespoii jedno netrivialni feSen{ (t. j. takové, jez neni identicky rovno
nule), m4 jich nekoneéné mnoho. Netrividlni FeSenf homogenni in-
tegralni rovnice se nazyvaji vlastnimi nebo charakteristickyms funkecemi
jadra K(z, s) (nebo rovnice), odpovidajicimi danému charakteristické-
mu &islu.

Vyslovime nejprve vSechny IFredholmovy véty, potom uvedeme
nékterd dobfe zndmad tvrzeni linearni algebry a jejich pomoci dokdzeme
Fredholmovy véty.

Véta 1. V libovolné omezené Cdsti komplexni roviny A existuje pouze
koneénd mmoZina charakteristickyjch ¢isel Fredholmovy integrdlni rov-
nice b

o(x) — 1 [K(z, 5) g(s) ds = f(z). (2)

13
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Véta 2. Ke katdému charakteristickému c&islu pati alesporn jedna
charakteristickd funkce. Pocet linedrné. nezdvislych charakteristickijch
funkci, jez ptisludeji danému charakteristickému &islu, je koneény.

Dfive nez vyslovime dvé zbyvajici Fredholmovy véty, zavedeme
novy pojem, jen# hraje dileZitou tlohu v theorii' integralnich rovnic.
Jidro K(s, ), jez dostaneme z daného jidra K(x,s) vyménou pro-
ménnych a pfechodem k funkeci komplexné sdruZené, nazyva se
konjugované s danym jadrem a rovnice

b -
p(x) — 2 { K(s, z) p(s) ds = g(=) (3)

se nazyva konjugovanou s rovnici (1) a také s ni p¥isluénou nehomo-
genn{ rovnici. Konjugovana rovnice se dostane z dané ziménou jadra
za Konjugované a zéménou parametru za komplexné sdruZeny; pravé
strana g(z) je aplné libovolnd.!

Poznamenejme, %e konjugovanost je reflexivni, takZe rovnice (1) je
konjugovana s (3).

Jestlize jidro K(z,s) je realné, dostane se konjugované jidro
prostou vyménou proménnych.

Véta 3. Jestlife i, je charakteristické cislo jadra K(x, s), pak A, je

charakteristické Cislo konjugovaného jddra K(s, x). Polet linedrné nezd-
vislych charakteristickych funkci rovnice

b
p&) — 4o [K(2, 5) g(s) ds = 0 0
a rovnmice s ni konjugované '

b
p(z) — /T.,af K(s,z)p(s)ds = 0 (5)

je tentys.

v uéebﬂicich integralnich rovnic se konjugované rovnice obyé&ejnd pife ve
tvaru
b

w(z) — lfK(S, z) w(s)ds = h(z);
a

tuto fonlu konjugované rovnice dostaneme tim, Ze poloZime ‘w(x) = y(x),
h(z) = g(x) & nahradime vSechny 8leny rovnice (3) komplexn& sdruZenymi.

37



V dal$im hraje dileZitou Glohu pojem skalarmtho soudinu. Skaldrnim
soubinem (@, v) dvou funkei @(z) a p(x) se nazyva integral

(P, ) = f 9(2) p(z) da.
Uvedme nékolik jednoduchych vlastnosti skaldrnfho soudinu, jez
vyplyvaji bezprostfedns z jeho definice.

a) Jestlize @(z) a p(x) jsou soudtem nékolika séitancd, provede se
skalarni nasobeni podle pravidla o nasobeni mnohoé¢lent. Tak na pk.:

(P14 @291 + ¥2) = (91, ¥) + (@1 v2) + (@2, 1) + (@2, V)
b) Pii zdmeéné é&initeld se soufin stane komplexné sdruZenym:
(v, ) = (p, ).

¢) Konstantni koeficient u prvého ¢initele lze vytknout pfed ska-
larni soudin:
(29, v) = Mo, )

d) Konstantni koeficient u druhého éinitele lze vytknout pied ska-
larni soudin, kdyZ jej pfed tim nahradime komplexné sdruZenym:

(9, 2p) = Ao, p)-
e) Skaldrni soudin funkce se sebou samou je velidina neziporna:

b
9) = [|¢*(z)| dw = 0;

rovns se nule, kdyZ a jen kdyz ¢ = 0.
Dvé funkce ¢ a y se nazyvaji orthogondlni v intervalu (a, bY, kdy%
b
= [p@) p(z) dv =

JestliZe jsou tyto funkce redlné, je podminka orthogonality jedno-
dussi a nabyva tvaru

b
Jo(x) p(z) dz = 0.

Velitina |/(@, @) se nazyvé normou ¢(z) a znadf se |-
Funkee, jejichZ norma se rovna jedné, se nazyvaji normované.
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Uvedme nékteré dilezité vlastnosti normy. Ziejmé norma libovolné
funkece je nezapornd; rovnost normy nule je ekvivalentni s indentickym
vymizenim piislusné funkce. Dale je zfejmé, Ze |lap|| = |a| . |lpll, jest-
lize a je konstanta. UZijeme-li na integrél

(p,p) = ftp y(z) da

Buniakovského nerovnosti, dostaneme

b b b
(@, ¥)I* < (flpte)] - [9(@)] d2)* < [lo*(=)] dz [|p¥(=)| dz
a odtud ’ ’ ’
(@, v)] < llgl - lrwll-
Posledn{ nerovnost budeme také nazyvat nerovnosti Buiiakovského.
Uvazujme nyni veli¢inu '

lp +yll=(@+v.e+v)=(pe)+ (py) + (¥ ®) + (¥ 9.

Aplikujeme-li nerovnost Bufiakovského na dva stfednf ¢leny, dosta-
neme

- le + wI* < llpl® + 2llell - vl + 1l
odtud plyne t. zv. trojihelnikovd nerovnost

lp + %Il < llell + llpll-

Vlastnosti normy zde vytéené Siroce vyuZijeme v kap. II.
V dal$im budeme uZivat oznadeni

Ko = fbK(:v, 8) p(s) ds

Integral, jenZ se vyskytuje v konjugované rovnici, budeme oznaéovat

K*y: b

K*p = [K(s, z) y(s) ds.
g

Vyraz Ko budeme nazyvat Fredholmovym operdtorem a vyraz K*y
operitorem konjugovanym s K¢. Je zitejmé, ze Ko je operator konjugo-
vany s K*p. Konjugované operitory jsou spolu vazany velmi dile-
zitym vztahem

N

(Ko, v) = (p, K*y). (6)
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Skuteéné
b b _ b b _
(K, ) =af {y(x) ,,f K(, s) p(s) ds} dz =.,f ?(s) { JK(z, ) p(x) dz} ds

¢ili, kdyz nahradime z za s a naopak,

b
(Ko, p) = f(p {fK(s,x)y—J(—s_)ds}dz.
Avsak

b b
JK(s, %) p(s) ds = [K(s, 2) p(s) ds = K*y,

a

a tedy
(Kp,y) = f«;v z) K*p dz = (9, K*y).
Jestlize K«p a Ly jsou dva operatory tvaru
Kp = [K, ) gls) ds, Lp = [L(z, s) ols) ds,
a e
pak, jak je lehce vidét, K (L) je operdtor téhoZ tvaru, totiz
K(Lg) =afbM (, ) @(s) ds,

kde
b
Mz, s) = [K(z, t) L(t, s) d

Budeme psit KLy misto K(Lp). Poznamenejme, Ze obecné KLg +
4+ LKg. Déle budeme znagit K2p — KKg, K® = KK?p atd. Z¥ejmé

K = fl,I(,,(x, 3) p(s) ds

kde K, (z, s) je n-té iterované jadro piisluSejici jadru K(z, s).
Neni obtiZzné nahlédnout, Ze
C (KL)* ¢ — L*K*g.
Skutec¢né podle vzorce (6)
(KLy, ¢) = (p, (KL)* ).
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Na druhé strans, podle tého% vzorce (6),
(KLy, ) = (Ly, K*p) = (y, L*K*p).

Porovnanim obou vysledkii dostaneme
(v, (KL)* p — L*K*9) = 0.

Funkce w(z) = (KL)* ¢ — L*K*p, které je orthogondln{ k libovolné
funkei p, je orthogonalni specidlng k sobé samé. TudiZ

0= (w, w) = fb|w2(x)|- dz,

odkud w(z) = 0, a tedy (KL)* ¢ = L*K*p. Z dokidzané rovnice mezi
jinym plyne, Ze (K*)* = (K*)*, t. j. jddro konjugované s n-tym itero-
vanym je n-tym iterovanym jidrem pro konjugované.

Pomoci pojmu orthogonality muzeme formulovat &tvrtou Fredhol-
movu vétu. ’

Véta 4. Necht A, je charakteristické &islo jddra K (z, s). Aby nehomo-
genni rovnice

b
p(x) — A [K(, 3) p(s) ds = f(x) (7)

méla Fesent, je nutné a stact, aby jeji pravd strana f(z) byla orthogondlni
ke vSem charakteristickym funkcim konjugované homogenni rovnice

b
p(@) — Ao K(s, x) p(s) ds = 0.

Uvedme nyni bez dikazu nékteré véty z theorie linedrnich algebraic-
kych rovnic. Podrobny vyklad téchto otiazek d¢tenaf najde na pf.
v knize V. I. Smirnova, Kurs vy3$i matematiky, sv. III.

Ka#dou soustavu n komplexnich éisel, napsanych v ur¢itém pofadku
(1, g, ..., ), budeme nazyvat vektor a budeme ji oznaéovat pisme-
nem se §ipkou nahofe. Definujme pro vektory séitani, nasobeni ¢islem
a skalarnf souéin vzorei

T4y =@+ Y1, ¥+ Yo --e» Tn + Yn)s
2 = (Azy, Ax,, -.., Ax,),
(3;, E/)) = xlyl + x2y2 + e + xnyn'

Jestlize (a_,: 37) = 0, pravime, Ze vektory ¥ a ¥ jsou orthogonalni.
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Vektor (0, 0, ..., 0) nazyvame nulovym a znadime obvyklym sym-
bolem 0. Vektory z®,z®,...,z® nazjvime linedrné nezavislé,
jestliZe rovnost

k
i=1

je splnéna pouze tehdy, kdyZ viechna &fsla ¢; jsou rovna nule. V opaé-
ném pripadé se vektory nazyvaji linedrné zavislé.
Soustavu linedrnich rovnic

n
Dopxr=2b;, j=1,2,...,n (8)
£=1
je mozno uvaZovat jako jedinou rovnici pro neznamy vektor z=
= (%, Tay -, X,), je-li ddn vektor b = (b, by, ..., by). Soustava
. :
k%f’kiyk = i 7 =12 ..,n (9)

se nazyva konjugovanou k soustavé (8). Determinanty dvou konjugo-
vanych soustav maji hodnoty komplexné sdruzené.

Plati nasledujici véty:

a) Jestlize determinant soustavy je rizny od nuly, potom jak sou-
stava dand, tak i soustava k ni konjugovana jsou FeSitelné, a to jedno-
znaéné pro libovolné pravé strany soustavy. Specidlné homogenni
soustava md pouze nulové feSeni.

b) Jestlize determinant soustavy je roven nule, mad homogennf
soustava FeSeni rizna od nulového.! Pocet linedrné nezdvislych reSeni
dvou homogennich konjugovanych soustav je tentyz; lezi mezi jednot-
kou a n. JestliZe 5:’(1),_:5(2), ey T jsou razna linedrné nezdvisld fedeni
homogennf{ soustavy, potom jeji obecné fefeni je

I

c; 20,
1

—
xr =

j

kde ¢; jsou libovolné konstanty.

! Takova f'eSeni soustavy budeme nazyvat netrividlni na rozdil od trividlniho —
nulového.
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c) Jestlize determinant soustavy (8) je roven nule, je tato Feitelns,
kdy% a jen kdy# je vektor b orthogondlni ke viem fe$enim homogenni
konjugované soustavy. Obecné Fefeni soustavy (8) ma tvar

T
- — )
T =z 4 g,
i=1

kde ¢; a 20 maji tentyz vyznam jako ve vété b) a Z9 je libovolné parti-
kuldrni FeSeni soustavy (8).

Pristupme k dukazu Fredholmovych vét. Jak bylo dokazano
v § 5, Fredholmova rovnice obecného tvaru vede na rovnici s ni ekvi-
valentni, av8ak s degenerovanym jadrem, kterd opét vede na linearni
algebraickou soustavu. Necht 4 lezi v kruhu |2] < R. JestliZe ve shodé
s §5 provedeme rozloZeni jadra tak, aby bylo B’ < 1: (R + 1),
budou koeficienty a pravé strany ve vySe uvedené soustavé holo-
morfnfmi funkcemi A v témZe kruhu |1| < R. Dile determinant sou-
stavy nenf roven identicky nule, nebot nabyvéd hodnoty jedna pro
A = 0. Potom v3ak determinant, protoZe je holomorfni funkei 4 vkruhu
[Al £ R, miZe mit v tomto kruhu pouze koneény podet nulovych
bodi. V disledku véty a) budou viechny zbyvajici hodnoty 4 v uve-
deném kruhu reguldrni. Tim je prva véta Fredholmova dokédzana.

Poznamka 1. Z prvé Fredholmovy véty plyne dusledek, ktery je s ni
ekvivalentni: ‘

MmnoZina charakteristickych cisel Fredholmovy integrdini rovnice je bud
koneénd, nebo spocetnd; v poslednim pFipadé rostou charakteristickd &isla
do nekoneéna spolu se svym indexem.

Poznimka 2. Jestlize je jadro degenerované, je shora uvedeny deter-
minant polynom v 1. Odtud plyne, Ze degenerované jidro ma konedny
podet charakteristickych éisel.

Druhé véta Fredholmova plyne pifmo z -véty b). Skuteéns, nechf
1 = A, je charakteristické &islo. Potom determinant soustavy (5), § 4
je roven nule a pifslusnd homogenni soustava ma uréity pocet r,
1 < r < n, linedrnd nezavislych ¥eSeni ¢ = (c{?, ¢, ..., ¢d). Podle
vzorce (4), § 4 pFislugi kaZzdému z nich FeSeni homogenni integralni
rovnice

n
i(z) = el ala).

i=1
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Tato TeSeni jsou linedrné nezavisla: skuteéné, necht ?oc, @4(x) = 0.
j=1i
Dosadime-li sem hodnoty @,(x) a uZijeme-li linearni nezavislosti

funkef a,(z), najdeme, Ze

r
xe=0,i=1,2..,n

i=1

wele v . ,v r
¢ili, coz je totéz, Zaﬁ"’ _o
i=1
Pongvadz vektory ¢ jsou linedrnd nezavislé, je x; =0, j =1, 2,
..» 7, & tedy @;(x) jsou také linedrné mnezavislé. Jinych FeSeni homo-
genni Fredholmova rovnice zfejmé nems.

Cislo  se nazyvé hodnost charakteristického &isla.

Treti Fredholmova véta plyne jednodu$e z véty b) v tom pfipadé,
kdyz jadro rovnice je degenerované. Staédi si jen vSimnout, Ze se konju-
gované integralni rovnice v tomto ptipadé pfevadéji podle § 4 na kon-
jugované linedrni soustavy, které v dusledku véty b) maji stejny
pocet linedrné nezavislych FeSeni.

Tuto Gvahu nelze provést pfimo pro Fredholmovy rovnice s libovol-
nym jadrem, protoze, pfevedeme-li podle § 5 dvé konjugované rovnice
na rovnice s degenerovanymi jidry, presvédéime se, Ze tyto posledni
konjugované nejsou. Abychom se vyhnuli této pfekazce, budeme po-
stupovat takto: Na rovnici (4) uZijeme postupu z § 5 a ten nas pfivede
k ekvivalentni rovnici

P(x) — A fK”(a:, ) @(s) ds = 0. (10)
Rovnici (5) konjugovanou se (4) napiSeme ve tvaru
b b
9(@) — % JK(s, 2) p(s) ds = 1o [ Pls, ) p(s) ds (1)
a polozime b
w(x) — A f K'(s, x) p(s) ds = w(x). (12)

Uvazujice (12) jako integralni rovnici s nezndmou y(x), roziesime ji
methodou postupnych aproximaci Potom dostaneme

Y(@) = o) + 4 fr (s, ;5 Ag) w(s) ds. (13)
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Dosadime vyrazy (12) a (13) do rovnice (11). Tim dostaneme pro w(x)
integralni rovnici s degenerovanym jadrem

N b_—_
w(x) — Ay JK"(s, x) w(s) ds = 0, (14)

konjugovanou s (10). Podle shora dokdzaného md privé tolik FeSeni
jako rovnice (10) nebo, co% je totéz, jako rovnice (4). Rovnice (12)
a (13) definuji vzdjemn& jednoznaénou korespondenci mezi FeSenimi
rovnic (5) a (14), pfi demZ line4drn8 nezivislym YeSenim odpovidaji
linearné nezavisla. Odtud plyne, Ze rovnice (5) a (14) a tedy i konjugo-
vané homogenni rovnice (4) a (5) maji stejny podet linedrng nezdvislych
feSeni. o '

Piejdéme ke ¢tvrté vEté Fredholmové. Jednoduse se dokdze, Ze pod-
minka véty je nutnd. Necht A, je charakteristickd hodnota a y(x) je
libovolné feSeni rovnice (5). Pfedpokladejme, Ze nehomogenni rovnice

b )
p(x) — Ao [K(z, 5) @(s) ds = f(=)
m4 FeSenf. Utvoime skaldrni souéin funkei f(z) a y(x):

(f, y) = (p — ]‘OK(P’ y) = (‘P’ 1/)) - AO(K‘P’ v),
coz je podle vzorce (6) mozno napsat ve tvaru

(f,9) = (@, 9) — Aolg, K*y).
Oba skalarni soudiny napravo slouéime v jeden; &éiselny koaficient
piipojime ke druhému ¢&initeli ve skaldrnim souéinu, pii éemZ je nutno
Ao nahradit 4,. Nyni _
(1, 9) = (@, p — 2K *p).

Ve skaldrnim souéinu napravo je druhy &initel roven nule v dasledku
rovnice (5). Av3ak potom (f, ) = 0.

To, Ze podminka &tvrté véty je postatujici, dokdZeme nejprve pro
degenerované rovnice. Rovnici (5) mtiZeme podle § 4 pfevést na linedrni
soustavu

n
£

Vi —Zkz?ki)’k = O: 7 =1, 2’ ces My (1'))
kde b
vi = Jai(s) p(s) ds.
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‘Pfitom, jak je zfejmé,

M=

Vi bi().
1

p(@) = Ay

2
Nechf hodnost charakteristického ¢&isla Zo je rovna r. Soustava (15) mé
praveé r.linearnf nezavislé FeSeni:
PO = (P, 9P, L, ¥D), §=1,2,...,7,

kterym pfislusi feSeni rovnice (5)
n —_—
vil@) = 29 bila).

Podle véty c) soustava (&), § 4 a s ni i dand integrdlni rovnice je Fesi-
telnd, kdy% .
) =0 4=12...,r (16)
kde -

(h79) = 2furp = 29 () bul) do = J @) pi(@) de = (£, )

a podminky (16) FeSitelnosti integralni rovnice se pfevadéji na podmin-

ky &tvrté Fredholmovy véty. : '
V obecném pripadé prevedeme danou rovnici na rovnici s ni ekvi-

valentni (6), § 5, k jejiZ FeSitelnosti podle jiz dokazaného staéi, aby

(F, w) =0, (17)
kde w(x) je libovolné Yefeni homogenni rovnice (14), konjugované
8 (6), § 5. AvSak F(z) = f(x) + A,["f, kde jsme oznadéili

b

I'f= [I'(z, s; A) f(s) ds,
a

a odtud
F, o) = (f + MW'f, ) = (f, w) + (I}, o).

Av8ak podle vzorce (6) (I'f, w) = (f, ["*w), kde

b
I*w = [T7(s, x; Ao) (s) ds.
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Uvazujeme-li stejné jako v dikaze tfeti Fredholmovy v&ty, najdeme,
Ze
(F, @) = (f, & + 2oI"*w),

neboli podle vzorce (13)

(F, ) = (},v), -
kde y je TeSeni homogenni rovnice (5), konjugované s rovnicf danou;
podminka (17), ktera stad{ pro feSitelnost dané rovnice, pfejde v pod-
minku

(f ) "»U) =0,

coz je podminka étvrté Fredholmovy véty.

Jestlize 2, je charakteristické éislo a rovnice
b
#(@) — 1o [K(z, 5) 9(s) ds = f(=) (18)

je Felitelnd, pak ma nekoneénd mmnoho FeSeni. Necht gy(z) je TeSeni
rovnice (18). Polozme ¢(z) = py(x) + P(x). Dosadime-li toto do (18),
nalezneme, Ze @(z) vyhovuje homogenni rovnici

D(z) — Ay fb K(z, s) D(s) ds = 0.

Podle véty 2 mé posledni rovnice netrividlni feSeni. Necht ¢,(z),
@5(T), ..., Pp(x) jsou linearné nezavislé charakteristické funkece této rov-
nice. Potom jeji obecné feSeni bude

D(x) = ¢, ‘Pl(x) + ca @a(x) + ... + cp i)

a obecné FeSeni rovnice (18) bude

Pa) = @o(x) + ¢, @4(%) + 2 al®) + ... + cx pulx). (19)
Z Fredholmovych vét plyne t. zv. Fredholmova alternativa:

Bud je nehomogenni rovnice eitelnd, af je jeji pravd strana jakdkoliv,
nebo pFislusnd homogennt rovnice md netrividini fedend.

Pravé Fredholmovy alternativy se pouZivé nejdastéji pii rozboru
integralnich rovnic. '
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§9. Fredholmova resolventa:! V § 2 jsme sestrojili analyticky vyraz pro
resolventu, vhodny pouze pro mala A:

I(z, s; 1) = D An-1 K (=, $). (1)

m-=1
Koneénym cilem tohoto ;paragrafu je analytické vyjadieni resol-
venty, platné pro vSechny regularni hodnoty parametru. Budeme nyni
predpokladat, Ze jadro vyhovuje mimo nerovnost (1), § 2 jestdé nerov-

nosti
b

[|K¥=z, s)| dz < E, E = konst. (2)

a

Uréime predbézné nékteré vlastnosti resolventy, vychdzejice
z fady (1).
Najdeme odhad pro iterovana jadra. Podle vzorce (8), § 2

b
Ko, 8) = [Kn_(z, t) K(t, ) dt.
Utzijeme nerovnosti Builakovského na posledni integral:
b b
[Eo(x, 8)] < [|Ko 1(x, 8)] ¢ [|KX¢, 5)| dt,
a a

odkud podle nerovnosti (11), § 2 a nerovnosti (2) tohoto paragrafu

|En(, )] < VC,EB. (3)
Z odhadu (3) plyne, Ze fada (1) konverguje absolutné a stejnomérné pro
x a s coucasné v kruhu |A| < 1:B. V fadé (1) nahradime iterovans
jadra jejich vyrazy ze vzorce (8), §2. Vyménime-li pofddek sditdni
a integrovani, coz je dovoleno vzhledem k stejnomérné konvergenci
fady, zjistime, Ze resolventa vyhovuje integralni rovnici? '

I'(x, s; 2) ='K(:.v, s)+ 2 fbK(x, 1) I'(t, s; 2) dt. (4)

1 Tento paragraf muZe byt vynechin bez Gjmy pro pochopeni dal§iho vykladu.
2 Kdybychom vysli ze vzoree (8,), § 2, pfisli bychom touZ cestou k rovniei

b
Iz, s 1) = K(z, 8) + A [K(t, s) I'(z, t; 2) d¢.
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VySetime jesté integral

b
[I(z, t; A) I'(¢, s; 1) dt = f Zl’"-l K, (z,t) Zl" 1 K,(t, s) dt.
a a m=1
Absolutni konvergence fady (1) dovoluje vynasobit v integrandu obd
fady €len za Clenem a stejnomérna konvergence této fady dovoluje ji
integrovat élen za ¢lenem. Tudiz '

b ®

fF(x, HEAIE s A)dt=D> DI K, iz, s).

T om=1ln=1

PoloZme m + n = p a zaméiime po adek séitani; fada na pravé strans
nabude takového tvaru:

Szv—” K,(z, s Z(p —1) 2 Kz, s) = i1"(95, s; A).
p 2 n=1
Tak jsme nasli, Ze resolventa vyhovuje integro-diferencialni nelinedrn{
rovnici b

s ) f (e, t; ) Tt, s; ) dt. ®)

Uéiime nyni tuto pozndmku: Pro x = s nemusi byt jidro integrova-
telné v intervalu a < z < b. V takovém piipadé zménime hodnoty
jadra pro x = s libovolnym zptisobem tak, aby funkce K(z, z) byla
tfeba spojitou v intervalu a < x < b. MiZeme na p¥. pfedpoklidat,
e K(x, z) = 0. Takové zména jidra nezméni ani'v jednom bodé hod-
noty Fredholmova operitoru

b
[K(z, s) ¢(s) ds -
v t¥idé funkef, jeZ uvaZujeme. Nyni mizeme pfedpokladat, ze mtegrély

b
A, = [K,(z,z)dx

existuji pro v8echna m. Integril 4, nazyvame m-tou stopou jidra
K(z, s). Také se nazyvé stopou m-tého iterovaného jadra. Klademe-li
v (1) s = « a integrujeme-li, dostaneme v dal$im uZiteény vzorec

b -] .
JT(x, w5 2) de = D Apim-1, (6)
a m=1
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VySetfme nyni strukturu ¥eSen{ integralni rovmice pro libovolné
regulirni A. Zvolme libovolné kladné é&islo E a uvazujme kruh || < R.
Jadro K(z, s) rozlozme na soudet K(z,s) = P(z,s) + K'(z, s), kde
P(z, s) je trigonometricky polynom a

ff[K (z, 5)? de < = (R+ 7

Postupujeme-li dal jako v § 5, pfevedeme danou integralnf rovnici na
rovnici (6), § 5, jejiz jadro je degenerované. Posledni rovnice se opét
prevede podle’§ 4 na linearni algebraickou soustavu. Kdyz tuto fesime,
snadno najdeme, %e v kruhu |1] £ R je moZno napsat feSeni dané in-
tegralni rovnice ve tvaru )

b n
o) = f(z) + 4 [I"(z, 5; 2) f(s) ds + lkzlck a(z); (M

¢y jsou FeSeni vySe zminéné linedrni soustavy; ta je totoZna se sousta-
vou (5), § 4, v niZ je pouze tieba poloZit

b b b
+ ts = JF(s) buls) ds = [[f(s) + 2 JT"(s,1; 2) ft) df] bufs) ds =
b
= J16) Buls) ds

kde jsme pro struénost polozili
Bi(s) = by, + A JI7(t, 8; A) by(t) dt
a

Ponévad? hodnota A je reguldrni, determinant soustavy (5), § 4, jejz
oznadéime Dg(4), je rizny od nuly a c; jsou uréeny podle Cramerova
vzorce. Determinanty, jez stoji v éitatelich uvedeneho vzorce, rozlo-
Zime podle prvku f,, coz vede na vzorce:

Cp = mméldmk(l) foms

Ay znadi algebraicky doplndk prvku, jeni stoji v m-té ¥adce a k-tém
sloupei. Dosadime-1i hodnoty ¢, a ]‘,,, do (7), dostaneme

p(x) = flz) + A fF(x, 5; 4) f(s) ds, (8)
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kde jsme polozili - ‘

T(@,87) = I'e,58) + s % AmsD) aule) bale). ()

Vzpomeneme-li si na definici resolventy danou v § 2, miZeme fy-
vodit: Fredholmova rovnice md resolventu pro kaZdé reguldrni A. V kruhu
[A] < R je resolventa definovdna vzorcem (9).

Uvedme jednoduché vlastnosti resolventy:

1. Resolventa je meromorfni v celé roviné A. To p¥imo plyne z toho, ze
resolventa muze mit v kruhu s libovolnym polomérem R jen konedny
pocet péli. Témito pély mohou byt jen charakteristicka éisla — nulové
body determinantu Dp(2), jez v absolutni hodnoté nepfevysuji R.

2. Pro mald 2 je resolventa definovdna fadou (1). To plyne z jedno-
znadnosti resolventy, dokazané v § 2. '

3. Z principu analytického pokraéovan{ plyne, Ze v celé roviné Z
vyhovuje resolventa rovnicim (4) a (5).

4. KaZdé charakteristické cislo je pol resolventy.

Predpokladejme opak. Necht pro charakteristické &islo 1, je resol-
venta holomorfni. Necht yy(z) je charakteristickd funkce konjugované
rovnice b
(@) — % JK(s, ) p(s) ds = 0.

a

V disledku étvrté Fredholmovy véty rovnice

b
p(x) — Ao [K(z, 5) p(s) ds = ypy(z) (10)

nem3 FeSeni. Necht nyn{ l.je regularni bod, blizky k Ao. Rovnice

b
~ pl) — 4 [K(z, 5) p(s) = po(x) (11)

mé FeSeni dané vzorcem (8), v kterém je tfeba nahradit f(x) funkef yy(z).
Dosadime-li toto feSeni do (11), dostaneme identitu

b _ b
vo(@) + A [T'(2, 83 1) pofs) ds — 4 [K(x, s) {%(8) +

+ 2 fl’(s, t; 2) wo(t) dt} ds = pelz).

51



Ponévadi resblventa je holomorfni pro 1 = 4, je moZno v posledn{
rovnici provést limitni pfechod pro A — 1, za integraé¢nim znamenim.
Kdyz jej provedeme, dostaneme novou rovnjci

b b
po(@) + Ao [T(x, 83 A) pols) ds — 2o [K(z, ) {%(8) +

+ 4o } f(s, t; 2o) wo(?) dt} ds = y,(x),

~

kters ukazuje, e rovnice (10) ma YeSeni, rovné
b
Polz) + 2o fF(x, 8; o) wols) ds.

Tim dostavame spor, jenz dokazuje nase tvrzeni.

ProtoZe je resolventa meromorini funkef A, miiZe byt vyjid¥ena jako
podil dvou celistvych funkei. Sestrojme je.

Polozme v (9) x = s a zintegrujme nalezenou rovnici:

n . b .
2. Ani(2) Ja(s) bm(s) ds. (12)

1

b b
1
F,;ﬂ.d=1-"3,;ld YL
Jreshds = [T ds + 5n
Dokazeme, Ze soudet na pravé strané posledni rovnice je roven
— D%(2). Derivujeme-li Dy(1) (vzorec (8), § 4), mdme

n

Dhl) = — > apsds—2 > s

kE,m=1 kE,m=1

Dale podle definice §,(s) mame

ﬁMs

2 Am,,f b(s) a(s) ds =

kE,m=1 a k,

Amk m(8) ax(s) ds +

1 a

+1 2 Amkf (bt asls) It 5 2) e ds =

n b
= 2 mims + 4 Z Amkf Jbn() asls) (2, s; 2) de ds

k m=1

a sta¢i dokazat, % Ze

da,.;

da -’

bb
J o, an(s) (8, 53 2) dt = (13)
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Ptipomeiime (viz § 5), Ze b,, nezdvisi na 1 a

knt
b —

b
a(®) = oy(x) + A [z, 75 A) ock('t)\cl‘r; ax(T) = cos
Odtud
b bb
Az = fbm(s) op(s)ds + 2 ffbm(s) ox(t) (s, t; A)dtds;  (14)

bb
S Jbm(t) ax(s )F’(t s; A)dsdt = ffbm ) oer(8) V(2 s; A) dt ds +
bbb
A [ [ [bu(t) ax(r) (8, 83 2) (s, 73 2) ds dt dr. (15)

Trojny integrél na,piéme ve tvaru
ffb 7)dtdz fF’(t 8; A) I'(s, 7; 1) ds.

\% dﬁsledku integrodiferencidlnf rovnice (5) pro resolventu je vnit¥ni

integrdl roven — I"'(¢, 7; 4) a rovnice (15) piejde v rovnici nasledujici:

oA

ffb () an(s) (¢, s; 2) dt ds = ffb t) ox(s) I(2, s; A) dt ds +

@aa

bb . :
+ A Jbu(t) au(z) ap(té—;"”dt d. (16)
aa
Porovname-li to s (14), pfesvédéime se o spravnosti (13).
Mame nyni
b b ’
. _ ’ . DR(}')
afr(s, 8; 2)ds = afr (s, s; A) ds ~ D) (17)

Prvy &len napravo v (17) je holorﬁorfni v kruhu |A] < R. Necht A’
je m'-niasobny kofen determinantw Dpg(A), leZicf v témZe kruhu.
Vzorec (17) ukazuje, Ze A’ je jednoduchy pdl funkce

b
8(4) = [I'(s, s;-2) ds s

s residuem rovnym — m’. Odtud plyne, %e nisobnost ztistane nezms-

néna p¥i zméné R, i kdyZ se determinant Dy(A) pti tom méni. Déle, jak

je patrno ze (17), md meromorfni funkce (1) pouze jednoduché pély,
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identické s charakteristickymi &isly jadra K(z, s) a s residui, jez se
rovnaji celym zapornym é&islam. Odtud plyne, Ze funkce
A
—[5(ayaa

D()=e 0 (18)
je celistva funkce, jejiz nulové body v kruhu |1] < R (kde R je libo-
volné kladné éislo) se shoduji s nulovymi body .Dy(4) a maji touz ni-
sobnost. AvSak potom, jak je patrno z (9), souéin

D(z, s; ) = D(A) I'(z, s; 4) (19)
je holomorfni v kruhu || £ R; protoZe R je libovolné, je D(z, s; 1) ce-
listva funkce A. Tim jsme dostali vyjaddieni resolventy ve tvaru podilu
dvou celistvych funkei:

I'(z,s;A) = Dz, 5 2)

o (20)
pii CemZ pdly resolventy jsou totoZny s nulovymi body jmenovatele.

~ Jestlize [1] < 1:B, pak

@

8(2) = Z A",
n=1
kde'A,, jsou vyse definované stopy jadra K(z, s). Odtud
® 4
_Xx *m R Y YA 2
Dy =6 w1 —3 (S An ) (21)
r=o k! n=1 M

Srovndme-li posledn{ fadu podle mocnin A, dostaneme fadu konver-
gujfci v celé roviné. To je zfejmé, nebot funkce D(2) je celistva.

Véta. Citatel a jmenovatel resolventy je ddn Fredholmovymi fadams,
konvergujicimi v celé roviné

D(, s; 1) = QZ (:'1—)n B,(x, s) ir, (22)
o) =3 Sl e, (23)

kde
By(z, s) = K(z, s), -
b b ,
B,(x;8) = [ ... [An(x, s) dE, dt, ... dt,

a -
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a K(z,s), K(z,t,), K(x,t,), ..., K=, 1,)

K(t,, s), K(ty, ty), K(ty, ta), ..., K(ty, 8,)
d,(z, ) = | K(ty, 5), K(ty, t1), K(ts, ta), ..., K(t.z’ ta) |» (24)
Kty 3, Kty 19s Kitw s - Kt )

c0 = 1:
I{(tl’ tl): 'K(t].! tz), LR K(tlv t‘n)
K(t27 tl)s K(tz, tz): ceey K(tz: tn) dtl dt,_ . dt . (25)

v b
ca=J...[
a a

DokaZeme nejdiive, Ze B,(z, s) a ¢, spliiuji vztahy
b
cn+ 1 = ,{Bn('si 8) ds, (26)
a
b
B.(z,8) = ¢, K(x,s) —n [K(z, t) B, _\(t, s) d¢. (27)

Rovnice (26) je zfejma. Abychom dokézali rovnici (27), rozviiime de-
terminant (24) podle prvku prvé radky:

n b b
B.(z,8) = K(z,8) ¢ + > [ ... [(— 1)°K(x, t,) 4,(s) d¢, dt, ... dt,,
a=la a
kde
K(tl; 3): ]{(tly.tl)) ey K(tls ta—l)’ -K(th ta+1)’ try K(th tﬂ)
A = I((tm 3)’ 'K(tZ’ tl)’ BaE) K(tz, ta_—l)! K(tz, ta+1)7 e K(tm t‘n) .

Ve stitanci s indexem o posuneme &-tou ¥addku na prvé misto, éimz
se determinant vynisobi (— 1)*~!, a provedeme zménu oznadeni
integracnich proménnych podle schematu - .-

s by by ees bty Bty eeer by
t, etl’ tg, ey t—!—l’ t“, eray tn -1

tak, Ze horni symbol nahradime dolnim. Po této zaméné budou iﬁteg-
raly v soudtu stejné a dostaneme (viz (24,))
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b b
Bu(z,s) = ¢, K(x,s) —n [K(z,t)dt [ ... [4, ¢, s)dt,dt, ... dE, =

b
= ¢, K(x, s) —n [K(z, t) B, ,(t, s) dt.

Vztahy (26) a (27) hdm umoziiuji najit rekurentni vztah mezi koefi-
cienty c,. Polozme v (27) # = s a zintegrujme v mezich od @ do b.
Potom dostaneme

b b
Cnp1=Cedy—mn [[K(s, t) B, 4t s)dsdt.

Dosadime-li do této rovnosti za B,_, podle vzorce (27), lehce jej upra-
vime na tvar

bb
Cap1= Cpdy—mc,_1 Ay + n(n — 1) [ [Ky(s, t) B, _,(t, s) ds dt.

Opakujeme-li tento postup, nalezneme hledanou zavislost

n

< (—1)y»*nld,_
Cnt1 = 24 ( ) 1 LA Ck- (28)
e k!

Nyni uZ neni téZké najit rozvoj D(A) v mocninnou fadu. Necht

oy =3 S5y = (— 11 D)

n
Z (18) plyne D'(3) = — 8(A) D(A).
Derivujeme-1i n-krat tuto relaci podle Leibnitzova vzorce, najdeme:
o n!
(n+1) —_ A R— G L) (%)
DO0) = — 2 g7 0" (0) D¥(0)
neboli
- e (—1)rkpld,
Vap1 = 2 ( : ) n k+1 Vi
¥=0 k!

Veli¢iny y,,, a c¢,,; vyhovuj{ jednomu a témuZ rekurentnimu
vztahu. Déle y = ¢, = 1. Odtud plyne, Ze y, = ¢, pro libovolné n.
Celistva funkce D(4) je tudiZ ddna fadou (23), kterd proto konverguje
pro viechna koneéna A.

Obratme se k funkei D(z, s; 2). Dosadime-li -

D(x, s; 2)

I'(x, s, 4) = —D0)
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do integralni rovnice pro resolventu, nalezneme, %e D(x, s; 1) vyhovuje
rovnici

D(z, s; 1) — A fbK(x', t) D(t, s; A) dt = K(z, s) D(4). (29)

Resdeni této rovnice budeme hledat ve tvaru nekoneéné mocninné
fady pro proménnou A:

© 1)
D(z, 8; ) = 2. (=1 Pul, 9) )n/?"(x’ $) an,

Dosadime-li tuto Fadu do (29) a porovname-li koeficienty u stejnych
mocnin A, dostaneme rekurentnf vztah pro 8,(z, s):

Bo(z, 5) = K(z, s),
Ba(x, 8) =c, K(z,8) —n fbK(x, t) Ba_q(t, 8) di.

Porovname-li to s (27), presvédiime se o tom, Ze B,(», s) = B,(x, s),
8im% je dokdzén vzorec (22). Rada (22) konverguje v celé roving — to
plyne pfimo z toho, Ze D(z, s; A) je celistva funkee.

Poznamka. Koeficienty B,(z, 8) i ¢, je moZno uréit z rekurentnich
vzorcl (26) a (27), éimZz obejdeme vypodet a integrovani determinant
z (24) a (25).

Rady (22) a (23) po prvé nalezl Fredholm, jenz také dokazal jejich
konvergenci pro v8echna koneéna A za predpokladu, Ze jadro je ome-
zené. Fredholmiv dikaz spoéiva na pozoruhodné Hadamardové vété
pro odhad hodnoty determinantt.! Carleman [15a] dokazal, Ze Fady
(22) a (23) jsou celistvymi funkcemi A za toho jediného pfedpokladu,
Ze integral

bb :
[[|K2(z, s)| dz ds-
aa -

je koneény. Jiny diikaz Carlemanovy véty je uveden v nasem &lanku
[27n]. Uvah tohoto &lénku jsme vhodng uZili i v této knize pro pfipad
méng obecny, kdy jidro vyhovuje nerovnostem (1) a (1,), § 2. Koneénsé
I. A, Tckovié [41] ve svém ¢lanku dokazal konvergence fad (22) a (23)

! Hadamardova véta a Fredholmuv dikaz se zpravidla uvadéji v uéebnicich
integralnich rovnic. Viz na pf. [2], [5] a [7].
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pro vBechna konednd A za jesté obecndjSich podminek neZ Carleman.

Funkce D(1) se obyéejné nazyvi Fredholmovym determinantem
a D(z, s; A) prvym Fredholmovym minorem. Fredholm zavedl pojem
mjnori libovolného ¥4du. Jsou to Fady svou strukturou obdobné faddm
(22) a (23). My je vSak nepotfebujeme, a proto je v této knize nebude-
me zavadét.

P#iklad. Najdéme resolventu jidra
K(z,s) =z + s.
Mime ¢, = 1, By(z, 8) = =z + s. Déle

1
o= [2sds =1,
0

1

Bl(x,s)=x+s—0f(:c—|—t)(t—I—s)dt:%(x—}—s)—xs—%,
1

czzf(s—s.z—ﬁ)"ds=—%;,

0

By(x, 5) = —%(z + 5) — 20f(x + O[3+ 8) —ts —3]de = 0.

Kdyz B,(z, .§) = 0, pak, jak je vidét ze vzorclh (26) a (27), vSechny
koeficienty ¢, ¢, .-.; B3, By, ... se rovnaji nule a dostaneme
Dx,s;2) =2+ s —[Hzx +s) —axs — %] 4,
DA)y=1—21—q1%2,
z+s—[3x+8) —axs—41])1
1 —24— %542 )
Poznamka ke konvergenci postupnych aproximaci. Me-
thoda postupnych aproximaci dava FeSen{ ve tvaru mocninné fady pro
proménnou A. Tato Fada zFejmé konverguje uvnit¥ néjakého kruhu
4] £ R, jestlize v tomto kruhu konverguje mocninna fada, kterou je
déna resolventa. AvSak z obeenych vét theorie funkef komplexni pro-
ménné je znamo, ze tato fada konverguje uvniti kruhu |A| << |4,],kde 4,
je charakteristické &islo s nejmensi absolutni hodnotou. Odtud plyne,
Ze postupné aproximace konverguji v témze kruhu. Z toho vyplyva:
Jestlize v néjakém krubu [A| < R nele¥ #4dné charakteristické éislo,
postupné aproximace v tomto kruhu konverguji.

I'(x, s, A) =

~
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§ 10. Rovnice se slabou singularitou. Piipomefime, %e rovnicemi se
slabou singularitou nazyvéme rovnice, jejichz jadro mé tvar

H(z, s)

.K(.’E, 8) = i;‘——sla,

kde 0 < & < 1 a H(z, s) je omezens funkee, nebo jestliZe integraénim
oborem je omezena oblast £2 n-dimensjonélnfho prostoru, pak

KM, M) = w 0<a<m, (1)

kde M a M, jsou body oblasti 2 a r je vzdélenost téchto bodi. Theorie
Tovnic se slabou singularitou je téméf shodna s theorii Fredholmovych
rovnic. Zv1asté, jak ukdZeme, zistavaji v platnosti Fredholmovy véty
a s nimj i Fredholmova alternativa. Budeme zde uvazovat obecny
piipad n-dimensionalni oblasti 2, nebot pravé tento pripad je nejdile-
#it8j3f pro aplikace, a dimense prostoru hraje jistou tlohu pfi formulaci
a dikazu hlavni véty theorie rovnic se slabou singularitou. Tato véta
zni takto:
Véta 1. Necht

\E(M, My)| <Aa, \L(M, M) < 22 AZ

kde A, a A, jsou konstanty a 0 < & < n; 0 < f < n. Potom pro jddro
NM, M) = fK(M: M) L(M,, M) dM,
Q2

plati odhad ‘
C,x+ ﬂ <mn,

lr“‘*’ﬂ—"’ o+ f>mn,
kde C je néjaka konstanta.

Oznadéme r, vzdilenost MM,, r, vzdilenost M, M, a h veliéinu, jez

neni mensi neZ primér oblasti £2. Méme ~
N(M, M| < A AzfdM < A,4; fdf”,,. (3)
o071 ror1
T.<h
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Jestlize & + B < m, integral v (3) stejnomé&mé konverguje a je proto
omezeny; odhad (2) je v tom pripadé dokézdn. Necht nyni « + § = .
Polozme podatek soufadnic do M a vedme osu z; bodern M, tak, aby
smér od M k M, byl kladny. Soutadnice bodd M a M, budou (0, 0,

. 0) a (r,0,...,0). Soufadnice bodu M, oznaime (x,, @y, ..., Tn):
Potom

=S e @2+ Sak
k=1 E=2
V integrilu (3) provedeme substituci z, = r&;, k = 1, 2, ..., n. Odhad
(3) prejde v

L, 3| < e Sl x

de,
n
mn el Z

r

/1 (4)

Zde jsme oznadili p = l/z £2. Odhadnéme integral v (4). Méme
F=1

d£, dE, ... dE, = "1 dp ds,

kde dS je plosny element nadkoule jednotkového poloméru v prostoru
se soufadnicemi &, &,, ..., &,. Dale

n
G—1+2E=—2+1=2(— 1)
k=2
Neni obtiZné nahlédnout, Ze pro ¢ > 2, (o — 1)> > }e? a tudiz

(F1— 1+ 38> det

Nyni
o"—1~=dg dS
|N(M, M,)| < a+ﬂ__ { Qn ﬂ + 2ﬂf9n—1—a—ﬂdg dS}.
ex2 + Z E 2<gé2— (5)

Prvy integral v zdvorce je konstanta a je pro « + f > n mensinez

@

do 2n—=§
A _— = —
2 Sfea+ﬂ+1—n o -+ 'B —n

2
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kde S je plosny obsah nadkoule jednotkového poloméru. Vyraz v za-
vorce (5) je tedy mensi neZ néjaks konstanta a odhad (2) je proveden
pro « 4 f.> n. Koneéné jestlize « 4 f = n, druhy integral (5) se
rovna X

do h
I} — 9B .
28 | = 2Slggs

odtud plyne odhad (2) i pro tento pi‘ip@d 1

Disledek. Jestlize jadro md slabou smgularztu vé’echna, jeho itero-
vand jddra, od nékterého poéinaje, jsou omezend.
Jestlize jddro vyhovuje nerovnosti (1), pak pro jeho n-té iterované
jadro, jak vyplyva z véty (1), plati odhad
Cn
[Kon(M, M| < { pme—Gn=ii
Crr. ma—(m—1)n <20,

moc——(m'—l)n>0

kde C,, je néjaki konstanta. Tudiz K,,(M, M,) je omezend, jestlize

m >

(6)

V dal$im budeme m povaZovat za &islo, jeZ splituje nerovnost (6),
takze jadro K, (M, M,) je omezené.

Zavedme nisledujici oznadenf. Libovolnou funkeci ¢(M) budeme
také oznadovat Ep, takZe

n—o

By = o(H).
V souhlase s tim budeme na pf. psit:
p(M) — lan(M, M) (M) dM, = (E — AK) 9.
Polynomy s mocninami operdtoru K lze nidsobit jako obyéejné poly-
nomy, jestlize pfitom uvazujeme E jako jednotku; tak na pf.

(B — AK)(E + AK) p = (B — 12K?) ¢ = (M) —
— 22 [Ky(M, M) (M) AN,

1 Srovnej s S. L. Sobolev, Uravnénija metematifeskoj fiziki, Gostéchizdat, 1947,
str. 233 —237.
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UvaZujme nyni rovnici
(M) _‘A!{K(M;Mﬂ p(M,)dM, = (M), (7)

kde K(M, M,) ma tvar (1). Necht m je libovolné ¢islo, vyhovujici ne-
rovnosti (6). Rovnici (7) napiSme ve tvaru

(B — AK) ¢ = f(M)
a aplikujme na obé strany operator

(E — eAK)E — e2AK) ... (E — em-13K) = E + 1K + 2K +
_|_ .. + Am—le—l’

271

kde ¢ = em . Potom dostaneme rovnici Fredholmova typu s omezenym
jadrem
(BE—A"K™) o = (E + AK + 22K® 4 ... 4 Am-1K™-1) f
nebo podrobnséji
p(M) — lmeKm(M, M) (M) dM, = [(M) +

+ 2 JEQM, B () Ay + 2 ] Ky(M, M,) f(M,)dM, + (8)
+ ..+ lm_l{!Km_ﬁM; M) (M,)dM,.

Je zfejmé, Ze kazdé FeSent rovnice (7) vyhovuje také rovnici (8). Tato
okolnost hraje duleZitou dlohu ve .viem dalsim. Opaténé tvrzeni je
obecné nespravné — rovnice (8) miZe mit FeSeni, jeZ nevyhovuje rov-
njci (7).

Pristupme k dikazu Fredholmovych vét pro rovnici (7).

Pozménime nyni ponékud definici charakteristického é&isla: &islo 2,
budeme nazyvat charakteristickym ¢islem jadra K(M, M), jestlize
homogenni rovnice (B — 1K) p = 0

mé netrividlni ¥eSeni. Poznamenejme, e se tato definice hodi i pro
Fredholmovy rovnice. To plyne z 2. Fredholmovy véty.

1°. Uvazujme kruh |1} £ R, kde R je libovolné &slo > 0; necht 2,
je charakteristické é&islo jadra K(M, M), které leZi v tomto kruhu.
Oznadme @q(M) prisludnou charakteristickou funkei, takze

Po(M) — Ao ﬂfK(M, M) poMy) dM, = o. C (9
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V dusledku shora fedeného vyhovuje go(M) také identité
Po(M) — A3 me(M, M,) po(M,) dM, = 0. (10)
9] )

Odtud je vidét, Ze A™ je charakteristické &islo jadra K,.(M, M,). Toto
ma v kruhu poloméru R pouze koneény potet charakteristickych &isel.
Potom vsak i jddro K(M, M,) jich ma v kruhu |A| £ R pouze konedny
pocéet. Tim je pro jadro K(M, M,) dokézana prvni Fredholmova véta.

2°. Necht rovnice (9) a (10) maji r resp. r’ linedrng nezavislych cha-
rakteristickych funkei. Ponévadz kazdé YeSeni rovmice (9) vyhovuje
také rovnici (10), plati r < ¢’. AvSak &islo ' je koneéné. Tedy také r je
koneéné; druhd véta Fredholmova j je tudiz spravna i pro ]adra se sla-
bou singularitou.

3°. Oznalme je¥té r* polet linedrnd nezdvislych FeSeni rovnice,
konjugované s (9)

(E — 7,K*)p = 0. (11)
Zvolme m tak, aby ani jedno z é&isel
ely, silo, ey €M1

nebylo charakteristické &islo jadra K (M, M,). Vybrat takové &islo m

je vidy moiné, nebot v opaéném piipadé by jidro K(M, M) mélo ne-

koneéné mnoho charakteristickych hodnot na kruZnici |A| = |4,|, coz

odporuje prvni Fredholmové véts. P¥ této volbd m jsou rovnice (9)
a (10) ekvivalentni. Abychom to dokézali, pfepiSeme (10) ve tvaru

(B —eloK)]_—I — 1K) ¢y = 0.

a=2

E(E - a}*oK) Po = @o(M).

Oznadme

Potom (B — e2,K) 9y = 0,

a ponévadZ e, neni charakteristické ¢islo, g (M) == 0, &ili

TT(E — &2,K) gy = 0.

a~<2

Polo{me-li nyni | [(E — £*4,K) ¢, = y(M), dokazeme tiplnd stejns, ze
a=3
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(M) = 0. Pokradujeme-li v tomto postupu, najdeme nakonec, ze
(B — ™A K) pg = (B — 1K) gy = 0,
coz je identické s (9).

Jestlize rovnice (9) a (10) jsou ekvivalentni, pofet linedrné neza-
vislych FeSeni posledni rovnice je r. Stejny poéet feSeni podle 3. Fred-
holmovy véty ma s ni konjugovand rovnice

i (B — IpK*m) o = 0, (12)
Avsak tato posled.m rovnice, kterou lze napsat ve tvaru

(B — el K*)(E — 21,K*) .. ( — e K*)(E — A, K*) 0 = 0,
mé alespoii r* FeSeni. Odtud r* < r.

Uplné obdobné dokézeme, Ze ™ = r. Tedy r* = r, a to je 3. Fred-
holmova véta,.

4°. Pfejdéme ke 4. Fredholmové vété. Nutnost podminky véty se
dokazuje stejné jako v § 8; zde dokizeme, ze podminka je postadujici.
Zvolme m jako dfive tak, aby Cisla el,, €24, ..., e*~11;nebyla charak-
teristicka ¢isla jadra K(M, M,). Potom rovnice (7) a (8) jsou ekvi-
valentni — to se dokéZe stejné jako pro rovnice (9) a (10); je tieba jen
polozit m

o M) =[[(E — A K)(E — 1K) ¢ — 1,

a=k+1
a vyjasnit podminky FeSitelnosti rovnice (8). Podle 4, Fredholmovy
véty je rovnice (8) feSitelnd, kdyz

m—1

([1(E — & 4K) f, 0) =0, (13)

a=1

kde o je libovolné FeSeni rovnice (12). Podminku (13) upravime takto:
m—1

Polozime [ | (B — e*4,K) f = f, a potom
a=2

0 = (B — ehk) f1, ©) = (f, 0) — eAo(Kfy, @)
neboli podle vzorce (6), § 8
Q = (f1, w) — eAo(fy, K*0) = (f1, (& f‘EIoI(*) w) =

m—1 :
= (1B — 1K) f, (B — edK*) w).
a=2
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m—1
Polozime nyni | |(E — e*2,K) f = f, atd. Pokradujeme-li takto, pfe-
a=3 .

vedeme rovnici (13) na tvar

m--1
(f, [ (B —&24K*) o) = 0. (14)
a=1
Napiseme nyni rovnici (12) v tomto tvaru:
m—1 m—1
TIHE —52,K*) o = (B — 2,K*) | [(B —#*4,K*) 0 = 0.
azal) a=1

Z toho je vidét, Ze druhy &initel ve skaldrnim soudinu (14) je FeSenim
rovnice (11), konjugované se (7). Tedy k tomu, aby rovnice (8) a s nf
i ekvivalentni rovnice (7) méla fefeni, staci, aby f(M) byla orthogonalni

m—1
k jistym FeSenim rovnice (11), totiZz k tém, jeZ maj{tvar H(E —e* A K*)w,
a=1

kde w(M) je fefeni rovmice (12). Tim spiSe stadi, kdy? f(M) je
orthogonalni ke vSem FeSenim rovnice (11).

Tim je dokonéen dikaz 4. Fredholmovy véty pro rovnice se slabou
singularitou.

Poznamka 1. Neni obtiZzné dokézat, Ze kaZdé feSenf rovnice (11) m4

tvar
m—1

p(M) = [ [(E —24,K*) w,

G=}
kde w(M) vyhovuje rovnici (12).

Poznimka 2. Pii dukaze Fredholmovych vét pro jadro se slabou
singularitou jsme pouzili pouze toho, Ze jeho iterovans jadra, od néja-
kého podinaje, jsou omezend. Vyjadfeni jidra ve tvaru (1) nehrilo
zadnou ulohu. Tim jsou Fredholmovy véty dokizdny také pro libo-
volnou integralni rovnici, jestliZe jeji iterovana jadra jsou omezend od
jistého poéinaje. )

Jestlize A neni charakteristické &islo rovnice (7), nazveme A regular-
nim . DokéZeme, %e rovnice (7) m4 FeSeni, a to jediné, jestliZe 1 je regu-
larni. V tom pripadé mé skuteéné homogenni rovnjce

y(M) — 2 SR, M) p(My) A, = 0 (1)

5 65



pouze trividlni (nulové) reSeni; podminka 4. Fredholmovy véty je
automaticky splnéna pro libovolnou funkei f(M), coZz zabezpeduje
feSitelnost rovmice (7). Jednoznacénost FeSeni plyne z toho, Ze rov-
nice (15) nemd netrivialni FeSeni.

KAPITOLA 2

SOUMERNE ROVNICE
(HILBERT-SCHMIDTOVA THEORIE)

§ I11. Soumérna jadra. Jadro nazyvame soumérnym, jestlize je iden-
tické s jadrem k nému konjugovanym. Takové jidro je charakteriso-
véno identitou

K(z, s) = K(s, 2). (1)

Jestlize jadro je realné, potom jeho soumérnost je definovina vzta-
hem
K(z,8) = K(s, x). - (2)

Integralni rovnici se soumérnym jadrem nazyvame soumérnou.
Jestlize jadro je soumérné, muZeme se lehce presvéddit o tom, Ze
viechna jeho iterovand jadra jsou také soumérnd. Tak na ptiklad

K, (z fK(x t) K(t, s)dt = st 1) K(1, z) dt = K,(s, z),

b

Ky(z, s) = f Kz, t) K(t, s) dt = [K(s, t) K2(t, x) dt = Ky(s, )
atd.

Priklady. Jadra x + s, Ig|x — s, i(x — s) jsou soumérni. Jadro
i(z + s} je nesoumérné, nebot v tomto piipadé
K(s, z) = — K(z, s).

Zikladni vlastnost soumérnych jader, kterd v podstaté uréuje celou
theorii soumérnych integrilnich rovnic, spoéiva ve vztahu
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