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Karrrora VIII.

ZOBRAZOVANT POLYGONALNICH OBLASTI

§ 82. Princip symetrie. V této, kapitole si odvodime pro praxi
velmi duleZity zpusob analytického pokracovani funkei zprostiedlkuji-
cfch konformni zobrazeni. Nejprve si dokdZeme obecnou vétu o ana-
lytickém pokraéovini regularnich funkei, kterou budeme nazyvat
principem spojitého pokralovdni,

Necht D, a D, jsou dvé oblasti majici spoleénou &dst svijeh hraniénich
bod# a necht je tato spoleénd Edst tvofena kfivkou C. Necht ddle f,(z)
resp. fo(2) jsou funkce reguldrni v oblasti D, resp. D2 a spojité vuzavrene
oblasti D, resp. D, (obr. 127). Jsou-li hodnoty funket f,(z) a f.(2) na .spo-
leéné hranici shodné, je jedna z funke! analytickym pokralovinim druhé.

Oznaéme si C, a C, onu &ist hranic, ktera
neni spoletnd, a definujme si funkci spoji-
tou na C, + C, + C: N

f1(¢) na Cy,
@(8) = § f2(£) na C,,
£:(8) = fa(£) na C.

Pomoci takto definované funkce ¢(() sestro-
jime integral typu Cauchyho,

1 [ o) d¢
2mi {—z
C,+C,
a podle § 52 je funkce f(z) reguldrni’v oblasti D, + D,. Pfidame-li na
levé strané rovnice (1) integrily podél C, které se nayzajem rudi,
protoZe je bereme v opaénych smérech, dostaneme

1 @(¢) d 1 p(f)df 1 (&) d¢
fz) = 2ni§ i—2 T P i—2z 2m Y r—2 "

Ci+C Cy+C Ci+C

z(C
Snai § C (2)

Ci+C

1) = (1)

Obr. 127.
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nebof na C; + C ¢(f) = f,(£) a na C, + C (L) = f4(L). LeZi-li bod 2z
uvniti oblastl D,, pak podle Cauchyho véty § 47 je v rovnici (2)
(C

druhy z 1ntegralu napravo roven nule, nebot 22— , 2 ie viude v ob-

lasti D, regularni funkef { a

_ 1 'fl(c
o) =2t ) T—>
a.re
Podle integrdlni véty Cauchyho*) je tedy vSude v. D, f(z) = f,(2).
Zcela stejnd odvodime, Ze viude v D, je

1 2(£)
= omi fC——Z df = f,(2),

’ - CatC
a véta je dokdzana. ' d
‘Poznémka. Jsou-li
funkce f,(2) a f,(2) re-
guldrni nejen v oblas-
tech D, a D,, nybrzi
na hranici C, je véta
zfejma. Dikaz: V tom-
to piipadé jsou f,(z) a
fa(2) regularni v jisté
oblasti D, obchvacuji- .
<i C a podle véty o jed- Obr. 128.
noznaénosti (§ 62) jsou
shodné v této oblasti, protoZe jsou shodné na C, coi znadi, Ze f,(z)
a fy(z) jsou analytickym pokradovanim jedna druhé.

ds.

Dulezitym dusledkem této véty je tento princip:

Princip symetrie. Necht hranice oblasti D, obsahuje oblouk kru%-
nice nebo dselku a necht funkce w = f,(2) zobrazi oblast D, konformné
na oblast’ A, tak, Ze C prejde na Edst hranice I' oblasti A, a necht je I
1¢Z tvofena obloukem kruZnice nebo useCkou. Pak existuje analytické po-

*) Pouzili jsme Cauchyho vzorce za pfedpokladu,. %6 funkce f,(z) jo regulérn{

pouze v oblasti D, a spojité v D,. V- § 52 bylo dokézéno, Ze Cauchyho vzorec
plati i za t8chto piedpoklada (poznémka 2).
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kradovdni funkce w = f,(z)-do oblasti D,, kterd je symetrickd s oblasti D,
podle C. Analytické pokrafovdni -w = f,(2z) zprostfedkuje konformni
zobrazeni oblasti D, na oblast A,, kterd je symetrickd s oblasti A, podle T,
a funkce

\ h(@) na D,
fe) = { f4(z) na D,

zprostiedkuje konformfi zobrazeni oblasti D, 4+ D, na oblast A, 4 A,.

- Abychom dokazali naSe tvrzeni, sestroj‘ime Hneé,rﬁi_ lomené zob-
razeni :

az + b ow + B '

~ { = CZ—|—d’ w=yw—|—6’ (3)
které zobrazi kiivku C
resp. I' na usek C* resp.
I'* redlné osy v roviné {
resp. w rak, %e se oblasti
D, a A, zobrazina oblasti
D} a Af. Funkce w =
= f,(2) pfejde pfi tom na
funkei

7 o = [*(£),

ktera zprostfedkuje kon-
formni zobrazeni oblasti
Df na AF. Budiz D* oblast symeétrickd s oblasti D podle C*; se-
strojme v Dy funkei

Obr. 129. -

o = [3(8) = f{(¢)
a dokaZeme, Ze je analytickyfn.pokraéové,nim funkee (£ ) Na usetce

C* je f#(£) = [#(2), nebot pro redlna ¢ a f#(2) je £ = £ a f¥(0) = fF(C
Abychom mohli pouZit pravé dokazané véty, staéi dokézat, Ze funkce
F(C) je regularni v D¥. BudteZ { a ¢ + AL dva body v D¥; je

fHE+ A0 — 0 _ [+ 40) — (/;"(5 + A7) —‘fi"(f))
Yila AL aAc ’
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kdeZa ¢ + Az:jsou body v Df a limita

* *
*/(£) = lim (f1 (¢ + 49 —/1(¢)) — 70
AT-0 Vil '
existuje, protoze f; ({) je regula’mrni v bodé {. MtZeme tedy pouZit nasf
véty a vidime, Ze funkce () je analytickym pokradovanim funkce
).

Z konstrukce nasi funkce okam?ité plyne, %e w = f¥(¢) zprostied-
kuje konformni zobrazeni obfasti D na oblast AF, ktera je symetrické
s oblasti Af, podle I'}, a funkce

0 = f¥¢) = {f‘ {) na Dy
f2(£) na D

Zprosttedkuje konformni zobrazeni -oblasti D} 4 Df na oblast
4F 4 4f

Posléze .se vratime pomoci substituei inversnich k substitucim (3)
k pivodnim proménnym z a w. V oblasti D, symetrické s oblasti D,
podle C dostaneme funkei w = f,(z) (§ 20), ktera je analytickym po-
kratovianim funkce f,(z) v oblasti D, a zprostfedkuje konformni
zobrazeni oblasti D, na oblast 4, symetrickou s 4, podle I". Pfi tom
funkece (2) zprostfedkuje zobrazeni oblasti D, - D, na oblast 4, 4 4,.
Tim jsme dokazali nase tvrzeni.

V piidtim paragrafu ukizeme na konkretmch prlkladech pouz1t1
principu symetrie.

Poznamka. Princip symetrie pfipousti jisté zevSeobecnéni:

Necht_hranice C oblasti D je analytickéd a necht funkce w = f(z)
zprostfedkuje konformnj zobrazeni oblasti D na oblast A tak, Ze
hranice C' pfejde v analytickou hranici I'. Pak funkece f(z) pfipousti
analytické pokralovani pfes tuto hranici a je tedy regula,rm na této
hranici.

O hranici C fikdme, Ze je analytickd, je-li kiivka tvofiel hranici
déna funkef redlného argumentu z = 2(¢), ¢; < ¢ < #,, kterd je v okoli
ka?dého bodu ¢ intervalu (¢, t,> rozvinutelnd v potenéni fadu.’

.f,sou-ﬁ celé hranice oblasti D-a A analytickymi k¥ivkami, je funkee
f(2) regularni v uzav¥ené oblasti D.
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* § 83. Pfiklady. Pfiklad 1. Hledejme konformni zobrazeni vnéjiku
pismene ,, T* (obr.*130) na horni polorovinu. Ulohu si nejprve doplnime
pomocnymi vyfezy EA a AB podél imaginirni osy (teckovanit na
obr. 130) a na horni le_orovinﬁ zobrazime pomocnou oblast ABCDEA,

Er0)
\ {Aloo) Al ool 72777777 D 1)
! Bi-4) ' ceoo
! ®
: .
[41(¢]}
D-1) 2227277, 22D Dt
zCIO)
%
|
U
g . o
| @
7
|
Z
Bi-21) . 8-¥510)
1
]
! @
]
Aleo
| Dr-¥5)
Eloo) 27— 22772 B(0)
5 o5 . @
. L)
D1-V3) 8co) ‘ D73
E /co} 7. 77 7 / 21777, / E foo)
] ’ Obr. 130.

t. j. pravou polorovinu 8 vyfezem podél intervalu (0, 1) 'reélné kladné
poloosy. Tato pomocné iloha je FeSena timto sledem zobrazeni:

C=.zzs wl = V&'—l = sz—]..
Funkee o = sz-—l, jez vznikla superposici téchto zobrazeni, zob-
razi oblast ABCDEA roviny (z) na pravou polorovinu (w). Pfitom

tse8ka EAB hranice na kouli (z) (od bodu £ = 0 po imaginirni ose
pres bod z = o do bodu z = B = — 2i) pfejde v tiseku EAB hranice
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na kouli (w) (od bodu w = E = i po imagindrni ose pies bod w =
do bodu B = — i}/5). Niynf aplikujeme na funkei w = |/Z~—1 princip
symetrie a podle tohoto principu zobrazi analytické pokratovani
funkce w = sz——-l pies tisetku EAB levou polorovinu (z) s vyfezem
podél intervalu (— I; 0) zdporné realné poloosy na levou polorovinu
(w). Pfi tom body rovin (z) a (w) oznadené &arkovanim budqu vniti-
nimi body oblasti a spoleénymi body obou oblasti budou jen body
pismene ,,T* v rovin€ (z) a body tsetky BE na imaginirn{ ose v ro-
ving (). Funkee o = VzE:_f bude spolu se svym analytickym po-
kradovanim (které oznadime stejnym-symbolem) prostiedkovat zob-

AH) -Br3)  cid) D
E T - - - - - - - 2T, E o)

d--calp -~ Alzl Ell) D(3)
——————— BI0) 27T, C o)

® @

7 Bl0) At) EN) DIV3)

Cle)
wW

Obr. 131.

razeni vn&jsku pismene ,,T“ na celou roviou o s vyfezem podél
usetky BE imaginirni osy. ’

Nyni uz zbyvé jen zobrazit vnéjif tiseéky BE imagindrni osy v ro-’
ving (w) na horni polorovinu. Tuto {lohu fesi lineirni lomens funkce
w + 1V_5-

), —
1 w—i

2

ktpré. zobrazi uvasovanou oblast na vnéjsek Gsetky B =0, =i=- @©

roviny w,. ProtoZe se bod D = 0 zobrazi do bodu w, = — VE, je tato
tselka shodnd se zapornou poloosou. Na konec jeité zobrazime tuto

oblast pomoci funkce w = V— @, na hornf polorovinu (w). Funkce
vznikld superposici téchto zobrazeni )
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w=]/“"+iv5 ]/Vz2—1+ i/'s @

i—w z2 —1
je hledanym feSenim na$i Glohy.

Piiklad 2. Hledejme konformni zobrazeni pisu — iz < x < 3=
s vyfezy podél intervald (— 4z, — }n) a (}#, $n) redlné osy na horni
polorovinu. Nejprve opét provedeme dopliiujici vyfez podél intervalu
(— iz, in) redlné osy (¥arkovino na obr. 131) a budeme nejprve
konstruovat zobrazeni polopisu EABCDE (obr. 131) na polorovinu
(w). Podle pt. 2 § 33 fesi tuto ulohu funkce

) w = sinz.

Aplikujeme-li princip symetrie na tise¢ku BC, dostaneme, Ze naie
funkce zprostfedkuje zobrazeni dolniho polopisu na dolni polorovinu
a danou oblast zobrazi na rovinu (w) s vyfezem podél polopfimek EB
a CE reilné osy,(¢irkovany usek na obr.,131 se pri analytickém po-
kradovani ,,setfe a ostatni body reilné osy zistanou hraniénimi
body).

Zbyvi uz jen zobrazit takto ziskanou oblast na horni polorovinu.
Zobrazime nejprve usetku CEB na kouli (w) na kladnou realnou polo-
o?u rovmy (w,) pomoci linearni lomené funkce

o+ %

w—}

a pak takto ziskanou oblast zobrazime na horni polorovinu (w) po-
meoci funkee w = Vw_l Superposici naSich zobrazenf dostavame hle-
dané Yeeni nadi alohy:

w = |, = V-—2 sinz + 1. (5)

2sinz —1

wl =

Piiklad 3. Hledejme zobrazeni vnjsku ,,mlynského kola“ na
vnéjiek jednotkové kruZnice (obr. 132). Nejprve provedeme pomocné
vytezy podél polopfimek AB a EA a zkonstruujeme zobrazeni vysece
ABCDEA na podobnou vyseé tak, aby body B a E byly ,,Raroznf*
(t. j. aby tselky BC a DE se ,smrtily“ v oblouk kruZnice). Nejprve
sestrojime zobrazeni ¢ = 28. Zobrazenim

/
\ w=%(€+%)
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zobrazime vyseé na vnpéjek polopfimky —1 < w < oo, pfi demi

bodim B a E odpovidd bod w =d = % (h" + %) Linedrnim zobra-

\
zenim w, = aw + f zobrazime useku — 1 < w < d na tusedku

cw B(d)
| O, — = = Alos]
D1 E(d) @
C Bl1)

D Ert) @

Obr. 132.
—1 < w, < 1. Z pfifazenf bodih —1 = —ax 4 fal=ad+ § do-
2 1—d
staneme & = 1+4d af =174’ po dosazeni
. 2w +1—d
P, = 1_|_d

Pak zobrazime vné&jek useéky — 1 < w, < 1 na vnéjsek jednotkové
kruZnice zobrazenim

w2=w1+Vw§—1

Komplexni proménné—20 3056



[viz § 26 (12)]. Pii tom <¢arkované vyfezy pfejdou v polopfimku
1 < wy << 00 a zobrazenim _

s_
w = Va,

dostaneme vyset |w| > 1, 0 < argw < }=, pii éemZ Earkované vyfezy
pfejdou v polopfimky argw = 0, [w| > 1 a argw = =, |jw| > 1.
Na funkeci vzniklou superposici vSech téchto zobrazeni

1 1 1
-I/zs—l—;s—}-l—d+l/(z°+z—s—|—2)(z°—|—;———2d)

1+d

w =

(6)

aplikujeme princip symetrie. Podle tohoto principu pfipousti (6)
analytické pokradovani pfes tsedku 4B, které zobrazi vyse¢ AE'EA
roviny (z) na vyse¢ AE'EA roviny (w) (body tsetky BA jsou pii tom
vnitfnimi body oblasti). Takto konstruované analytické pokratovani
muZeme opét dile pokradovat pies useéku AE' a dostaneme zobrazeni
vysete AE"EA roviny (z) na vyse¢ AE"EA roviny (w) (body usecky
E’'A jsou vnitinimi body oblasti). Pokraéujeme-li nasi funkei je3té
pies tsedku AE", dostaneme zobrazeni vnéjsku ,,mlynského kola‘
s vyfezem podél polopfimky AE na vnéjSek jednotkové kruZnice
s vyfezem podél polopiimky A E. Aplikujeme-li na polopfimku princip
symetrie znova a pokradujeme-li funkei (6) pres tuto polopiimku,
dostivime koneén& hledané konformni zobrazeni.

Poznamka, Je vidét, Ze (6) pro « = 1 pfejde (6) ve w = 2, coZ je
vysledek zcela pochopitelny, viimneme-li si toho, Ze pro d = 1 jsou
»lopaty‘ kola rovny nule (A = 1). Pro lopaty o malé délce (A ~ 1) je
1
k8
tedné malé &islo a dosadme do (6). Pouzijeme-li pfibliznych vzorcd pro

veligina d = —;—(hﬂ + ) blizks 1. Polozme d = 1 4 7, kde 7 je

odmocninu, kde vyraz pod odmocninou je blizky 1, Vl +6~1+4

+ % (6 malé), dostaneme
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8 1
16[/22% 28 —1
Roznisobime-li zidvorky a zanedbdme-li veli¢iny nekoneéné malé
druhého ¥adu, \Elosta,neme piibliznou hodnotu '

8
wmz—% (z—f— }_z—f—l); (7)
)2 28— 1

Pro dostate&ns velkd |2| je druhy é&len v zdvorce zanedbatelng maly
v porovnani s prvym Glenem a dostivime kone¢né velmi jedpoduchy
vzorec

wm(l—%n)z. (8)

Vzorce (7) a (8) davaji hlavni 84st zobrazeni (6), linedrni vzhledem
k parametru 7.

Vlastnosti konfotmnich zobrazeni pfi nekonednd malych ‘zmé&nich
nékterych parametri zobrazeni (specielné v piipadech nekoneéné
malych deformaci oblasti) se studuji pomoci variaénich method. Dile-
7ité a hluboké vysledky z tohoto oboru jsou uloZeny v pracich sovét-
ského matematika M. A. Lavrentéva.*)

N L]

Piiklad 4. Hledejme konformni zobrazeni ,,mfi%e‘‘ z obr. 133 na
horni polorovinu. Vyfezy jsou podél tseéek z = kn, 0 <y < h, k=

*) Zaklady t8chto method jsou vyloZeny na pf. v knize M. A. Lavrentév:
Konformnyje otobraZenija (Konformni zobrazeni), GOSTECHIZDAT, Moskva
1946, Lavrent$v-Sabat: Metody teorii funkeij kompleksnogo peremsnogo,
GOSTECHIZDAT, Moskva, 1951, kap. IV (v této knize najde &tenaf mnoho
doplitujici latky k ldtce vykladané v nasi knize). (Pozn. prekl.)

20+ 307



=0, £ 1, ... Nejprve sestrojime pomocné vyfezy podél polopfimek
AB a EA (¢irkované na obr. 133). a sestrojime konformni zobrazent
takto sestrojeného polopisu na podobny polopas tak, %e body B a E
budou ndrozni. Funkce

{ = cosz (9)
1A AE
; | . |
B E} l
) c o[} ”
-2n -7 0 7 o @
Al) Br-coshh) Efcoshh) _ Alw)
T 7R ®
Aleo) __ e C!"cuﬁ' Dlcgy) Aloo)
BH) T @
i ] )
S
1 ] | H '
1 i ! ! '
WWWW@
Obr. 133.

zobrazi na§ polopéds na horni polorovinu, nebof pro z = z probihajici
asedku CD probiha ¢ interval (0, 1), pro'z = iy probihajici polopfimku
DA, ¢ = cosiy = cosh y probiha polopiimku (1, iy) a pro z= —ax 4 iy
probihajici polopfimku AC, { = cos(— n + iy) = — coshy probihd
polopfimku (— oo, — 1) (viz princip zachovani hranic § 23). Body
B a E pii tom pfejdou v body — cosh’ a cosh h; pak provedeme
kontrakei roviny ¢ tak, aby tyto body ptesly v body — 1 a + 1. Tuto
tlohu Fesi funkce: |
~ 1

® = coshh ¢

Nakonec pomoci zobrazeni
W = arccosw

inversniho k zobrazeni (9) zobrazime horni polorovinu (w) v polopés
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— 7z < Rew < 0, Imw > 0 tak, Ze bodtm B(— 1) a E(— 1) odpovi-
daji body B(— =) a E(0). Pfi tom bereme tu .vétev arccosw, kterd ma
v bodé w = 1 hodnotu 0. Superposice nafich zobrazeni

cosz

W = arccos coshh (10) e
zprostiedkuje zobrazeni polopdsu —n < A B/ C A
< Rez < 0, Imz > 0 na polopds — n < IR !
<Rew < 0, Imw < 0, pfi éemZ polo-
piimky AB a AE ptejdou v polopfimky A B _______ c__A
Rew = — =z, Imw < 0 -a Rew = 0, -1 1
Imw = 0. Pak aplikujeme na funkei. (10) Obr. 134.

princip symetrie. Aplikujeme-li - princip
symetrie na nadi funkci nekonetné mnohokrat za sebou na obé
strany, vidime, e nage funkce fe&i danou alohu.

Nakonecuvedeme jesté jeden piipad, kde se aplikuje princip symetrie

na oblouk kruZnice. .
Ptiklad 5. Jak je znamo (§ 26), funkee
1 1
w=5 (z + ;) (11)

zprostfedkuje konformni zobrazeni vnéjsku kruhu |z| > 1 na vnéjiek
tisedky (— 1, 1) redlné osy. PFi tom hornf &ist vnéjsku, kruzmce

ABCA se zobraz{ na horni polorovinu (w) (obr. 134). Oblouk BC
kruznice |2| = 1 se zobraz{ na interval (— 1, 1). Aplikujeme-li princip
symetrie, vidime, Ze a.nalytlcké pokradovani funkce (11) zprostredku]e
konformni zobrazeni oblasti symetrické s 4BCA podle oblouku BO’
t. j. vnitfku hornfho jednotkového polokruhu |z| < 1 na dolni polo-
rovinu. Tedy funkce (11) zdroveil se svym analytickym pokradovinim
zprostfedkuje zobrazen{ celé horni poloroviny (2) na rovinu (w) s vy-
fezem podél polopFimek (— o0, 1) a (1, o). '

§ 84. Integril Christoffela-Schwarze nim poskytuje funkce zpro-
stfedkujici konformni zobrazeni horni poloroviny na polygondlni
oblasti, t. j. oblasti, jejichz hranice jsou tvofeny konelnym podtem
aselek. Takové oblasti se velmi &asto vyskytuji v aplikacich a z toho
plyne velky prakticky vyznam Christoffelova-Schwarzova integralu.
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Budiz v roviné (w) ddn libovolny uzavieny mnohouhelnik D obsa-
hujici jen koneéné body.*) Podle véty o existenci konformniho zob-
razeni § 23 existuje jen jedina funkce

w = f(z),

zprostfedkujfef konformni zobrazeni horni poloroviny na mnohothel-
nik D tak, Ze se pfitom tfi libovolné pevné body reilné osy na priklad
(a1, a; a a,) zobrazi na t¥i libovolné body hranice D, na pfiklad na
vrcholy A4,, 4, a A;. Piedpo-
klidejme nejprve, Ze uZz nasi
funkei zname, t. j. zndme body
ay, k= 4,5,6,... oy z, které
v zobrazeni odpovidaji vrcho-
lam mnohotihelnika 4, a bu-
deme se snaZit najit analytické
vyjadfeni této funkece.

ProtoZe na libovolné useéce
(@, Gx+,) 08y  nabyvd funkce
w = f(z) hodnot leZicich na
pfimece A,, Ay.+,, aplikujeme
na ni princip symetrie a jeji
analytické pokradovani pies

Obr. 135. tuto tseSku do dolni poloro-

viny Im z < 0 zprostfedkuje

zobrazeni dolni poloroviny na mnohothelnik D', ktery bude syme-

tricky s mnohothelnikem D podle strany A4;4,.,. Pak miZeme znova

pokradovat nai funkei-pfes libovolnou usecku (ay, @ +;) do horni

roviny a pislusné analytické pokradovini bude zobrazoyat horni

polorovinu na mnohothelnik D” symetricky s mnohot thelnikem D’
podle strany A, A +;.

Predstavme si nyni, Ze jsme provedli vSechna moZns takova ana-
lytickd prodlouzZeni [i pfes Gsecku (a,, @,) na kouli (z), ktera obsahuje’
bod z = 0] v libovolném poétu. Jako vysledek dostaneme tplnou
analytickou funkei w = F(2) (§ 63), pro kterou bude funkee w = f(z)
jednou z jejich regularnich vétvi.

*) V piidtim paragrafu upustime od tohoto omezeni.
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V&imnéme si je$té toho, Ze libovolné dvé regularni vétve w = f*(2)
a w = f**(z) této funkce jsou v horni poloroviné svaziny velmi
jednoduchym vztahem. Podle na$i uvahy vznikly tyto dvé vétve
jedna z druhé sudym poétem pokratovani pres usecky (a, @r+;) 2
zprostfedkuji zobrazeni vrchni poloroviny na dva mnohotuhelniky D*
a D** Mnohothelnik D** dostaneme z mnohothelnika D* (resp.
naopak) sudym poétem symetrii podle stran. KaZdy pir symetrii se
vSak redukuje na otoceni a posun. Tedy mnohothelnik D** dostaneme
z mnohothelnika D* otoéenim a posunem. Z toho plyne, %e v horni
.poloroviné . ’
f¥*(z) = ef*(z) +a, (12)
kde « je realnd konstanta charakterisujici otoéeni a ¢ komplexni
konstanta charakterisujici posun. Podobné tvrzeni plati zfejmé
o libovolnych dvou regularnich vétvich funkce F(2) v dolni poloroviné.

Dile, funkce

-

£
A (e
je reguldrni v hornf poloroviné, nebof funkce f'(z) jako derivace
funkce zprostiedkujici jedno-jednoznaéné konformni zobrazeni je
viude v horni poloroviné rizna od nuly. Z naSich dvah plyne, Ze funkce
@(z) bude jednoznaénou pro vSechna moZna analytickd pokraovani
funkece }(z). Nebotf af vezmeme jakékoliv dvé regularni vétve funkce
F(z), pak z (12) plyne

@) = & @), 14 (2) = e (2)

@) _ f*(2)
)y )
t. j. hodnota funkce ¢(z) v'libovolném bodé je nezivisld na volbé
vétve funkce F(z). '
Mizeme tedy Fici, Ze funkce p(z) spolu se véemi svymi analytickyma pro-
dlouzenimi (kterd oznadime timtéz symbolem) je reguldrni ve vech bodech
roviny z kromé bod# z = a,.*) Objasnime si nyni chovini funkce ¢(z)

*) Regularita funkce g@(z) v bodech z =+ a; reilné osy, v bodé z = « a v bo-
dech dolni poloroviny plyne z toho, ze f(z) je moZno analyticky pokracovat do
téchto bodu tak, %e derivace analytického pokradovédni bude nenulova.
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v téchto bodech.: Ozna®me o,z Ghel mnohotihelnika ve vrcholu 4,
a sestrojme si pomocnou rovinu proménné

1
o = (w—wy)ax.

Uhel mnohotihelnika se p¥i prechodu z roviny (w) do roviny (w)
zfejm& ,,napf{mi‘‘ (obr. 136) a na funkeci
1
o = w(2) = [f(z) — w]™

kters zprostiedkuje zobrazeni jistého pﬁlkruinicového okoli bodu
z = a, v horni poloroviné na pulkruznicové okolf bodu w = 0 v horni

poloroviné (w) aplikujeme princip symetrie. MiZeme tedy sestrojit
analytické pokradovani do celého okoli bodu a,, v némsz ji rozvineme

v Taylorovu fadu:
1

ofr) = [f) —wd™ = ez — @) +olz—al +... (13)
V rozvoji (13) odpadne absolutni ¢len, nebot w(a,) = 0, ale ¢, = o' .
.(ax) += 0, nebot w(z) zprostfedkuje jedno-jednoznaéné konformnf
zobrazeni (viz § 15, pozndmka 3).
Z (13) dostaneme

@) =w, + (—a,)™[c; + ¢z —ax) +...]%*, ¢, £ 0,
kde vyraz v zivorce pod exponentem «, je regulirni funkce v okoli
bodu a;, takZe ji muzeme rozvinout v Taylorovu fadu a dostaneme
1) = wy + e — @)™ [, + e —an) +..] =

: . “(14)
= wk + cl(z —_ alk)ﬁk + cz(z _ ak)“k"'l + .
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Ze (14) snadno vypoéteme

o) = ]‘:’(z) _ (o, — 1’) axCy(z — ap) =2 4 ... _

f(2) oy (2 — @)=~ + ...
1 (op— 1) orgc) + ... !
T z— a, ey + oen

kde jsme si vytkli v &itateli (z — a;)*~1a ve jmenovateli (z — a;)*-!
a zkratili. Drihy z &initeld je funkee regulérni v bods z — @, a mizeme
ji tedy rozvinout v potenéni fadu

(06— 1) + Cl(e — @) +chlz — @) + ...,
kde absolutni ¢len najdeme z hodnoty zlomku pro z = a;. Z toho
1

p(z) = r —a {(ar — 1) +cj(z—ap) +c3(z—ap?+ ...} =
k
\
o — 1 " o ’
= ‘:k_ o tea+ ca(z— ay) + (15)

Rovnice (15) ndm davad Laurentiv rozvoj funkee ¢(z) v okoli bodu
z = @ Z ného plyne, ze funkce @(z) md v.bod¢ z = a, pdl prvého fidu
s residuem rovngm o, — 1, kde o, je dhel mmohotihelnika ve vrcholu A,.

Funkee ¢(z) bude tedy mit v celé roving (z) jen » singuldrnich bodt —
poli prvého Fidu. Odeéteme-li od funkce ¢(z) hlavni éasti jejich
Laurentovych rozvoji v okoli péli

oy — 1 xy—1 Gp—1

'/J(z)=¢(2)'—‘-z_a2—'z_az—---—;-__—d— (16)

dostaneme funkei regulérni v celé roving a tedy podle Liouvilleovy
véty (§ 69, § 71) identicky rovnou konstanté. Abychom stanovili jeji
hodnotu, uvdzime, Ze funkce @(z) je reguldrni v bodé z =0 (ktery
je vnitfnim bodem tsetky (@,, @,)) a mé tedy v okoli bodu z = o
TOZVO0j

o) =+ 22 4+ 22 4 (17)

kde ¢, je prvni koeficient Laurentova rozvoje funkce f(é) Tizny od
nuly. Ze (17) plyne pro funkei ¢(z) v okoli bodu z =
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C"D

» plp+1) 5+ ...
o=f =T
. —pz""l + ...
_1lppt+Neyp+.. _p+1 i
z — Py 2 e

a z toho: (o) = 0. V (16) jsou vSak pro z = o0 "rovny nule i v8echny
ostatni ¢leny napravo a tedy i y(0), t. j. p(co) = 0, a z toho
oy —1  ay—1 xp— 1

p(z) = (;ilnf'(z) = + + ...+

z z—a, z2—a, z—a,

(kde In napravo je hlavni hodnota’logaritmu a In nalevo jeho odpovi-
dajici hodnoty). Odlogaritmovanim naSi rovnice dostdvime vyraz
pro derivaci konformniho zobrazeni

F(2) = Cla — o;)® 7 (2 — ;g)™ 7 o (2 — &xa) ™7 (18)

Integrovanim rovmnice (18) podél libovolné kiivky v horni poloroviné
dostaneme hledany Christoffeliv-Schwarziw integrdl

&) =Cfe—a)* z—a)™ ...z —a)* " dz + B (19)

Znovu si pfipomeiime, Ze body a, jsou body redlné osy, odpovidajici
vrcholam A, mnohothelnika, a «, velikost piislusnych vnitinich
hli méfend v z (Ghel pfi vrcholu 4, je o).
[ Integral Christoffela-Schwarze jsme odvodili za predpokladu, Ze
body a,, a, ..., a, Tedlné osy, kterym odpovidaji vrcholy 4,, 4,, ...,
..., 4, mnohotihelnika, jsou nim zndmy. V praktickych tilohich jsou
viak diany jen vrcholy mmnohothelnika A4,, 4,,... a body a,, a,, ...
zlistanou neurceny. Podle véty o existenci konformniho zobrazeni
(§ 23) muzeme tii z nich (na pt. a,, a,, a;) volit libovolné a ostatni
zaroveil s konstantami C a C, se musi uréit z podminek zobrazeni.
Zpiisoby vypodtu «, C a C, budou ukéziny niZe na konkretnich
praktickych vypodtech. Principidlni moznost jejich vypoétu plyne
z odvozeni vzorce (19). BudiZz dan mnohothelnik D v roviné (w);
vybereme si obrazy tfi libovolnych jeho vrchold, na pf. a,, a,, a,. Pak
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podle véty o existenci konformniho zobrazeni § 23 existuje jediné
zobrazeni z = @(w) mnohothelnfku D na polorovinu Imz > 0. Oznaé-
me si ay, ag, ..., 2, obrazy ostatnich vrcholi mnohothelnika D a bydiz
w = f(z) inversni funkce k funkci z = p(w). Podle toho, co jsme si
dokazali vySe, je funkce w = f(2) definovana vzorcem (19), kde
a,, as, ..., a, jsou vyse uvedené body a C a C, dvé konstanty. Jsou tedy
body a, (pti volbé t¥i-z nich) uréeny jednoznaéné*) ziroveti s konstan-
tami C a C, pro libovolny mnohothelnik.

§ 85. Singularni p#ipad. Piedpoklidejme nyni, e jeden z bodi g,
na pf. a, je bodem v nekoneénu. Abychom transformovali né3 prlpad
na pripad predesly, pouzijeme linearniho zobrazeni**)

t=ap—, (20)

které zobrazi polorovinu Imz > 0 na polorovinu Im ¢ < 0, pfi ¢em%
pevidi body a,,a,, ..., a, = 0 v koneéné body a,, a,, ..., a,. Pak
funkece w = g(C ) zobrazujici Im ¢ > 0 na D je ddana vzorcem

w=C" f (€ —a)* ™ ¢ —a) . C—a)™ T L+
Lo

Provedme v posledné uvedeném vzorei transformaci proménnych (20):

a—1 ag—1 ap—1
w:CIf(a;——a,i——-i—) (a;—a;—%—) (_%) d_z_|_0

Posledni vyraz jesté upra,vinié pomoci vztahu pro soudet ihlan-thel-
nika
o, +0y .. Fop=n—2

znamého z elementarni geometrie. Dostaneme

*) Zm&na konstant C a C, vede k lmearnunu zobrazeni, jsou tedy obd kon-
stanty uréeny danymi vzorci a m.nohouhelm.kem jednoznacnsé.

**) Ve (20) je a, libovolna redlnid konstanta a znaménko bereme tak, aby
horni polorovina pfedla op#t v horni polorovinu. Je-li n&ktery z bodd a; roven

, kde a je rizné od viech g, jinak by

0, pfejde (20) na tvar { = a’, —

jeden z bodi a’;, byl roven co.
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w =0 f{(a; —a})z — 1)1 {(a], —aj) z—1)mt

dz L0 =
@t & +...+ap—nta T 1T

... {la, — a;_l)z'z — 1}en-1—1 (— ])en—1
- Of (z—a)™ ' (z—a)> ... (2 —a,,)*-11dz + C;. (21)

Odpovidd-li tedy nékterému vrcholu mnohoihelnika nekoneéné vzddleny
bod, vypadne v Christoffelové-Schwarzové integrdlu jemu odpovidajict
soudinitel. Této vlastnosti se pouZivi k zjednodufieni Christoffelova-
Schwarzova integrilu (viz § 86 a dalsi).

Pro praktické vypodty je dilezity i pfipad
vyloudeny v pfedchézejicim paragrafu, je-li
totiz jeden nebo i vice vrcholi mnohoihel-
nika v nekoneénu. Nechf na p¥. vrchol 4,
mnohothelnika D leZi v nekoneénu (obr.
137). Pak vybereme na polopfimkach A, A,
a Ay.q, A, po jednom bodu, oznatime je 4,
a A]. Spojime pak body 4,a A useckou
a budeme se zabyvat ta.kto sestrojen)'rm
(n 4 1)-thelnikem. Funkce zobrazujici polo-
rovinu Imz > 0 na tento mnohoiihelnik ma
podle (19) tvar

Obr. 137.

3
w—O’f(z—a)""‘1 (z—ag)* 2... (2 — @) (z — aq)*™ ! ...
w(z—a)™1dz +C,,
kde o, ;, jsou vnitini dhly p¥i vrcholech 4, a A; méfeny v = a body
a,, a, jsou body osy z odpovidajici témto vrcholim. Pro A, — 4,
a A, — A, body a;, a, splynou v jediny bod a, odpovidajici bodu A4,
a uvedeny vzorec bude mit v limité tvar

w= Of(z —a)" (e — @) L (z—a,)™ 1 dz +C,.

F :
Oznadéme no, Ghel polopiimek A4,-,4, a A, A,., v koneéném prise-
4ku Af vzaty se znaménkem minus. Pro thly trojihelnika
A, A A} (obr. 137) plati
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o +og—o, =1, ap +op—2=0a,—'1,

a vzorec nabyva koneéného tvaru

\

w= C’f(z—al)“‘1 (z—a))*™ ... z—a,)* ...
’ e z—ay)*™1dz +C,.

Podobnou dvahu bych‘om provedli, kdyby leZelo v nekonednu
i vice vrcholi mnohothelntka D. Tedy: integrdl Christoffeliv-Schwarziw
zistdod v platnosti i pro pHipad, kdy jeden nebo vice vrcholit mnohovhel-
nika le#i v nekonednu, bereme-li za thel dvou pFimek protinajicich se
v nekonelnu vhel v jejich koneéném prasebiku s opalnym znaménkem
(viz § 18).

§ 86. PFiklady. Uvedeme z podatku dva piiklady, které nam budou
ilustrovat methodu vypotétu, ale nedaji nové vysledky.

Pifklad 1. Polopis — 47 << Rew < 3n, Imw > 0 pledstavuje
,trojahelnik s vrcholy A, = — }n, A, = }n, Ay = co. Uhly pii
vrcholech v tomtéz pofadku jsou ¢, = 4, x; = %, oy = 0 (&; + &3 +
+ oy = 1 jako pro kaZdy trojahelnik). Pro pfehlednost si zapiSeme
tdaje do tabulky, do niZ zaneseme také volbu bodt a;:

A, Ok Gy
p— fﬂ * J—
n $ 1
® 0 ©

Integral Christoffeliv-Schwarziiv mé tvar

w=C[@Ez+1) " —1td+C, =
0

~c f ﬁ% +C, = C arcsinz + C,.

0
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Pomoci odpovidajicich si dvojic boda a,,a, a 4,, A, dostaneme

—in =—4nC" + 0, 3n = {nC" + C,,
z toho
C,=0,0C=1

a funkce zobrazici polorovinu na polopas bude mit tvar
w = arcsinz. (22)
Inversni funkei z = sinw jsme odvodili v § 31 elementarnim zpusobem.
Priklad 2. Polorovina v > 0 s vyfezem podél usecky imagindrni
o8y 0 <v<h, u=0 (w=u +iv) pledstavuje cty'ru.helmk Uhly
ve vrcholech a body odpovidajici vrcholim jsou zaneseny v tabulce.
TFi z nich si volime libovolng, étvrty oznadime £, Ghel v nekoneénu je
roven — 1, nebot polopfimky 4,4, a 4,4, jsou jednak pokra¢ovanim
druhé, t. j. sviraji spolu thel 1. Zx,, = 2 jako v kazdém étyrahelniku.

A, & a;
© —1 0
0 3 —1
hi 2 0
0 3. 3

Abychom stanovili bod a, = &, pouZijeme principu symetrie. Hle-
dané zobrazeni bychom téZ obdrZeli jako analytické pokradovani
zobrazeni druhého kvadrantu roviny (z) na druhy kvadrant roviny
(w), pfi ¢emz oo 0, ih 0. Z toho plyne, Ze bod @, musi byt
symetricky s bodem a, podle imaginarni osy, t. j. a, = £ = 1, a in-
tegral Christoffela-Schwarze md tvar

w=C[(z+ 1) 2e—1)tdz = .
zdz
Vz—1

(kde misto omezeného integrdlu jsme vzali neurdity integral, coZ
miZeme udélat, nebot- konstanta C, je zcela libovolnd). Pro uréeni
konstant C’ a C, pouZijeme toho, %e si odpovidaji body a,, 4, a a;, 4,.

- =C)Jz—1+0,
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Odtud 0 =0 4+ C,, ih =1iC" +C,; C;, =0, C' = L a hledani funkce
mé tvar (viz § 27):
w = h|/Z# —1. (23)

Uvedeme nyni nékolik pfikladi nikoliv elementdrniho charakteru,
jejichZ FeSeni bez pomoci Christoffelova-Schwarzova integrilu by bylo
znacné obtiZné. '

Piiklad 3. Oblast zobrazend na obr. 138 je v podstaté étylrﬁhe]nik.
8 tfemi vrcholy v nekoneénu. Jeho zadani a odpovidajiei si body jsou
zaneseny v tabulce. TH body g, jsou voleny ‘
libovolné, ¢tvrty oznatime £, uhly v bodé
w = o0 jsou vesmés rovny nule, nebot od-
povidajici polopfimky jsou vesmés rovno-
bézné. Zu, = 2 jako v kazdém étyrahel-
niku:

A, Oy .
@ 0 el
<) 0 —1
0 2 £
(s} 0 1

- .Christoffeliv-Schwarzuv integral ma tvar

w:(]f(z—i—1)—-1(z—£)(z—'1)_1dz=0f 28 g =

22 —1
=0{1‘;51n(z+1)+lgfln(z—l)}+01

a obsahuje tfi neznamé konstanty C, C, a £&. Abychom uréili C, a &,
provedeme tuto Gvahu: kdyZ bod z obéhne bod a, = — 1 po libovolné
nekoneéné malé pilkruZnici C, poloméru 7 (f. j. vektor z +1 = rel?
se otd¢i a méni argument od x do 0), musi odpovidajici bod 'p?ejit
z polopfimky 4,4, na polopfimku (4,4, t. j. funkce w musi mit
prirastek \

Aw = by +o(r),-
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kde o(r) je komplexni veli¢ina nekoneéné malého ¥adu pro r — 0.

Tuto avahu potvrzuje i fakt, Ze se obraz kruznice C, pro dostateéné
mald r malo li8i od nejkrat$i dsecky spojujici polopfimky 4,4, a
A,A,.*) Pro takovy nekoneéné maly priristek 4z élen s ln(z — 1)
v Christoffelové-Schwarzové integrilu bude mit nekomednd maly
piirustek v diisledku spojitosti této funkce a konedny je jen pfiristek
funkce In(z + 1) = Inr + ip, ktery je roven — zi. Odtud

Adw = — C(1 + &) =i 4 o(r),
kde o(r) je nekonedné mald komplexni veli¢ina pro r — 0. PoloZime-li
oba vyrazy pro Aw sobé rovny a prejdeme-li k limité pro r — O,
dostaneme
| —30(L + &) mi = b,

Analogicky, jestlize bod z obéhne bod a, = 1 po nekoneéné malé
pilkruZnici poloméru r, odpovidajici bod w musi pfejiti z poloprimky
A,A4; na polopfimku 4,4,, t. j. Aw = hy + o(r). S druhé strany

dw =C 1%‘5 (— 7i) + ofr), odtud

— 31— &) i = b,
Porovnanim obou rovnic dostavime hledané hodnoty
i _hy—h,
¢ —;(h1+h2), E—hl_hz

a funkce zprostfedkujici hledané zobrazem'.je
w = % {h, In(z + 1) + b} In(z — 1)} + C,. (24)

Konstantu C, uréime z pfifazeni bodua; = £a 4; = 0:

"2 &
C, = — hyn® 4 7iInhd b} (_117) ,

kde H = h; + h,.
Pifklad 4. Oblast z obr. 139 predstavuje v podstaté ¢tyrihelnik,
jehoZz dva body lezi v bodé w = co. Pomoci pomocného vytezu (éar-

*) Predpokladdme tento fakt jako zfejmy, ale bylo by moZné ho téZ piesné
dokazat.
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kovaného na obr. 139) v ose horizontilni ¢asti a aplikovanim principu
symetrie miZeme celou dlohu pfevést v tlohu zobrazeni poloviny
nakreslené oblasti, na pf. horni na horni polorovinu. UvaZovana

N S
A, © .
‘ A, A, A, 4, A,
; 7 7 %
@
Obr. 139,

polovina nakreslené - oblasti je v podstaté trojihelnikem s dvéma
vreholy v bodé w = o00. Zad4ni a body a,, odpovidajici vrcholim troj-
uhelnika, jsou opét v tabulce:

A, Qe a
o) 0 . 1

) o —1 LS '
0 T3 0

Body @, volim libovolné, uhly v nekonedénu uréim v souhlase s § 85
a Zoy, = 1. Funkce, kterd konformné zobrazuje polorovinu Im & > 0
na tento trojihelnik je -

¢ ¢
w=0f(c—1)“1c*'dc+01=0 ZV'_—Cldc, (25)
0 0 )
kde C, = 0, protoZe si odpovidaji body { =0 a w = 0. Abychom
urt¢ili konstantu C, pouzijeme toho, Ze v blizkosti bodu { = 1 miZeme
ve funkei za integradnim znaménkem ve vyrazu (25) zaménit funkei
J/Z spojitou v bodé ¢ = 1 jeji hodnotou v tomto bodé. Odtud

Komplexni prom&nnd—21 h 321
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=C f =1 ot —1) =C{In(¢ — 1) —ai} + o(C — 1), (26)

kde o({ — 1) konverguje k nule pro { — 1.*) JelikoZz pfechodu bodu
{ po pllkruZnici’ [z —1| =7 s usecky A,A, na polopfimku 4,4,
odpovida. prechod bodu w s polopfimky 4,4, na poloptimku 4,4,,
je Aw = —hi 4+ o(¢ — 1), kde % je polovidni &ifka horizontalni 8asti
oblasti z obr. 139. Naopak podle (26) Aw = Ci darg({ —1) +
+0o({ — 1) = — ali + o({ — 1). Porovname-li nyni oba vyrazy pro

Aw v limité pro { — 1, 'dostaneme — hi = — #Ci, t. j. C = % Tedy

(25) ma tvar
¢

iz h(2VZ'+1nVC‘1)

=17 7= Vi1l
7 s ,
_%hy=, k. JT—1
—;I/H;lnvE e (27)

Pomocnému (4rkovanému) vytezu 4,4, v roviné ¢ odpovidé vytez
(1,0) podél reilné osy. Tedy podle princkpu symetrie funkee (27)
gpolu se svym analytickym pokratovinim zobrazi celou rovinu ¢
s vyFezem podél (1, co) podél redlné osy ne oblast obr. 139. Funkce
z2 = iV{ — 1 zobraz{ posledné zmfinénqQu oblast na hornf polorovinu (z)
a substituci { = 1 — 22 do (27) dostaneme tedy zobrazeni horni polo-
roviily (2) na oblast obr. 139:

- T 12—
w=—l,-2hV1—zz+ihlnM—ki'= '
7 % JT==+1
1 —_— z '
_ —— 1 —22 ln—:_ . 28
nzh{l/ '+ 1+V1—22} (28)

§ 87. Vypoket pole na okrajich kondensatoru. Kondensitor Rogov-
ského. Pri zkoumani elektrického pole mezi polepy deskového kon-
densétoru miZeme je prakticky poklddat za homogenni. Jen v bliz-

*) CoZ je moZno té% presné dokizat.
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kosti okraji kondensatoru dojde k naruSeni homogennosti pole a
musi byt proveden speciélni vypodet. Abychom zjednodusili vypocet,

budeme zkoumat jen pole u jednoho
okraje kondensitoru a zanedbime vliv
druhého okraje. Kondensator si pred-
stavime jako dvé poloroviny navzijem
rovnobéZné a polozené nad sebou (stopa
desek kondensatorn do roviny kolmé
na desky je na obr. 140). Predppokld-
dejme jest&, Ze desky kondensatorh ne-
sou potencidl 4 V. Vypocet takového
pole patii k typu I dloh § 40. Jde nam
v podstaté o lkonstrukei konformniho
zobrazeni oblasti z obr. 140 na pas —
—V <Ime < V.

Sestrojime inversni funkei z = z(w).
V roviné (z) sestrojime pomocny vyiez
AzA, podél osy nasi oblasti (¢drkovano
na obr. 140) a najdeme zobrazeni po-

AZ

© A

3 : '?
Vi, ‘:71/7/7/7//'/// T
Ag 4 ®
S Ay
4,

o~ C,-

—.o_,o._h____. .
A A1) Asl0) A, ®

Ly

Obr. 140.

mocné poloroviny Im z > 0 na ,,trojthelnik 4,4,4,. Zadéni troj-
thelnika a body odpovidajici jeho vrcholim jsou v tabulce:

4, Xy ay
[e's] —1 s}
4, 2 —1
[os) 0 0 L

Body @, volime libovolné, bod 4., zatim neurdime. Zobrazeni polo-
roviny na ,,trojihelnik* zprostiedkuje funkce

z=0f(w+1)w—1dw=0f‘“::ldw= N

— C(w + Inw) + C,.

(29)

K uréeni konstanty C opét pouzueme toho, %e pii pfechodu bodu w
z polopiimky A4,4; na polopnmku AyA, je prirastek dz = —di +

21*
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+ o(w), kde d je-poloviéni vzdalehost desek kondensitoru a o(w) — 0
pro o — 0. Naopak pomoci (29) Az = Ciargw + o(w)y= —Cni +
d

+ o(w), & z toho — di = — =Ci, C = gl (29) m4 tvar

z=i(w+lnw)+0

Konstanta C, charakbensu]e posun kondensatoru*) v roviné (z)
Umistime si jej tak, aby C;, = 0; pak

z= % (0 + In w). (30)

Protoi\e na polopfimece 4,4, v roviné (w) je @ > 0, odpovidaji podle
(30) témto bodum redlnd z a vyiez A;A4A; v roviné (z) je tedy podél
redlné osy. Polohu okraje kondensitoru dostaneme z (30) pro

d d :
w=——1 :Az_=;{—1 + In(—1)} = —;—f—dl.
Tim je poloha kondensatoru plné urdena.

4 oy : .
Zobrazenim - Inw zobrazime jesté polorovinu Imw > 0na polopas

0 <Imw < V. Pfitom se zobrazf poloprimka A4A, na realnou polo-
osu. Odtud

n
—w
w =eY

a dosazenim tohoto vyrazu do (30) dostivdme zobrazeni polopisu
0 < Imw < V na horni polorovinu pole kondensatoru

d | 2 aw

Aplikujeme princip symetrie a pak zobrazeni (31) zprostiedkuje
zobrazeni pdsu —V < Imw < V na celé pole kondensitoru. (31) je
ziejmé inversni funkce*) ke komplexnimu potencidlu pole.

Na obr. 141 jsou nakresleny silotiry a ekvipotencidlni kfivky
pole; jsou to obrazy polopiimek arg w = const a kruZnic |w| = const

: *)‘ Nebo, coz je totéZ, posunuti soufadného systému v roving.
*) Rovnice (31) vzhledem k w neni feSitelnd elementdrnimi funkcemi.
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pfi zobrazeni (30).°Je moZno je -téZ sestrojit jako obrazy pfimek
Im w = const a Rew = const pfi zobrazeni (31). PoloZme z = = + iy
a oddélme v (30) redlnou a imagindrni &ast
d
z = = (o cosy + Ing),
(32)
i

Yy = — (e siny + y).

Rovnice (32) pro y = const ddvaji para-
metrické rovnice ekvipotencidlnich**) kii-
vek a pro p = const parametrické rovnice
silodar.

Vektor napéti pole je podle (39) § 38
roven ‘

1 .V .
_ = — ] —_—— = —— .
dz dl—}—e?"’

dw

Uvnitt kondensétoru, t. j. pro body z blizké bodu Aa, je o blizké bodu
o = 0 a napéti pole kondensitoru

.V
E~ —i 7
se malo lii od napéti homogenniho pole. Pfi pfibliZzeni bodu z k okraji
kondensitoru A4,, bod w - —1 a napéti E vzristd nade vSechny
meze (nebot v tomto pripadé téz w — — 1).
d—f podél ekvipo-
tencionalnich k¥ivek. Jelikoz derivace regularni funkce nezivisi na
tom, jakym zpisobem se Az bliZi k nule, miZeme pfedpokladat, Ze
se blizime k danému bodu po silok¥ivce. Pak |dw| = |dv], kde v = Im w
(nebot podél silok¥ivky u = const) a |dz| = ds je diferencidl oblouku
silokfivky. Pfejdeme opét do pomocné roviny w = ge¥ a mdame

Zkoumeime velikost zmény modulu napéti E =

**) Kiivkdm Imw = + V, t. ] » = + =, odpovidaji desky kondensétoru
d
z=;(lng-—g),y=id. -
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<

— o odkud dv = Zdw a z (32), kde poloZime p = const, dosta-

l:l

neme ds = V(d:z:)2 + (dy)2 = P ng + 2p cosy + 1dy. Odtud.

E=@=V 1

ds d V92—|— 20 cosy + 1 -
Abychom na$li maximum hodnoty E podél ekvipotenciilni kiivky,
staéi najit minimum funkce ¢* 4 2¢ cosy + 1 podél téze kiivky pro
riznd ¢ a konstantni y. Nutnd podminka pro minimum funkce, t. j.
anulovini prvni derivace .
2p + 2 cosy = 0,

neni splnéna pro ta , pro kterd cosy je kladny (nebof je ¢ = 0), t. j.
pro’:—in < p < 7. Pro takovi y se modul napéti pole £ méni
podél ekvipotencidlnich kfivek monotonnég, t. j. nem4d ani maximum
ani minimum. ,

Pro y = + 3x je maximum pro ¢ = 0, t. j. na levém okraji
kondensitoru. Sestrojime-li takovy kondensator, jehoZz desky budou
mit tvar ekvipotencidlnich k¥ivek pro y = + i=*) (silné vytaZené na
obr. 141), bude modul napéti pole takového kondensatoru

=Y __1

d l/ 02+ 1
ubyvat pti piiblizovani k jeho okrajim. Takovy kondensitor byl pro-
pocteﬂ a konstruovdn Rogovskym. Kondensitoru Rogovského se po-
uZivd pii zkoumdni elektrické pevnosti isolaénich hmot na probiti.

(34)

§ 88. Pole deskovych elektrod. Piedpokladejme, Ze elektrody nesoun
potencial -L V. Budeme konstruovat konformni zobrazeni mnoho-
thelnika z obr. 142 na pas — V. < Imw < V. Sestrojime nejprve

*) Rovnice ekvipotencidlnich kfivek vypotteny z (32) jsou:
d d
z=—lng y=+—(—iz +e)
odkud

e
a

da. d
| Z/=:l:(7+;e )
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zobrazeni horni poloroviny pole ,,trojihelnika* 4,4,4, na pomocnou
polorovinu Im¢ > 0. Zadani trojthelnika jakoZ ibody odpovidajici
jeho vrcholim jsou v tabulge:

4, Xk ay
@ l—ax—§8 ©
0 o 0
‘a B 1

Christoffeliv-Schwarzv integril ma tvar

1 ¢
r=C[r¢— 1T =0 e — At (38)
0

0

(kde konstanta C, = 0, protoZe si odpovidaji navzijem body { = 0
a z = 0). K uréeni konstanty ¢’ pouzijeme toho, Ze bod { = 1 pfejde
do bodu z = d, kde d je vzdilenost mezi vrcholy dhli:

1
_ ’ ax—1 _ A—1
i=0 Of i1 — Pt e

Obr. 142.

Integril napravo vyjadiime pomoci funkce B:

1
f g1 — ¢)f—! di = B(a, B) = 1—’:(&)—_1;(/?)
0
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(viz pf. 11 kap. VII). Odtud (S e i ol A Llx + f) a (35) pre]de na

T(x) TB)
¢ .
T g Tlet B f a1 (] — ppt
z=d T I() S 1 (1 .Z_,') d¢. (386)
Ctens¥ si snadno sém ovéfi, Zze funkce
w = 27111 aresin(2{ — 1) (37)

zobrazi konformné polorovinu Im { > 0 na polopds —V < Imw < V,
Rew < 0, pii ¢emz interval (0, 1) reilné osy v roviné (£) piejde v in-
terval (— Vi, + Vi) imaginarni osy v roviné (w) (zobrazeni (37) si od-
vodime pomoci (22) § 86 a pomocnych linedrnich zobrazeni).’

Vylouéenim ¢ z rovnic (36) a (37) dostaneme konformni zobrazeni
horni poloroviny uvazovaného pole na levy polopis — V < Imw <
< V.Rew < 0. Pfi tom usedka (0, d) pfejde v interval (— Vi, Vi)
imagindrni osy. Podle principu symetrie tatdZz funkce zobrazi kon-
formné celé pole na pds —V <Imw <V a je tedy komplexnim
potencidlem uvaZovaného pole.

‘Stanovme si jeité velikost napéti pole v bodech blizkych vrcholu
ahlu A4,. Je

dw
E__di"=d—c v 1 * ’N
~ldz| o dz T =0 B, pac—rta—op|
B

_ 2V 1
 dab(a, f) T 1LY
neboﬁ v blizkostl bodu { =0je 1 —{ ~ 1 a podle (36) v blizkosti 0
\

]ez~Boc,ﬂ)fC“—1dC=t Blo, pd ¢ a z toho

2V 1 V
E = 1 -7 1 =4 T (38)
nB(x, f)ie o' 3x  daalz| % 2a |2| ' 8=

kde A je konstanta.
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:Necht je nyni v blizkosti vrcholu..4, nadi elektrody umisténo jisté
dielektrikum, které chceme zkoumat na pevnost véi probiti. Budeme
zvét§ovat napéti 2V mezi elektrodami p¥i konstantni vzdalenosti d.
Pak podle (38) bude velikost E stoupat nade viechny meze a pro né-
které napéti dojde k probiti dielektrika. Budeme-li povaZovat hodnotu
2V, pii které doslo k priiboji, za konstantni (to miZeme, nebot poloha
v niz doslo k priboji, je uréena bodem z), dostaneme z (38) zavislost
napéti, pfi némz doslo k priboji, na vzdilenosti elektrod:

1

2V, ~ cde, (39)

~

kde C je konstanta.

7 7
b cl
Obr. 143.

Tak - pro pfipad dvou romobéinych rovin (obr. 143a) je a = }
a na,péti . 2V, A~
pn ném? dojde k probiti, je tmérné vzdalenostl elektrod. Pro elektrodu
ve tvaru pravého thlu (obr. 143b) ]e x=4%a
2V, &
a pro dvé navzijem kolmé roviny (obr. 14'30) xa=1a
2V, & CVE
§ 89. Zobrazeni rovnob&Zniku. Pojem eliptického integrilu. Zkou-
mejme zobrazeni poloroviny Im w > 0 na rovnobé#nik se stranami w,
a-w,. Jeho zaddni a body odpovidajici jeho vrcholim jsou v tabulce:
) ‘

A4y tw, to; + iw, ‘ — o, + iw, ’ — tw,
x| % 3 t 3
a, 1 x a, ay
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V ni jsou x, a, a a, redlné konstanty vyhovujici danym pfedpokladiim
(zfejmé = > 1). Protofe jsme si uréili jen vzor jediného vrcholu
rovnob&znika, muZeme poZadovat, aby se body w =0 a w =
zobrazily do bodu z = 0 a do bodu z = iw,. Pak mtZeme povaZovat
nafe zobrazeni za symetrické pokradovéni zobrazeni prvého kvadrantu

- —cmec

A, A, a, A
m,m_ W/’/z/#,WI
% 1 7 X

Obr. 144.
roviny z na pravou polc_)vimi rovnobéznika vzhledem k imaginarni ose.

Odtud plyne a; = —x a a, = — 1, t. j: funkce zprostfedkujici nase
zobrazeni m4 tvar

- . dw
—o [ — C, =
i fhw—mw—ﬁ+l
0 !

(40)

=0 [
V@ =w?) 0 = Fw?)
0
kde C; = 0, nebof body w = 0 a z =0 si odpovidaji navzijem a
k =% 0<k<l) je konstanta. Integrdl (40) se nedd vyjadfit

pomoci elementdrnich funkef a nazyva se elipqiclcy integrdl proniho
druhu. '

K uréeni konstant C' a k pouZijeme vzajemného ptifazeni bodu A4,
ad, =1

»
3

1
dw
%%_OfVa—wu—Ww 4
. 0 : .

a bodu 4, a a, =

&
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dw
O .
boy + o, f V@ =&y (T — 2w?) +
0

1

+ Of JT—wn) (0 —*w?)

1

dw
= 1 .0
boy o+ f Vok —1) (1 — ko)

(rozloiih' jsme integral od 0 do % na dva integrdly od 0 do 1 a od 1 do

1

% @ pouz1h (41)). Odtud - g

1

(42)

f dw

P2=C | Y —1) (1 —w?)
1

Vydélime-li (42) a (41), zkrat{ se konstanta C a dostaneme rovnici jen

- ) (s o .
mezi k a —2 Tedy k zivisf jen od poméru stran rovnobé&Znika.
541

Konstanta C zdvisf na rozmérech rovnobéinika. Z rovmce (41) plyne,
Ze je realna.a kladn4. Elipticky- 1ntegra1

f Ja— tz) (1 — 177

piejde substituci ¢ = sing na integral

!
fl/l—k”sm2

Pro posledné uvedeny integril ve tvaru
~

,, :
. ' - de -
F(, 9) = f — (43)
: . /1 — k2 sin?
. ; It sin%p
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kde k = sinx, jsou sestaveny pedrobné tabulky.*) Uhel ¢ se nazjvé
amplitudou integrilu (43). Pro ¢ = }n nazyva integral (43) #dplnym
eliptickym integrdlem prvého druhw a oznalujeme jej symbolem:

in
. de d¢ )
K = F [2.4 = —_——_ = : ’
. (o, $7) ,f Vl — k2 sin%p B[V(l — &)1 — k) (44)
y !

’

V pfipojené tabulce\je nékolik hodnot aplného eliptického integralu
prvého druhu:**)

o 6° 7° 8° 9° 10° 11°

K 1,6751 1,5767 1,5785 1,5805 1,5828 1,56854

Velitina k = sinx se nazyvé modulem eliptického integrdlu a velitina
k' = J/1 — & = cosx se nazyva doplitkem modulu a integral
in

K = =
f]/l—k'2sm2 f]/(l—t2 Y (1 — ktz)
(45)

_ k_ dz
' fl/(rz—l)(l—k%z) __

) dopliikem iplného eliptického integrdlu proého

(kde je T = :

=%

druhu. _

Pomoci téchto oznadeni muZeme urdit konstanty integrilu (40)
z rovnic (41) a (42):

K’ w

= 2CK = CK'; =222 46
w, y W o K w, ( )

*) E. Jahnke-F. Emde: Funktionentafelnmit Formeln und Kurven, Teubner
Leipzig 1909, a dal8i vydéni, str. 46—68 nebo rusky pieklad posledniho vydéni
z r. 1945 Janke i Emde: Tablicy funkeij, GOSTECHIZDAT, Moskva 1948,
str. 162—167. (Pozn. piekl.)

**) TamtéZz — némec. vydan{ str. 68, rus. vyd. str 1717.
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e
VeliGina -e ="« .se 'obydejné oznaduje g, takZe je
KI

lnq=—nr.

Pro dekadicky logaritmus logg jsou sestaveny tabulky této funkce
v zdvislosti na o*). V pfipojené tabulce jsou pro ilustraci nékteré
hodnoty:

o 6° o 8° 9° 10° 11°

-

logg 41,8367 4,9709 | 3,0872 3,5899 3,2819 3,3611

’

K
Ze znidmé hodnoty log ¢ uréime z fabulky « a podobné najdeme z ta-
bulky i K. Zname-li K a w,, pak pomoci prvého ze vzoreit (46) najdeme
konstantu C.

Jako pifklad hledejme zobrazeni poloroviny Imw > 0 na ctverec
o strang 1 umfstény jako obdélnik na obr. 144. Je w, = w, = 1 a odtud

Zname-li strany rovnobéinika, miZeme uréit a odtud i loggq.

’

LK =2a Ing = — 27z —-'6,283. Ptepodteme plirozené loga,ritmy na

dekadické nasobice modulem M A 0,4343 a dostaneme loggq ~
~ —2,729 = 3,271. Odtud z druhé tabulky « ~ 10° 'a z prvé

K~ 1,583. Dgle: C —W ~ 0,316, k = sinx &~ 0,174, k* ~ 0,03 a nase
konformni zobrazeni je zpros’xtfedkové,no funkef

2~ 0,3'16f __dw . (47)

O =w?) (1 —0,03 w?) :

§ 90. Eliptické funkce jacoblho Funkce inversni k eliptickému
integrilu

(48)

y = _ " dw
B f V@ —=wf) (1 —Fu?)

**) Na pf. rus. vyd. str. 147—149. Vyznam symbolu je vyloZen v textu nasf
knihy. (Pozn. piekl.)
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se oznaduje symbolem w = sn(z, k) nebo jednodudeji w = snz a nazyvé.
se Jacobiho eliptickou funkci sn s modulem k.*) Z (40) plyne, Ze funkce

z . z
w=sn(a—, k) =Sn'a- , (49)

zobrazi. konformné rovnobéznik obr. 144 na horni polorovinu. Pfi tom
jsou Kkonstanty C a If 0<k<l) urceny stranami rovnob&Znika w,
a w, podle vzorca (46).

Zvolime rozméry rovnobéznika tak, aby byla C = 1. Oznadime I,
II, III, IV strany tohoto rovnob&inika. Podle principu symetrie
miizeme symetricky pokraco-
vat funkei w = snz tfeba pres
stranu (I) a dostaneme zobra-
zeni rovnobéZnika (2) na dol-
ni polorovinu. zprostfedkované
funkei w = snz (obr. 145). Pro-
dlouzime-li toto zobrazeni dile
na pt. pres stranu (II), vidi-
me, Ze w = snz zobrazi rovno-
béznik (3) znovu na horni po-
lorovinu atd. (Srafované TOV-
nobéZniky obr. 145 se zobrazi
na horni polorovinu, ne3rafo-
vané na dolni polorovinu.)

Tak postupné prodlouzime funkci w = snz, definovanou ze zadatku
jen v rovnob&Zniku (1), na celou rovinu (z). Pfitom je nafe funkce
zfejmé jednoznaéni, nebot obéhneme-li néjakou uzavienou kfivku
a pfijdeme-li znovu do rovnobézniku na pf. (1), bude novad hodnota
snz shodni se starou, nebot spolu souhlasi staré i nové zobrazeni (1)
na polorovinu (viz vétu jednoznaénosti konformniho zobrazeni § 23).

*) Budeme-li psit inte‘grél (48) ve tvaru z = f V < de , pak podle

— k2 sin®p
predchaze_]iciho paragrafu bude ¢ amplitudou z & tedy w = snz = sing. Proto

se nazyva funkece anz n8kdy téZ sinus amplituda a funkce enz, resp. dnz (viz
dale), kosinus a.mphtuda,, resp. delta amplituda.
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Dile je naSe funkce vSude regulirni uvnit¥ vech rovnobéznikd i na
jejich hranicich s vyjimkou bodu z = w,i a v8ech bodti, které z ného
dostaneme podle principu symetrie (na obr. 145 jsou oznadeny z),
kde m4 funkce pdly, protoze se tyto body zobrazi na w = co. Je tedy
funkce snz meromorfni.

Dile jsou na. obr. 145 oznadeny plnymi krouzky body, kde funkce
nabyvé hodnoty snz, a bilymi krouZky body, v nich% nabyva funkce
hodnoty snz. Z konstrukece téchto bodt plyne, Ze ve vSech bodech z +-
+ 2k, + 2lc21a)2, kde k, a k, jsou hbovolna cels ¢isla, ma funkce
snz tutéZ hodnotu:

sn(z + 2k,w, + 2k,iw,) = snz. (50)

Jinak fedeno, to znameni, %e funkce snz m4 dvé periody T, = 2w,
T, = 2w,; nazyvime ji proto biperiodigkou funkci. Biperiodiénost
funkece snz nim dovoluje zkoumat ji pouze v rovnobézniku se stranami
2w, a 2w, TovnobéZinymi se soufadriymi osami. Vysledky se pienesou
snadno pomoci biperiodi¢nosti na celou rovinu.

Z vyse uvedenych vah plyne jeité, Ze funkce snz je licha, t. j.

sn(— z) = —snz, (51)
a odtud sn0 = 0. ' ’
Uvedené vlastnosti pfipominaji jistou analogii s goniometrickymi
funkcemi. Z (48) pro & = 0 plyne z = arcsinw a tedy sn(z, 0) je to-
toZny s obyéejnym sinem.

Definujme si jeSté kromé snz dvé dalsi Jacobiho eliptické funkce
vztahy:
cnz = Vl —sn%, dnz = Vl — k? sn?z. (52)

Pro k = 0 je cnz totoiny s obydejnym kosinem a dnz degeneruje v 1.

Uvedeme si nékteré vlastnosti Ja,cobihodxheliptick}'rch funkei. Ze
vzorce (48) definujiciho snz dostaneme podle pravidla o derivaci

inversni funkce
1

d snz
2z

= ]/(1 —sn%) (1 — k*sn%) = cnz. dnz.{ ' (53)
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Dile, derivaci vztaht (52) dostaneme "

.denz - snz . cnz . dnz .
dz = —'T = —snz.dnz;
(54)
dsnz _ k? snz . cnz .
P . cnz.
Prok = 0 (63) a (54) davaji zndmé vzorce pro derivaci goniometric-
kych funkei. - .
sn/x,K} . K=1
05} T . Kep=  3m
0 5 k=0 ﬂ.b‘) 7 27
1 2 INT 5 -6/ x «
-0,5¢
\ -IL .
enix,k)

Obr. 146.

Uvedeme zde jestd bez dikazu*)-adiéni theoremy pro eliptické
funkee analogické podobnym vzorcim pro goniometrické funkce

_ snz.cnw.dnw 4 snw. cnz . dnz
sn(z + w) = 1 — k% sn2z . sn?w ’

chz cnw — snz snw dnz dm;; :
on(z + w) = 1 — k2 sn? sn?w ’ (55)

dn(z 4 w) = dnz . dnw — k2 snz . snw . cnz . cnw
- 1 — k% sn% . sn?w )

*) Odvozeni téchto vzorci najde ¢tendl v knihdch: Privalov: Vvedénije
v tdoriju funkcij kompleksnogo pereménnogo, GOSTECHIZDAT, Moskva,
1945, str; 305; N. J. Achijezev: Elementy téorii eliptideskich funlkeij, GOS-
TECHIZbAT, Moskva, 1948. [Nebo v polské knize: S. Saks i A. Zygmund:
Funkcje analytyczne, Czytelnik Warszava 1948. Lavrent$v-Sabat: Metody
funkeij kompleksnogo peremennogo, GOSTECHIZDAT, Moskva 1951, kap. VII.
V této knize i vysSe uvedené knize polské nalezne &tendf podrobné&jsi mate-
matickou theorii, dikazy vét a doplnéni litky k latce vyloZenéd v naSi knize.
Pozn. piekl.]
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Pro k = 0 dévaji prvé dva vzorce (55) znimé vzorce pro gonio-
metrické funkce.

Nakonec pripojime je§t8 na obr. 146 graffcky pribéh funkee gn(z, k)

V_’

a cn(z, k) pro redlnd x a k = 0,

I’JLOHY

1. Poutijte principu symetrie a zobrazte na horn{ polorovinu oblasti z obr. 147.

Obr. 147.

2. Odvodte vzorec pro zobrazen{ vnitikts jednotkové kruZnice na mnoho-
thelnik: '

w = 0f (z — al)ﬂl 1(z — a,)@—1 .. (z — (z,,)"‘ﬂ—1 dz 4- ¢/, N

kde o jsou Ghly mnohouhelnika mé&iené v n, a; (|a;] =1) jsou body na
jednotkové kruZnici, odpovidajicf vrcholim ponohothelnika a C a ¢’
konstanty.

3. Odvodte vzorec pro zobrazeni Jednotkového kruhu na vné_]Eek mnoho-
Ghelntka '

z

T dz
w=C f (z—a)n 1(z ~ay)u1...(z— a,)*n"1 = + ¢,
0

kde a,, jsou vnéjsi dhly mohothelnika méfené v = a g, C, G’ maji tenty¥
vyznam jako v predchézejicim piiklads. Piedpoklddejte ptitom, Ze stied
kruZnice z = 0 se zobraz{ do bodu w = .
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4.

338

. Najdéte konformni zobrazeni vn¥jiku

Najdéte konformni zobrazeni a) vnitiku paraboly y? = 2pz, b) vnitika
2 ¥ z2 a2 !

pravé vétve hyperboly — — — = 1, ¢) vnitiku elipsy — + — =1, na
a? b a? b?

horni polarovinu.

a) pismene ,,X‘\‘, t. j. bodd tsedek (— eli~, elin), (— o—iin, g—iin);

b) pismene ,, ¥, t. j. bodi intervalu (0, — 2i) na imagindrni ose a na dolni
pulkruZniei |z| =

Obr. 148.

¢) pismene ,,H{“, t. j. bodl na tusefkach

(s e (e

na vndjlek jednotkové kruZnice.

. Najddte konformni zobrazeni kruhu |z| < 1 s vyfezem podél usedek (— i, $i)

(— %, 3), na vnitfek jednotkového kruhu |w| < 1.

. Najd¥te konformni zobrazen{ horn{ poloroviny na mnohothelniky z obr. 148



8. Dokaite, Ze elipticky integrdl druhého druhu

1 — k2o
E(z, k) = T dz, O0<k<1
— 22

zobrazi konformng rovmu (z) 8 vyfezy podél polopfimek y = O |:z:| > 1 na
oblast obr. 149.

"

Obr. 149. Obr. 150.

9. Najdste konformni zobrazeni dvojndsob souvislé oblasti obr. 150a na
dvojnésob souvislou oblast obr.:150b. Konstanty a; jsou dény.

10. Budi# oblast D rovina (z) s nekone¥nym poétem vyfezt podél navzdjem
rovnobd¥nych tseéek —a <z <La, y=kh (k=0,+1, +2,...). Na-
'jd8te: a) jedno-jednoznaéné zobrazenti oblasti D na rovinu (w) s nekonenym
pottem vyfezl podél intervali reélné osy; b) jednoznalné (ale ne jedno-
.jednoznadné) zobrazeni oblasti D na vnéjSek jednotkového kruhu.
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