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DODATEK

33. Metoda postupného pileni. V textu této knizky
jsme nékolikrét vynechali dikaz nékterych tvrzenf a tyto
vynechané dikazy maji byti v tomto Dodatku provedeny.
Mnoh§ z téch tvrzeni maji tento tvar: Je dén interval [a, b]
a tvrdi se, Ze v tomto intervalu existuje aspon jedno é&fslo £,
které m4 uréitou vlastnost. Nase dikazy existence takovych
éisel £ budou miti jednotny tvar, a tikolem tohoto odstavce
je popis tohoto jednotného tvaru.

Budeme pri tom uZivati, jak jsme to vlastné v této kniice
stale délali, geometrického znédzornéni éfsel body na primce,
kterou si myslime vodorovnou a mifeme povaZovati za
osu z. Urdity bod O na ose z je zvolen za politek a geo-
metrickym obrazem é&fsla x je bod (z; 0), ktery budeme ted
kritce nazyvati bodem z. Geometrickym obrazem intervalu
[a, b] je tseCka na ose x, pro kterou jsou bod a a bod b
krajnimi body; geometrickym obrazem uréitého éisla z inter-
valu [a, b] je uréity bod té tseéky.

Je-li J = [«, ] interval obsaZeny v intervalu (a, b], pak
bod «+8

tseéky, kterd je geometrickym obrazem intervalu JJ). Bodem
x+p
2

lezi pravé uprostfed intervalu J (t. j. uprostfed

se interval J rozdéli na dvé poloviny

J* = [x,i_k_ﬁ , J** — [”‘ . '3, /3] (331)

2

Mysleme si nyni dén urdity predpis, ktery kaZdému
intervalu J = [«, ] obsaZenému v zikladnim intervalu
[a, b] piifazuje jednu z obou polovin (33-1) intervalu J,
kterou nazveme vyvolenou polovinou intervalu J. Pak
si miZeme postupné utvorit intervaly

Jo I g Iy o sy (33-2)

pri éemz prvni interval J; je roven zakladnimu intervalu
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[a, b] a kaZzdy nisledujici interval je vyvolenou polovinou
intervalu bezprostfedné predchazejiciho. Z ndzoru je jasné,
Ze existuje zcela uréity bod &, ktery leZi soucasné ve viech
intervalech (33-2). Tento bod £ je geometrickym obrazem
urditého ¢éisla £. Toto éislo £ nazveme kofenem vyse
uvedeného predpisu pro puleni intervali J. Poloha bodu ¢
v intervalu [a, b] zdvisi na volbé toho pfedpisu a obratnou
volbou pfedpisu dosdhneme v fadé piipadu, Ze dislo & bude
miti pravé tu vlastnost, jejiZz existence se ma prokdzati.
Délky intervalia (33-2) jsou
b—a b—w b—a
2 2t 23

ProtoZe bod & leZi ve viech intervalech (33-2), plati nerov-
nost

b—a,

— a

b
|z &< 25
pro kaidy bod z intervalu J,. AvSak ziejmé je

lim b—a

i

nao 2

Z toho nésleduje snadno, %e kazdému é&fslu & > O lze pri-

fFaditi index p tak, Ze, kdykoli » = p, plati nerovnost

lz—&| <6

pro viecky body z intervalu J,. Tento fakt ndm bude

uziteény. \
Ze koYen ¢ p¥edpisu pro pileni existuje, usoudili jsme z geo-

metrického ndzoru. Je moZné a udelné, dokdzati existenci

disla & ryze aritmeticky a lze to provésti ndkolika zpusoby.
Ale tim se v této kni¥ce nehodldme zabyvati.

=0.

34. Obecné vlastnosti spojitych funkei. V celém od-
stavei predpokldddme, %e je ddna v intervalu [a,b]
spojitd funkce f(x).

I. Je-li fla) < 0, f(b) > 0, existuje v intervalu [a, b]
aspoh jedno é&islo & takové, Ze f(§) = 0.
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Budeme naopak predpoklddati, Ze je f(x) 4= 0 pro kazdé
éislo z z intervalu (a, b]. Zavedeme si uréity pfedpis pro puileni
intervalt a dokéZeme, Ze musi byti pFece jenom f(§) = 0, je-li §
kofen prFedpisu.

Interval J = [«, f] nezveme vyznamnym, jsou-li spln&ny

ob& nerovnosti .
fla) <0, f(f) >0 (34-1)

a lhostejnym v piipads opa&ném. Jsou-li (33:1) ob& poloviny
intervalu JJ a je-li J lhostejny interval, prohldsime J* za vy-
volenou polovinu. Je-li J vyznamny interval, prohlasime za
vyvolenou polovinu: [1] J*, kdy% &islo

(%9 (34:2)

je kladné, [2] J**, kdyZ é&islo (34-2) je zaporné. Je zfejmé, Ze
vyvolené polovina vyznamného intervalu je zase vyznamny
interval. ProtoZe interval J, = [a, b] je vyznamny, jsou viecky
intervaly (33-2) vyznamné. BudiZ £ kofen naseho pfedpisu
pro puleni. Podle pfedpokladu je f(§) = 0. DokéZeme, Ze to
neni-moZné.

Je-li f(§) & 0, maZeme zvoliti &islo £ > 0 tak, %o ¢ < | f(&) |.
ProtoZe funkce f(x) je pro z = & spojitd, existuje &islo 6 > 0
takové, Ze (pro &isla z z intervalu [a, b)) /

lz—§l<d= [flx)—fE) | < e (34-3)
Zvolime-li index n dosti veliky, plati (viz odst. 33) nerovnost
|z— &1 < & pro viecka z z intervalu J,. Je-li J, = [«, 8],
je tedy zejména

[fa) —f(&) ] <& [fBY—HEI<e
Z toho plyne

o) > f(&) —e, f(B) < f(8) + e (34-4)

Av3ak interval J, je vyznamny, tak¥fe plati (34:1). Ze (34-1)
a (34:4) plyne

&) —e <0, f(§)+e>0.
ProtoZe € < | f(£) |, je to nemo%né, at jiZ f(£) > 0, & H(&) < O.
II. Nabude-li funkce f(x) hodnoty b, i hodnoty b,
a jeli by <<d < b,, nabude f(z) také hodnoty d.

To plyne jiZ zcela snadno z I. Podle pfedpokladu existuje
interval [a,, a,] obsaZeny v intervalu [a, b] takovy, e je budto
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flay) = by, flag) = by (34-5)

H(ay) = by, flag) = by (34-6)
Plati-li (34-5), soudime takto: Funkce ¢(z) = f(z) — d je spo-
jité v intervalu [a,, a,] & jest @(a;) = b, —d < 0, ¢p(ay) = by —
—d > 0, takie podle I existuje v intervalu [a,, a,] (tim spi8
v intervalu [a, b]) aspofi jedno &fslo & v n&mZ @(&) = 0, takZe
{(§) = d. Plati-li (34-6), soudime stejné& s tfm rozdilem, Ze po-
loZzime ¢(z) = d — f(=).

IIL. Vintervalu [a, b] existuje aspon jedrfo &islo &
takové, Ze f(x) < f(£) pro kazdé z z intervalu [a, b).

Je-li J interval obsaZeny v intervalu [a, b] a je-li K interval
obsaZeny v intervalu J, Fekneme, %e K je podstatnd &ast
intervalu J, existuje-li ke ka¥dému &islu % z intervalu J aspori
jedno &fslo v intervelu K tak, Ze f(v) = f(u).

Budte (33-1) obd poloviny intervalu J. Neni-li J* podstatné
&ést intervalu J, pak musi v intervalu J existovat &islo r

takové, Ze
=) < f(r) (34-7)

pro ka¥dé z z intervalu J*; &islo r nenédle¥i do intervalu J*
[nebot (34-7) neplati pro z = r], takZe r musi néleZet do J**.
Neni-li J** podstatnd &ast intervalu J, soudime podobné, %e
v intervalu J* existuje &islo s takové, Ze

* flz) < Ke) (34-8)
pro kaZdé z z intervalu J**.

Z toho nasleduje, Ze aspofi jedna z obou polovin (33-1) je
podstatnou &éstf intervalu J. Nebot jinak by existovalo i &islo r
v intervalu J** i &islo # v intervalu J* a dostali bychom jednak
(8) < f(r) ze (34:7), jednak f(r) < f(8) ze (34-8), co% si navzdjem
odporuje.

Z toho je patrné, e miiZeme zvoliti takovy pFedpis pro pii-
leni, Ze vyvolend polovina kaZdého intervalu J je podstatnou
&asti intervalu J. Budi? & kofen toho pfedpisu. DokéZeme,
Ze pro kaZdé z z intervalu J plati nerovnost f(z) < f(&), imZ
budeme s dikazem hotovi.

Necht naopak existuje v intervalu J, = [a, b] &islo z, takové,
%o f(x4) > f(£). Zvolme &fslo ‘e > 0 tak, aby bylo

f(zy) > f(§) + & (34-9)

ProtoZe ve (33-2) nésleduje za ka’dym intervalem jeho pod-
statné &ést, miZeme postupnd stanoviti &isla

nebo
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Ty Ty, Tgy Tys o+
po jednom v kaZdém z intervaliu (33-2), tak e

f(@) < f(2)) S f(mg) S flzg) < -
Podle (34-9) plati
f(zy) > f(€) + ¢ (34-10)

pro viecka n. ProtoZe funkce f(z) je spojitd pro = = §, existuje
&islo § > 0 takové, Ze plati (34-3). Je-li index n dosti veliky,
je patrné |z, —&| < & (nebot z, a & le#i v intervalu J,),
tak¥e podle (34-3) je

[ f(zg) —f8) | <&

coZ je ve sporu s nerovnosti (34-10).

IV. V intervalu (e, b] existuje aspon jedno é&islo &
takové, Ze f(x) = f(£) pro katdé z z intervalu [a, b).

To plyne ihned z III. Nebot g(x) = — f(z) je spojita funkee
v intervalu [a, b), takZe podle III existuje v [a, b] &islo & takovs,
Ze pro kaZdé z z intervalu [a, b] plati g(z) < g(§) neboli
— f(g) < — f(§) neboli f(z) = f(£).

V. BudiZ déno &islo £ >0. Pak existuji é&isla
Gg, Oq, .., Oy, takovid, Ze

=0y < 8 <0< ...<G@p 1<qp=2>b
Ze plati nerovnost | f(y,) — f(%.) | < & kdykoli obé
isla y, ¥, ndlezeji do stejného z intervalu
[0, 1], (a1, @], -« -5 [@m—1, Om)-
Interval J = [«, f] obsaZeny v intervalu [a, b] nazveme
povolnym, lze-li udati &isla &g, &y, ..., &, tak, Ze
a=cx,,<o¢1<a,<...<a”_1<o¢”-—.—ﬂ (34_-11)

a Ze plati nerovmost | f(y;) — f(¥,) | < & kdykoli ob8 ¢&isla
Y, Yy néleZeji do stejného z intervall

[ocgs  11s [o%0s 03], - - -5 [(x'u_l, a”]. (34-12)
Interval J nazveme vzpurnym, neni-li povolny, 1ze-li tedy
pti kaZdé volb& &isel ap, &y, ..., &, Vyhovujicich nerovnostem

(34-11) udati dv &isla c,, ¢, tak, Ze plati | f(c,) — f(cy) | = &, at
obd &fsla ¢,, ¢y néleZeji do stejného z intervald (34-12). Mame

a
é
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dokézati, Ze interval [a, b] je povolny. Budeme naopak predpo-
klddati, Ze interval [a, b] je vzpurny, a ukéfeme, Ze tento
pfedpoklad vede ke sporu. .

Jdsou-li ob& poloviny (33-1) intervalu J povolné, je lehko
dokézati, Ze také interval J je povolny. Z toho nésleduje, Ze
lze udati takovy pFedpis pro ptlleni, e vyvolend polovina
kaZdého vzpurného intervalu je zase vzpurny interval. BudiZ
& kofen toho pfedpisu. ProtoZe interval J, = [a, b] je vzpurny,
musi v8ecky intervaly (33-2) byti vzpurné. Zvolme é&islo ¢; > 0
tak, Ze 2¢ < e. ProtoZe funkce f(x) je spojitd pro z = §,
existuje &islo é; > 0 takové, ¥e pro z z intervalu [a, b] plati

jz—§|l <= [ flx) —fE) | < e (34-13)
Volime-li » dosti veliké, bude délka intervalu J, mensi neZ 9;.
Interval J,, je vzpurny, tak¥e v ndm jistd existuji &isla c;, ¢,
takové, Ze | f(c,) — f(¢y) | = €. ProtoZe také £ ndle¥i do J,
a protofe J, md délku men&i nei 4,, jest |c;,— & < g,
fes— & < &, takZe podle (34-13) je

[Her) —fE) | < ey, 1 HE)—fleg) | = | flea) — f(E) | < &y
Z toho plyne
| Her) — fleg) | = [ [f(er) — HEN + [/(E) — Hea | £
S ) —AE I+ 1§ — e | < 26y < &

a to je nemoZné.

VI. Budiz déno é&fslo ¢ > 0. Pak existuje éfslo
0> 0 takové, Ze | f(z;) — f(z;) | < &, kdykoli 2,2, jsou
dvé ¢isla z intervalu [a, b] takovi, Ze [2,— 2z, | < 0.

Zvolme ¢islo g, > 0 tak, Ze 2¢, << ¢. Podle V existuji &isla
aq, ay, ..., a, takovi, Ze

=0, <t <ay<..<p 1<a,=2~0b

a Ze | f(y;)— f(ys) | < &, kdykoli g, y, jsou dvé é&isla ze
stejného z intervala

[ae, 24, [a1; @5), - - ., [@m—1, Gwm]- (34-14)
Zvolme é&islo > 0 tak, aby délka kaZdého z intervalu
(34-14) byla vétsi nez o. BudteZ 2z, z, dvé ¢isla z intervalu
[a, b] takova, Ze |z,— z, | << 8. Jsou-li obé &isla z,, 2, ve
stejném z intervald (34-14), je | f(z,) — f(zs) | < ¢,, tedy tim
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spi8 | {(z;) — f(z5) | < &. Nejsou-li obé ¢&isla z,, z, ve stejném
z intervalu (34-14), pak nasleduje z volby éisla 8, Ze interval,
v kterém je z,, a interval, v kterém je z,, musi miti spole¢ny
bod = Pak o viak | (i) — e | < e /o) — fl) | <
tedy

| {z1) — f(z0) | = ! [f(z1) — f(20)] + [f(z0) — (z)] | £
g | Hz1) — flzo) | + | flzo) — Hza) | < 26y < &

35. Obecné vlastnosti derivace. I. BudiZ f(x) spojitd
funkce v intervalu [a, b]. BudiZ f(a) = f(b). V kazdém
éisle x uvnit¥ intervalu [a, b] necht m4 funkce f(z)
derivaci. Pak existuje uvnitf [a,b] aspoh jedno
dislo & takové, Ze f(£)= 0. )

Podle III v odst. 34 existuje v intervalu [a, b] aspofi jedno
&islo El takové, Ze .

fz) < f(&) (35-1)

pro kaZdé z z intervalu {e, b]. Pfedpoklddejme nejprve, %e &,
leZi uvnitf [a, b]! Pak je

lim f

(@) —1&) _ .
lim S5 = f6). (35-2)

Pro ka%dé z z intervalu [a, b] &itatel zlomku

f2) — &) (35:3)
r—&

je budto zéporny nebo rovny nule. Pro  menéi neZ &, je jme-
novatel zlomku (35-3) zdporny, tedy je ten zlomek kladny
nebo 0. Proto ze (35-2) plyne, Ze f'(§,) = 0. Pro = v3t8i neZ §,
je jmenovatel zlomku (35-3) kladny, tedy je ten zlomek za-
porny. Proto ze (35-2) plyne, Ze f'(£,) < 0. JelikoZ uZ vime, Ze
f(&;) = 0, musi byti f’(§,) = 0. Tedy pro ptipad, Ze &, leZi
uvnitf [a, b], je dikaz hotov. =

Podle IV v odst. 34 existuje v intervalu [a, b] aspoil jedno

&islo &, takové, Ze
f(2) 2 #(&,) (35-4)

pro kaidé z z intervalu [a, b]. Predpoklddéme-li, %e &, leZi
uvnitf [a, b], doka%eme cestou zcela stejnou, jakou jsme &li
u éisla &, Ze je /(&) = 0.
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Zbyva tedy pouze piipad, Ze Z4dné z obou &isel &,, &, nelefi
uvnitf [a, b]. ProtoZe f(a) = f(b), je f(§,) = f(£,). ProtoZe pro
kaZdé z z intervalu [a, b] plati obd nerovnosti (35-1) a (35-4),
je f(z) konstanta. Pak je viak f(§) =0 pro kaZ¥dé & uvnitf
fa, 8].

II. Budiz f(x) spojitd funkce v intervalu [a, b].
V kaidém ¢isle x uvnitt intervalu [@, b] necht m4§
funkce f(x) derivaci. Pak existuje uvnitt [a, b] aspon
jedno &islo £ takové, Ze

f(®) — fa) = f(§).. b—a). - (35%)

Zvolime-li si néjakou konsta.ntu c, mﬁieme utvontl DOVOI.I
funkei . .
F(z) = f(z) —c. = (36‘6)‘

Zéroveni s funkei f(z) je také F(z) spojitd funkce v intervalu
[a, b]. V kaZdém &isle z uvnitf intervalu [a, b] mé také funkee
F(z) derivaci, & tb

. F(z) = f(z)—ec. (35-7)
Volime-li konstantu ¢ tak, aby bylo
" F(a) = F(), (35-8)

miZeme na funkei F(z) uZiti vétg I, podle které exnstu;e
uvmti' intervalu [a, b] aspoil jedno éfslo & takové, Ze
F'(&) = 0. . (35-9)
Dosadime-li do (35-8) ze (35-6), dosta.neme rovnici pro ¢, z které
snadno vypo&teme
_ Kb) — f(a) .
c = —a (35-10)

Ze (35-7); (36+9) a (35:10), plyne (35-5).

III. Pro z=a, pro x=0>0 & pro kazdé x uvnitf
intervalu [a,b] necht m4 funkce f(x) derivaci. Necht
je (@) > 0, f'(b) < 0. Pak existuje uvniti intervalu
[a, b] aspon jedno é&iglo £ takové, Ze f'(£) = 0.

Diikaz je velmi podobny dikazu véty I. Podle vdty IX‘

z odst. 15 je f(z) spojité funkee v intervalu (g, bl, tak¥e podie.
véty III z odst. 34 existujé v intervalu [a, b] aspoil ]ednb

gislo & takové, Ze
(=) < f(&) (35-1T)
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pro ka%dé = z intervalu [a,-b]. Le#i-li £ uvnitt [a, b], dokdZe
se docela stejn jako v dikaze véty I, Ze f(§) = 0. Tedy
stadi dokéhzat, ¥e nemiZe byti ani-é = @ ani § = b.

Kdyby bylo ¢ = a, pak by podle (35-11) bylo

f(=) — Ka) <o
z—a

pro viecka z ¥ a z intervalu [a, b]. ProtoZe f'(a) > 0, je to
zfejm& nemoiné. Kdyby bylo & = b, pak by podle (35-11)

bylo
- H=) —fb) =0
. :c—-b
pro viiecka +bz mterva.lu [a, b]. ProtoZe f(b) <0, je to
zfejm& nemoZné.

IV.Necht funkce f(z) md uvnitf intervaluJ vSude
derivaci. Nabude-li derivace f(x) uvniti J hodnot
by, by -a je-li b, << d < b,, nabude f(z) uvniti J také
hodnoty d.

Podle pfedpokladu existuje uvnit¥ intervalu J interval [a,, a,]
ta,kovy, Ze je budto

fla) = by, fla) = b, (35-12)
flay) = by, f(ay) = by (3513)
Plati-li (35:12), soudime takto: Funkece ¢(z) = f(z) —d . =z ma
derivaci pro =@}, pro £ = a, i pro ka¥dé z uvniff intervalu
[a;, ag]; mimo to je

9l(a) = f(a)) —d =b,—d >0,

?(ay) = f'(ag) —d =5 —d < 0.
Tedy podle ITI existuje uvnitf [a,, ag], tedy uvnit¥ J, aspoii
]edno éfslo & takové, %e 0 = ¢'(§) = [’(E)—d tedy f'(§) = d.
Plati-li (35-13), soudime stejnd s tim rozdilem %Ze poloZime
P(z) =d.xz— f(z).

Poznémka. Je-li derivace f'(x) spojitou funkei, je véta IV
disledkem véty II z odst. 35. Ale vétd IV se nedd dplné
prevésti na onu vétu, protofe -existuji funkce f(z), které
maj{ v8ude derivaci, pfi ¢emZ viak tato derivace nenf viude
spojiké.

Prikdad tekové funkce f(x)'si nyni uddme. Vyjdeme od

nobo
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funkee @(z) = 22 (1 — z)2. Tato funkce je spojitd & ma derivaci
¢’(z) = 2z (1 — x) (1 — 2x). Jest

P(0) = ¢(1) = 0, ¢'(0) = ¢'(1) =0,
05z51=>0L¢px) <]l
Nyni definujeme novou funkeci F(z) takto. V intervalu [0, 1]
budiZ F(z) = ¢(x). Pro ostatni = budiZ F(z) definovana tak,
aby byla periodickd s periodou 1, t. j. aby platila identite
PF(x + 1) = F(z). Viz obr. 25, v kterém je graf funkce F(x)
vytaZen plnd a graf funkce @(z) vnd intervalu [0, 1] 8arkované.

Obr. 25.

Funkce F(z) mé vBude derivaci. Nyni definujeme funkei f(z)
takto: Jest f(0) =0 a pro = =0 je

1
fz) = 2 F (;)
Pak funkce f(x) ma viude derivaci; jest f(0) = 0 a pro z &= 0

je
1 1
f’(z) =2z F (;) - F (’5)
Pro £ = 0 neni derivacc; f’(z) spojité. Podrobné dikazy u&iné-
nych tvrzeni si &tendF snadno sestavi sam.

36. Dikaz existence integralu. Nez pristoupime k vlast-
nimu pfedmétu tohoto odstavce, dokdZeme si vétu I, kterd
nemd s pojmem integrilu nic spoleéného, ale které potome
uZijeme na integrdl. Véta I je pies svou jednoduchost ve
vwE8 matematice velmi uZiteénd, takZe stoji za to, abychom
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si ji zde vyslovne formulovali a podrobné dokéza.h ac ji
v této kni¥ce uZijeme pouze jednou.

I. Jsou-li ddna ¢éisla a,, a, a,, ... takovi, Ze
g Lla,La <. (36-1)

a existuje-li ¢islo b, které je vétsf neZz viecka ¢isla
as, pak existuje limita
lima, = ¢. (36-2)
. n—o
Viecka &isla a, jsou v intervalu [a;, b]. Na tento zékladni

interval uZijeme metody postupného pileni. Interval J = [«, ]
obsa¥eny v zékladnim intervalu nazveme vyznamnym, lze-li
mu pfifaditi index k tak, %e a, le%f v J pro viecka n > k.

Jsou-li (33-1) obd poloviny vyznamného intervalu J, je budto
J* nebo J** vyznamny interval. Jefto totiZ J je vyznamny,
existuje index k takovy, %e a, leZi v J pro viecka n > k; kdy%

z t&chto a, %4dné neleZi v J**, le%i véecka v J*, takie J* je

vyznamny interval; kdy% viak existuje index I > k takovy,
Ze a; leZi v J**, nasleduje ze (36-1), e a, leZi v J** pro viecka

n > I, tak¥fe J** je vyznamny interval. :
Tedy miZeme uréit takovy pFedpis pro ptlleni, Ze vyvolend
polovine vyznamného intervelu je zase vyznamny interval.
BudiZ ¢ koFen toho pfedpisu. DokdZeme, Ze plati (36-2). BudiZ
;léno &islo ¢ > 0. Mame dokdzati, Ze existuje index & takovy,
e .
n>k=>|a,—c|<e (36-3)

ProtoZe interval J, = [a,, b] je zfejm& vyznamny, jsou vSecky
intervaly (33-2) vyznamné. Zvolime-li dosti Vehky index m,
bude déika intervalu J,, men&f ne% ¢. ProtoZe J,, je vyznamny

interval, existuje index k takovy, ¥e a, le¥f v J,, pro viecka
n > k. Protole také c leZi v J,, a protofe J, mé délku mensf
ne% ¢, plati (36-3).

I1. Budi% f(z) spojitd funkce v intervalu [a, b]. Pak
existuje integral

b
f1(z) da.
a
Maéame dokdzati, ¥e existuje &islo ¢ s touto vlastnosti: KaZdému
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€ > 0 lze pfifaditi 6 > 0 tak, %e | S —c | < & pro viecky vy-.
tvoFujici souty S s normou mens{ neZ §.
Vyjdeme od vytvofujicich souétt

Sy Sys g+ os " (36:4)
které jsou takto definovany. Vytvofujici soudet S, vznikne
tak, e rozd&lime interval [a, b] na 2" stejnych intervald

b—a b—a b—a
[a,a+ o ]. [a+ T a+2. o ],---,

[a +@—1d ; 2, b] (36-5)

a potom si v ka¥dém intervalu zvolime é&islo tak, aby hodnota
funkee f(z) v Z4dnem jiném &isle toho intervalu nebyle men#i
ne% hodnota ve zvoleném &isle; takova volba je moZnd podle
véty IV z odst. 34. Tedy S, je soudet 2" sditanch, z nich¥
ka’dy odpovidé jednomu z intervali (36-5) a ma tvar

b—oea
& . o (36-6)
kde § je &islo zvolené v pfislusném intervalu (36-5) tak, Ze
flz) 2 1(§) (36-7)

pro ka¥dé z z toho intervalu. KdyZ od indexu n pfejdeme
k indexu n 4- 1, musime nahraditi kaZdy interval (36-5) dvéma
intervaly, tedy kaZdého sditance (36-6) soudtem dvou séitancid
. b—a s b—a .
1) g H1E) - (36'8)
Podle (36-7) je .
&) 2 f(§), &™) = K&,
takZe é&islo (36-8) je v&tdi neZ &islo (36:6) nebo je mu rovné.
Protofe nerovnosti je dovoleno siitati, je S,,, =S8, pro
kaZdé n.

Z v&ty IIT v odst. 34 ndsleduje, Ze existuje &islo v takové,
%e f(z) < v pro viecka z z intervalu [a, b]. Zfejm& je S < v.
.(b—a) pro kaidy vytvoFujici soufet S. Zejména je S, <
< v (b — a) pro vBecka n. Proto¥e je S, < S, ; pro viecka n,
plyne z I, ¥e existuje &islo ¢ takové, Ze

lim S, =c. (36-9)

Ni—=»0
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Zbyvé dokazati, Ze takto definované dislo ¢ je integrdlem
funkce f(z) od a do b, Ze tedy lze kaZdému é&islu £ > 0 pFi-
faditi &islo é > 0 tak, Ze

|S—c|<e (36-10)
pro vSecky vytvoFujici soudty S s normou mensi neZ 4. BudiZ
tedy dano &islo & > 0. Zvolme &fslo & > 0 tak, aby bylo

& + 26, (b—a) < e (36-11)

Podle véty VI z odst. 34 existuje &slo 6, > 0 takové, Ze
| Hz) — K(zy) | < &, kdykoli z,,z, jsou dv® &fsla z intervalu
[a, b] tekova, Ze |z, — 23 | < 8;. Podle (36-9) existuje index &
takovy, Ze

n>k=>|Sy—c|<ég.
Zvolme index n tak, aby pfednsé bylo n > k, tedy

I8, —cl<g (36-12)
a aby za druhé bylo

2"

Zvolme kladné &islo & mensi neZ 4, a tak malé, Ze jsou-li y,, y,
dvs &fsla z intervalu [a, b] takové, Ze | ¥, — ¥, | < 4, je mezi
nimi nejvyﬁ ]ed.no z éisel

< ;. (36-13)

a+2=% a4 22=2 .4 (@112 3614

BudiZ nyni S vytvoi'upci soudet s normou mens{ ne¥ 4. Tento
soudet pFislusi jakymsi intervaltm

[orgr ], [o3y &gy ooy [y ys ], (36-15)
které dohromady tvo¥i interval [a, b]. Délky intervald (36- 15)
jsou vesmds mensi neZ 8, a proto uvnitf ka¥dého z nich je
nejvys jedno z &isel (36-14). VytvoFujici souBet S vznikne,
kdy% si v ka¥dém z intervalil (36-15) zvolime po jednom &fsle.
Ozname S* vytvofujici soudet, ktery pFislusdf tymZ intervalim
(36-15), ale je tvofen tak, fe kdyZ uvnitf n&kterého intervalu
(36-158) je n&které z &isel (36-14), ufijeme pravd tohoto &isla
pEi tvofeni soudtu S*. Je tedy

S = f(&1) « (xy—x0) + f(£a) - (Og—0) + ... + /(&) - (2, —ax, ),
= f(§%1)- (oy—0xp) + f(£*9) - (0xg—ox1) + .. +f(E - (0‘ ua)s

kde £, 8 £*, jsou v intervalu [y, &,], £38 8%, V mtervalu [0y 05]
atd. ProtoZe délky intervala (36-15) jsou mendi neZ &, tedy

8+ 115



mensi ne% §,, jsou &isla | &, — &% |, | & — &% | atd. menii
net &, takZe Zisla |f(51)—f(6 1) I I)‘(fa)—-f(f*a)l atd. jsou
menéf neZ ¢,. Proto je

S —8*|<eb—a). (36-16)

Nyni kaZdy z té&h intervald (36-15), uvnitf néhoZ je jedng
z &sel (36-14), rozd&lme timto &islern na dva mensf intervaly.
Tim vzniknou z intervali (36-15) nové intervaly

[ﬂ07 181]’ [ﬂl’ ﬂl]v ey '_11 ﬁ,] (36‘17)
a je patrné, %e vytvofujici soudet S* se dé psiti ve tvaru

S* = f(’h) (ﬂl —ﬂo) + f('h) (ﬂz—‘ﬁl) + ... + f("l,) (ﬂ,_‘ﬂ.—l),

kde 7, je &islo z intervalu [f,, B,], 7, je &islo z intervalu [f;, B,]
atd. Na druhé strané je S, vytvotujici soudet pat¥ici intervalim

[a,a—l—b;a]. [a-l—bz—ﬂ ,a+2b2—a],...,

[a +@—12 = Z b] (36-18)

& kaXdy interval (36-18) je patrn® soudet n&kolika intervald
(86-17). Proto lze pséti S, ve tvaru
S. = f(n'"1) (By—Bo) + f(n's) (Be—B) + ... + f(’l',) (ﬂ. _— ﬂ,_l),

PFi emi ', jo élslo z toho intervalu (36-18), v kterém je obsaZen
interval [f,, B,], 7'y je &slo z toho_intervalu (36-18), v kterém
je obsa¥en interval [B,, B,] atd. Cisla |9y —#'y |, | 79— 7's |
atd. jsou zFejmd nejvys tak velikd, jakd je spolefnd délka inter-
vall (36-18), takZe podle (36-13)jsou vEecka ta Eisla menii ne% 4,
Proto jsou &isla | f(m) — f(1,) |, | f(ms) — f(m’y) | std. mensi

nei ¢, ta
| S* — 8, | < & (b—a). (36-19)
Ze (36-11), (36-12), (36-16) a (36-19) plyne (36-10).
\
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