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INTEGRAL

¥ 23. Pojem integralu. Poznali jsme na fadé piiklada
uZitetnost pojmu derivace. Nyni se obritime ke studiu
jiného neméné dulezitého pojmu z nauky o funkeich, totiz
pojmu integréilu.

* BudiZ ddna v néjakém intervalu [a, b] spojitd funkce
f(x); predpoklidejme prozatim, Ze v3ecky hodnoty funkce
f(z) jsou kladné. Integrdlem funkce f(z) od ¢ do b
rozumime obsah plochy, omezené grafem funkce

f(z), svislymi piimkami z=a, x=5b a osou z; p¥i-
klad takové plochy je vyznaéen v obr. 20. Abychom ob-
sah té plochy pftiblizné vypoéetli, nahradime si ji jinou
plochou, kterd se od ni jen nepatrné lisf, ale jejiZ obsah se dé
pohodlné poéitati. Za tim tcelem si rozdélime interval [a, b]
na velky poéet n malych intervalt

(ao, a,], [@y. G5], - -+, [@n—1, an], (23-1)

kde !
=0y <, <8< ...<Ap_y;<ap=2=b. (23-2)
[V obr. 20 je voleno n = 4, tedy pomérné mald hodnota,
aby byl obrazec zfetelny.] V kaZzdém z intervali (23-1) si
zvolime uréité éislo: &fslo & v intervalu [a, a;), ¢islo &,
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v intervalu [a,,a,], ..., éislo &, v intervalu [a,—,, a,]-
[V obr. 20 je kazdé z téchto ¢isel uvniti piisludného inter-
valu, ale to neni nutné.] Primkami
T=0a,Z=4ay, ..., T =% Ap—,

se rozdéli plocha, o jejiz obsah ndm bézi, na uzké pruhy,
a z ndzoru je patrné, Ze muZeme priblizné nahraditi kazdy
ten pruh obdélnikem, pii éemz vyska prvého obdélnika je
f(&,), vygka druhého je f(£,) atd. Viecky tyto obdélniky
dohtomady tvori plochu (vysrafovanou v abr. 20), jejiz
obsah je piiblizné takovy jako obsah piavodni plochy.
Protoze obsah obdélnika je soudin vySky a zdkladny, je
obsah Srafované plochy roven é&islu

S = I(El) N (a’l_ao) +/(E2) . (02'—01) + e + (23_3)
+ f(gn) c(ap— an—l)-
Tedy je na8 integral piiblizné rovny soudtu (23-3), oviem za
ptedpokladu, Ze v3ecky diference

O — 0y, Gy— @y, ..., 0y — Ay, (23-4)

jsou dosti malé. Integral funkce f(z) od a do b znacdime
symbolem

b
af f(z) dz: (23-3)

éisla @, b se jmenuji meze integrédlu; a je dolni mez,
b je hornf mez.

Znak (23-5) pfipomina svym tvarem souet (23-3). Znadka f
vznikla z pismene S, tedy ze zaditeniho _pismene slova summa
{soudet). Symbol f(z)dz pfipomini svym tvarem jednotlivé
stitance v soudtu (23-3): d je zatateéni pismeno slova diference
a kaZdy séitanec ve (23-3) je souéin, jeho¥ prvy faktor je hod-
nota funkce f(z) v urditém &isle z, a druhy je diference mezi
dvéma hodnotami nezavisle promé&nné z.

€

Geometrickd uvaha, kterou jsme privé provedli, vede
k aritmetické definici integralu, kterou si nyni hodlame
vysloviti. O funkei f(z) budeme predpoklddati pouze, Ze



je spojitd; predpoklad, Ze vSecky hodnoty funkece f(z)
jsou kladné, byl vy$e uéinén pouze proto, aby mél integral
jednoduchy geometricky vyznam; pro aritmetickou definici
je tento predpoklad zbyteény a proto jej opustime.

Nechtéjice vyslovovati definici integrdlu jedinym ne-
prehlednédlouhym souvétim, poéneme tim, Ze nazveme vy-
tvofujicim souétem kaidy soudet tvaru (23-3). Je-li
ddna funkce f(z) a interval [a, b], je téch vytvofujicich
soucti jeSté nekoneéné mnoho. Abychom dostali urdcity
vytvorujici soucet, musime si ptedné zvoliti ¢isla a,, a,, ...
«osyGg—y (v libovolném koneéném poctu) tak, aby platily
nerovnosti (23-2), a za druhé si musfme zvolit jesté éisla
&, &, ... Eny po jednom v kazdém z intervalu (23-1); je-li
tato dvoji volba provedena, mdme uréity vytvofujici sou-
Get (23:3). Vytvotujicf soulty jsou, jak je jiZ z vy&e feeného
patrné, aproximacemi integrilu; ale oviem neni kazd4 apro-
ximace stejné dobra. Na éem zdleii, jest, jak dlouhé jsou
intervaly (23-1), t. j. jak velké jsou diference (23-4); dobra
aproximace se dd oéekdvat pouze, jsou-li vBecky diference
(23-4) malé. Proto si nazveme normou vytvorujictho souctu
(23-3) nejvétsi ze vSech diferenci (23-4); je-li tedy &
kladné cislo, pak vyrok, Ze vytvoiujici soudet (23-3) md
normu mensf neZ 4, znamend, e viecky diference (23-4)
jsou mensi neZ 4. Po této piipravé miZeme aritmetickou
definici integrdlu vysloviti uZ velmi struéné. Integral
spojité funkce f(x) od a do b, znadeny symbolem
(23-5), je ¢islo, které mé ndsledujici vlastnost. Je-li
dédno libovolné kladné ¢isloe, existuje kladné é&islo
é takové, Ze plati nerovnost

]
|8— fi(x)dzl < e (23-6)

pro viecky vytvofujici souéty S, jejichZ norma je
mensi ne §:

Integrdl je tedy limita, rozumime-li obecné limitou é&islo,
pro které meni pifmo ddn presny zpisob jeho vypoctu,
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nybrz misto toho zpisob, jak je poéitati priblizné, pfi ¢emz

je tento zplisob tak pruZny, %e lze podle ného provésti pocet

tak, aby byla chyba mens{ neZ libovolné predepsané kladné

¢éislo. Pod tuto obecnou definici limity spadaji oviem také

limity tvaru lim F(z) definované v-odst. 13. Mezi onémi
z—a

limitami na jedné strané a integrilem na druhé strané je
velmi podstatny rozdil; hodnota hmlty lim F(x) zdvisf pouze

na hodnotdch, kterych funkce F(x) na.byva v libovolné malé
piedepsané blizkosti éfsla x = a, kdeZto hodnota integrélu
z4visf podstatné na pribéhu funkce v celém intervalu [a, b).

V nadem dosavadnim vykladu o integrélu je velmi pod-
statnd mezera; je totiz nutné, aby se piesné dokézalo, Ze
pii libovolné dané spojité funkei f(z) v intervalu [a, b]
opravdu existuje éislo (23-5) vyhovujicf podmince nazna-
¢ené nerovnosti (23-6). Tento ditkaz bude proveden v Do-
datku.

: 24, Jednoduché véty o integralu. Je.li pfedeviim
f(z) = ¢ konstanta, jsou zfejmé vSecky vytvofujiei soudty
rovné ¢islu ¢ (b— a), takZe
- .\
fc de = c (b— a). (24-1)

I. Je-li f(z) spojitd funkce v intervalu (a, b] a je-li
¢ konstanta, ]est

b
fc f(x)dz =¢ ff(a:.) dz

Nebot kdyZ p¥i urdité volb¥ Sisel
a],r a], ey a 'n—1° Ep 5;, ey E (24-2)

jsou § a S* vytvoFujici soudty patfiei po Fad® funkei f(x)
a funkei ¢ f(z), jo zfojm& §* = ¢S.

I1. Jsou-li fi(z) a fy(2) spojité funkce v intervalu
[a, b], jest
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b b b .
f [fi(z) + fo(x)] dz = f fy(z) dz + f fa(z) d=,

f [fy(2) — fo(2)] dz = f fy(2) de— f /,(z) dz.

Nebot kdyZ pFi urdité volbd &isel (24-2) jsou S,, Sy, § a S*
vytvotujici soutty patfici po Fadd funkeim f\(z), fo(z), Hi(z) +
+ fi2), fi{z) — fa(z), je zFejmd S = 8; + S, S* =8, —S,.

Prévé vyslovené véty I a IT o integrdlu jsou zcela obdobné
vétdm I a IT o derivaci (viz odst. 16). T. zv. integralni
potet by byl mnohem jednodusdi, kdyby existovala také
véta o integrdlu obdobnd vété III o derivaci z odst. 16; ale
nenf Z4dného vzorce, podle n¢ho# by se dal poditati integrdl

b
I/x(z) fo(z) dz,
a

zndme-li hodnoty integrali

b b
af’l(z) dx’ affg(z) dz.

III. Budi? a < b < ¢. Je-li f(z) spojité funkece v in-
tervalu [a,c], jest

[ b e
Ji@) dz = [f(z) dz + [H(z) da. (243)
ProtoZe funkce f(z) je spojité v intervalu [a, ¢c), je zfejmd
také spojitd v intervalu [a, b] i v intervalu [b, ¢]. Dikaz vztahu
(24-3) provedeme nep¥imo, t. j. u¥inime pfedpoklad, Ze tento
vztah je nesprévny, a ukdZeme, %e tento pFedpoklad vede
k nemoZnému disledku. Neplati-li vztah (24- 3), exxstu]e &slo
€ > 0 takové, Ze

b c
| ff(:z:) dz—f/(z)d:c—f/(z) da:l > 3e.

éPodl«a definice mtegrélu existujf klaad.mi &sla 8, 8y, J, tako-
v
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b e
|Sl—f/(a:)da:| < g IS,—f/(z)da:l <e,|S,—f/(:c)dzl<s,
- a b a

jsou-li Sy, Sy, S vytvoFujici soutty patiici po fadé intervalim
[a, b], [b, ¢], [a, c] s normou mensi neZ §, u prvého, mensi neZ
8y u druhého a mensi ne¥ d, u t¥etiho. Zvolme &islo é > 0 tak,
aby bylo mensi neZ kaZdé z &isel &;, 8,, §,. Je-li S; vytvoFujici
soudet patfici intervalu [a, b], je-li S, vytvoFujici soudet patfici
intervalu [b, ¢] & jsou-li normy obou men&i neZ §, je zfejmé
8, + 8, vytvofujici soudet pat¥ict intervalu [a, c] & ta.ké jeho
norma Je mensi ne% 4. Proto je

Isl_ff(’)dil <e |Sa—f/(=)dz| <e
: a b .

| [{@)dz — (8 + 8y) | < &
]

ProtoZe pak absolutni hodnota soultu je nejvys rovna souétu
absaolutnich hodnot s&itancé (viz odst. 14, XVII), jest
b . [ e
|18, — [ (=) d=] + [S,— [H=z)d=z] + [[f(z) dz— (S, + Sy |<3e,
a . b a

neboli R
e [
| [#2)dz — [f(z)dz — [f(z)d=| < 3¢
a a b

a to je prdvd nemoZné.

IV. Jeli f(z) spojitd funkce v intervalu [a,b]
a jeli f(x) = 0 pro kaidé ¢&islo z z intervalu [a, b],
jest

b
ff(.'c) dz > 0.

Nebot pro kaldy vytvoi‘ujici soudet S zfejms platf nerovnost
8§20

V. Jsou li fi(x), fo(z) spojité funkce v intervalu
[a, 8] & je-li fi(x) < fy(z) pro kaZdé &islo z z intervalu
[a, b], jest

b b
af fi(z)dz < af/zm dz.
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/Podle IV je.totiZ
b
f[fz(z) — h(z)]dz 20
a podle II je ¢

b b b
SUs(@) — (@) dz > [fy(=z) dz — [fy(2) d=.

VI. Jeli f(x) spojitd funkce v intervalu [a,b]
a jsou-li ¢, ¢, ¢isla takovd, Ze
aS )= ¢

pro kazdé ¢islo x z intervalu [a, b], jest

b
qgb—a)< f/(:é) dz < ¢, (b—a).

Podle V je totiZ
b b b

Jeadz £ [f(x)dz < fc,dz
a podle (24-1) je
b b
Jedz =c(b—a), [d.dz=d(b—a)
a a

VII. Je-li f(z) spojitd funkce v intervalu [a,b]
a je-li f(x) = 0 pro ka%dé ¢islo z z intervalu [a,b],
neni-li viak identicky f(x) =0 v celém intervalu
[a,b] pak jest

b
[H(z)dz > 0. (24-4)

Kdyby bylo f(z) = 0 vSude uvnitf intervalu [a, b], pak by
ze spojitosti funkee f(z) plynulo f(a) = 0, f(b) = 0. Proto si
miZeme zvoliti &islo ¢ tak, Ze a <c¢ < b, f(z) > 0. Déle si
zvolme ¢&islo e > 0 tak, %e f(c) > 2¢. ProtoZe funkce f(z) je
spojitd pro z = ¢, existuje &slo & > 0 takové, Ze

lz—c| < d= |fz)—flc)] <. (24:5)

Interval [a, b] si miZeme rozdé&liti na t¥i intervaly
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[a, ¢,), [e1s €3], [cs, B]

tak %o &fislo ¢ je uvnit¥ intervalu [c,, c,] & Ze je tento interval
tak maly, %o |z —c | < & pro ka¥dé x z intervalu [c,, c,].
Podle III je

b ¢ b
f[(a:) dz = ff(z) dz + f/(:v) dz,

f/(.'c) dz = ff(a:) dz + ff(:v) dz.
Podle IV je véak
b
f /(@) dz >0, f f(z) dz >0,

f fz)dz > f f(x)dz > ff(:z:) dz. (24-6)

Jelli z v mterva.lu [eys c,], Je | z——cl < 6, takZe podle (24:5)
je | x) — f(c) | < & tedy f(c) — f(z) < &, takde fle) < f(z) + &;
aviak ¢&islo ¢ bylo voleno tak, Ze 2¢ < f(c); proto je 2¢ < f(z) +
+ ¢, tedy ¢ < f(x) pro ka¥dé z z intervalu [c,, ¢;]. Proto sou-
dime ze VI, Ze

Cy
JHz)dz 2 & (c;—¢,) > 0. (24-7)
Zo (24-6) a+24-7) nésleduje (24-4).

Véta VII je zlepSeni véty IV; podobnd bychom mohli nyni
-zlepBiti také véty V a VI.

V integrilu
b
SHz) dz (24-8)

jsme dosud stéle pfedpoklidali a << b. Je vicelné d4iti sym-
bolu (24-8) také vyznam, kdy% @ > b nebo a = b. To uéi-
nfme piedpisem

a b "
,,f f(x)dz = — [f{(z)dx ' (24-9)

neboli slovy: vymxénime-li meze, zmén{ _integré.l zna-
men{. Kdyz do (24-9) dosadime @ == b, vidime, Ze musi
byti
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[Hz)dz=10: (24-10)

neboli slovy: iritegrdl od a do a je roven nule.

VIII. Budiz f(z) spojitd funkce v intervalu J.
Jsou-li @, b, ¢ t¥i libovolnd &isla z intervalu J, jest

b c a
[f(@) dz + [f(@) dw + JH(z)dz =0,  (2411)

c b c
Ji@) dz = JH@) dz + [H(z) da. (24:12)

Podle (24-9) plyne ze vzorcl (24-11) a (24-12) jeden z dru-
hého, tek¥e stadi, dokédZfeme-li jeden z nich. Podle (24-9)
8 (24-10) je vzorec (24-11) jist8 sprévny, je-lia = b nebo @ = ¢
nebo b = ¢. Pfedpoklddejme tedy, Ze a, b, ¢ jsou t¥i rizna
¢isla z intervalu J. Cisla a, b, ¢ miFeme pséti v Sesti réznych

pofédcich
abe, acb, bac, bea, cab, cba.

Snadno se pFesv&défme, Ze zmé&na pofddku nem# na vzorec
(24-11) jiného vlivu, ne% %e se budto pouze s&itanci mezi sebou
zamé&n{ nebo Ze se vedle této zimdény jeSts u kaZdého séitance
zméni znameni, Proto stadi provésti dikaz za pfedpokladu -
a < b < c. Ale za tohoto pfedpokladu je vzorec (24-12) spravny
podle III. B

Poznédmka. Ze (24-9) a (24-10) plyne, Ze vzorec (24-1)
zlstane v platnosti, i kdyZ @ > b nebo a = b. TotéZ plat
o vzorcich z vét T a II.

I 25. Souvislost mezi derivaci a integrilem. Nyn{ si do-
kdZeme, Ze integrovani nenf nic jiného ne% obrédceny
vykon k derivovédni. BudiZz f(x) spojitd funkce uvnitf
intervalu J. Zvolme si uréité éislo ¢ z intervalu J. Promén-
né ¢ necht nabyvé viech hodnot z wnmitiku intervalu J.
Pak si miZeme zavésti novou funkei F(t) vzorcem

t
F(t) = [{(z) d=. (25-1)

O této funkci si nynf dokd¥eme, e m4 uvniti intervalu J
viude derivaci, kterd se poéitd podle vzorce
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| F'()) = 0)- (25-2)
Za tfm tGéelem si zvolme uvnit¥ intervalu J libovolné éislo b.
Méme dokdzati, Ze

lim F—(” FO) _ 4).
tp L—Db

Zvolme &islo € > 0. Mame dokézati, %e exxstu]e &slo 6 > 0
takové, Ze
2O _jmy|<e (259)
Zvolme kladné &islo ¢ < e. JeZto funkce f(x) je spojitd pro
z = b, existuje &islo 6 > 0 takové, Ze
lz—b| < d=|flz)—f(b)| < & (25-4)

Toto éislo 8 mé u vlastnost (25-3). Nebof nechf0 < [t —b | <
< 8. Jeito

0<|t—b|<d=

F(t) = f/(z) dz, F()= fbﬂz) dz,

podle VIII v odst. ;4 je :
F@t) — F(b) = f' f(z) dz.

Podle (24-1) (viz téZ pozndmlu n:. konci odst. 24) je viak
1(b) (¢ — by = ft/(b) dz

Podle IT v odst. 24 (viz zase to:li poznimku) je tedy

F(t) — F(b)

= — ) = f (=) — fb)ds.  (25:6)

Je-li nyni pfedn& ¢ > b, pak je b Sz St<b+ dprovﬁeckaz
z intervalu [b, ¢], talZe podle (25:4) je

—a<flx) —f(b) < g (25-8)
pro viecka tato z. Tedy podle VI z odst. 24 je

t
—& < [[Hz) —f(b)]dz < &, (25-7)
b
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Jelizadruhét < b,jed > = 2 > b — & pro viecka z z inter-
valu [z, b], takZe podle (254 ti (25-6) pro vSecka tato z.
Tedy podle VI z odst. 24 je
—a < f [f(z) — fb)] dz < ey
¢

ProtoZe viak

b t

[if@) — jo) dz = — [f@) — j(b)] da,

t b
dostdvame zase (25'7). Z (25-5) a (25'7) viak plyne (25-3),
nebot & < &.

Vysledek, k némuZ jsme dobli, si vyslovime v takovém
tvaru, v jakém se ho éasto uZivd k vypodtu integréli.
Necht zase f(z) je spojit4 funkce uvnitt intervalu J. Podai{-li
se ndm jakymkoli zpisobem najiti funkci ¢(x) takovou, Ze

¢'(z) = f(z) (25-8)
pro viecka x z intervalu J, pak jest

]
[1(z) dz = @(b) — pla)- (25:9)
Nebot podle ptedchéazejiciho
b
af Hz) dz = F(b).

Obé funkce @(z) a F(x) maji uvniti intervalu J viude
stejnou derivaci, tak¥e jejich diference @(x)— F(z) m4é
uvnitf intervalu J derivaci identicky rovnou nule. Z odst. 21
vime, Ze funkce p(z) — F(x) musi byti uvnitt intervalu J
konstantou, takZe

¢b) — F(b) = g(a) — F(a).
Aviak

Fla) = MnM—o
takZe @(b) — F(b) = ¢(a), tedy
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p(b) — p(a) = F(b) = f f(=) dz,
coZ jsme méli dokézati.

Abychom mohli poéitati integrdl podle pravidla (25-9),
potiebovali bychom zniti cesty, jimiZ se k dané funkei f(x)
d4 najiti funkce @(x) vyhovujici podmince (25-8). Existuji
rozmanité takové cesty, ale rozsah této kniZky nedovoluje,
abychom se s nimi sezndmili. Mimo to viecky tyto cesty
v mnoha pifpadech nevedou k cfli, protoZe i kdyz funkee /()
je jedna z téch jednoduchych funkef, které zndme, muZe -
funkce @(z) byti slozitéjiiho typu. Proto se omezime na
jediny pifklad. BudiZz s dané raciondlni ¢islo a méjme po-
¢ftati integral

b
f ' dz,
a

kde a,b jsou kladnd éisla. Tu si vzpomeneme na vzorec
(19-17)
(7)) = rar—1

platny pro kladnd x (pfi racionilnfm r), ktery lze pro
r == 0 psiti ve tvaru

(l z’)lz L
T

Je-li 8 = — 1, miuZeme poloZiti r = ¢ + 1 3= 0 a dostaneme

1 I‘+1 ’z I’,
s +1

takZe
b
b:+1_aa+1
8 _eee——— .
‘ f:c dz s 1 L(25 10)
a

Pro s &+ —1 je tim %Z4dany vypocet integrilu proveden.
Pro s = — 1 tato metoda sel’e. [Nehledé na to, Ze pfi
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odvozeni vzorce (25:10) jsme musili pfedpoklddati s & — 1,

nemi pravé strana pro 8 = — 1 viibec vyznamu.] Uvidime
v odst. 28, proé¢ naSe metoda musila selhat pro s = —1;
nebot pro s = — 1 mdme integrsl
b
dz
z

a _
ktery vede na funkeci, kterou jsme se v této kni%ce dosud
nezabyvali, aé je vam ze stiedni §koly zndma, totiZ na funkei
) logarltmlckou RownéZ na funkei logaritmickou dé se pre-

vésti na pf. integrdl
b

dx
[

dz J dz
V=51 J V=t +1
a

(t. zv. eliptické integrily) se uZz nedaji pfevésti na funkce,
které jsou v souvislosti se stfedoSkolskou matematikou.
Proto je dileZité, e miZeme numerickou hodnotu kaZdého
integrdlu poéftati pfiblizné. Takové pfiblizné vyjidfenf integ-
rdlu mdme uZ ve vytvorujicich soudtech, pomoci kterych
jsme integral definovali. Jsou vSak pohodlnéjii pfibliznd vy-
jédieni integrilu, a o jednom z nich si krdtce promluvime
v ndsledujfcim odstavci.

26. Simpsonovo pravidlo. BudiZ f(x) spojitd funkce
v intervalu [a, b]. Rozdélme si [a, b] na intervaly
[am al]’ [ala (12], (RES) [aﬁ—ly an]- (261)
Z odst 24 vime, %e

kdeZto na pf. integrdly
b

ff(z) dz = ff(x) dz + f/(z) dz +... + f/m dz. (26-2)

an—1
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Jako v odst. 23 si zvolme éisla &, &,, ..., &5, po jednom
v kazdém z intervala (26-1). Jsou-li ty intervaly dosti malé,
jsou hodnoty funkce f(x) v prvém z nich piiblizné rovné
¢islu f(&,), ve druhém priblizné rovné éfslu f(£,) atd. Proto
je nas integral pfibliZné rovny souétu

&) de + [1(&) dz + ... + [f(£n) da.
[ 73 a, ay 1
Ale tento soudet je podle (24-1) rovny souétu

(&) (@y— ay) +f(&;) (@z—ay) 4 ... F(&p) (@ — agq—1),

t. j. jednomu z na8ich vytvofujicich souéti. MiZeme tedy
Fici, Ze vytvorujici soudet dostaneme z integrilu (26-2), kdy%
v kazdém z intervali (26-1) aproximujeme funkei f(z) kon-
stantou. Lepiftho pfibliZen{ dosihneme, aproximujeme-li
funkei f(z) jinak. Necht [x, ] znamend jeden z intervalii
(26:1) a necht
x +
2

lezi prdvé uprostied tohoto intervalu. Budeme aproximo-
vati funkei f(z) v intervalu mnohoélenem druhého stupné
o(x) = ¢y + ¢,z + cz:ﬁ_,
jehoZ koeficienty budeme voliti tak, aby obé funkce naby-
valy téfe hodnoty pro z = ,f,y. Abychom mnohoélen
@(x) pohodlné uréili, piSme jej ve tvaru .
plz) = Ay + 4, (z—a) + 4 (z—0a) (z—7).  (26'3)
Mdme urditi éisla A4,, 4,, A, podle podminek
plo) = f(&), ) = [(¥), @(B) = [(B)-
Dosadime-li do (26-3) z = «, v, B, vyjde
f(o) = 4y,
) =4+ 4, (y—a)= 4, + 34, (f— ),
fB) = Ao+ 4, (B—0a) + 4, (B—a) (B—y) =
=4y + 4, (f—a) +34, (B—oa),
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tak¥e

26-4
4, — 2 [@)—21() +1B) (26-4)

(B— o)
ProtoZe

(z—a) (2 —p) = (¢—a) (x—a—ﬂ_;ﬁ)=
=@—a)f—}(f—a)(r—n),
jest
F@E—a)pP—1B—a) @—a)f = (z—a) (r—y),
takZe podle odst. 25 je

B
J@—o) (z—y)de =} (B—aP—} (B— )= 5 (B—a)*

(26-5)
Dile je
[} (z— o)) = (z— ),
takZe podle odst. 25 je
8
fiz—a)dz =} (B— )2 (26-6)

Ze (26-3), (26-5) a (26-6) plyne podle (24-1) a I, II v odst. 24

B
Jo(x)dz = 4, (B— o) +$4; (B— ) + 144, (B— )3,
takZe podie (26-4)

B
[omae=E52 1 + 40 + 100 @67

&

Vratme se ke vzorci (26-2)! Hledanou pfibliznou hodnotu
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integrdlu nalevo dostaneme, kdy% v kaZdém integrédlu na-
pravo nahradime f(z) vhodnym mnohoélenem druhého stup-
né, t. j. kdyZ kazdy integral napravo nahradime integrédlem
(26-7), v ném% oviem mfsto intervalu [«, 8] bereme postupné
intervaly (26-1). Omezme se na ten pifpad, kdy intervaly

(26:1) maji vesmés stejnou délku —— 2. Pak vyjde po

snadné Gpravé pro nds integrdl priblind hodnota

b—a b—a
fa= 2 [f(a)+4f(a +2/( )+

+... +4/(a (i—) -I—f(b)]

Pti tom se v lomené zdvorce vyskytuji postupné hodnoty
funkee f(z) v &slech

b—a b—a
a,a +W,a+ e
(2n—1) (b—a) b—a
T 2n =b— 2n ’ b

' jet tvoif aritmetickou fadu s prvnim é&lenem @, poslednfm

b —n Z Koeficienty hodnot

élenem b a konstantni diferenci

funkce f(z) v lomené z4vorce jsou tyto: prvoi a posledni
koeficient je rovny jedné, ostatni jsou stiidaveé rovny
¢fslim 4 a 2. Na pf. proa =0, b =1 jest

Sy = g [H(0) 4 4f(s%) + 2/(7y) +4f%) +2f(F) +
+ 4/(3%) +2/(F%) +4(3%) + 2f(+%) + 4 +2f(Fp) +
+41(3§) +2/(F) + 4 38) + 2/(T) +4f38) +2/(E) +
+ 4(38) +2/(F) + 43 + (1))
Pravidlo pro pfiblizny vypoéet integrilu, s kterym jsme se
privé sezndmili, jmenuje se Simpsonovo pravidlo. V této
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kniZce se nebudeme zabyvat odhadem chyby, které se do-
pustime, nahradime-li integrdl jeho pfibliznou hodnotou
vypottenou podle Simpsonova pravidla. Ale abychom si
prokézali uZiteénost Simpsonova pravidla aspon na jednom
pifkladé, vypodteme si podle ného integrdl

1

dx
f e (26-8)

0

Uvidime pozdéji [viz (32-4)], Ze étyrndsobek integralu (26-8)
je roven &fslu 7. Volime-li v Simpsonovu pravidlu » =5
a zaokrouhlime-li kafdou hodnotu funkce na osm desetin-
nych mist, dostaneme pro .&fslo = pfibliznou hodnotu
3,14159260, v které teprve posledni cifra je nesprivni.
Bude velmi uZiteéné, kdyZ si étendf tento vypocet sdm po-
drobné provede.

2%7. Integril v geometrii. Pojem integrilu je velmi dile-
Zity v geometrii i ve fysice. Kdykoli je ddna veli¢ina, kterd
se d4 pfiblizné nahradit soudtem velikého podtu malych
séftancd, d4 se pfesnd hodnota té velidiny psdti ve tvaru
integralu, ale mnohdy pfi tom nevystaéime s pojmem integ-
rdlu funkece jedné proménné, na ktery jsme se v této knfZce
musili omezit. V tomto odstavci si probereme &ty#i pii-
klady na uZitf integrdlu v geometrii. Fysikdlnimi aplikacemi
se v této knifce zabyvat nebudeme.

I. Méjme v intervalu [a, b] dvé spojité funkce f,(z), fo(z)
a predpoklidejme, Ze je v celém intervalu splnéna nerovnost

h(®) < fof@)- 27-1)
Grafy naich dvou funkef spolu s piimkami z=a, x=05

omez{ plochu P. [Viz obr. 21.] Plo3ny obsah plochy P je
dén integrélem

b
af [fal2) — ()] da. (27-2)
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Jsou-li viecky hodnoty funkce f,(z) [a tim spi§ funkece fy(z)]
¢isla kladnd, je to zFejmé. Nebot z obrazce je patrné, Ze plo-
cha P je rozdil dvou ploch, jejichZ obsshy jsou podle odst. 23

b . b
[h(z)dz, [f(=)d= (27-3)

a z odst. 24 vime, Ze integral
(27-2) je roven rozdilu obou
integralt (27-3). Nejsou-li vBecky
hodnoty funkce f,(z) kladné,
zvolime si tak velké kladné
&islo ¢, aby bylo fi(z) +¢> 0
pro viecka z z intervalu [a, b).
Potom posineme podétek i osu
svisle dold o délku rovmou c.
Jsou-li z*, y* soufadnice v no- Obr. 21.
vé soustav®, je podle odst. 4
*=z, y*=y+ec

U#ijeme-li pfi vypodtu obsahu plochy P nové soustavy sou-

ic, coZ je oviem dovoleno, musime funkee f,(z), f;(z) na-
hraditi funkcemi f,(z) + ¢, fy(z) + ¢. Tyto funkce nabyvaji
jen kladnych hodnot, takZe obsah plochy P se rovné integrélu
(27-2), nebot

Us(®) + €] — [h(=z) + c] = fy(z) — fi(2).

Je-li nerovnost (27-1) splnéna pouze uvniti intervalu
[a, b], kdeZto fi(a) = fy(a), },(b) = [o(b), pak z hranice plo-
chy P odpadnou obeé svislé tiseéky, ale jinak se nic nezméni
a vzorec (27-2) zistane sprivny. TyZ vzorec plati také,
je-li nerovnost (27-1) porufena v jediném z obou &isel a, b.

II. Méjme v intervalu [a, b] spojitou funkei f(z), kterd
nabyvd jen kladnych hodnot. Graf funkce f(z), svislé piim-
ky z=a,2z=0> a osa x omez{ plochu P. [Viz obr. 20
na str. 62.] Tuto plochu otdéejme kolem osy z. Souhrn
vSech poloh otidené plochy je rotadni téleso 7. UkdZeme
gi, Ze objem télesa 7' se d4 vyjddiiti integrdlem (27.5).

Jako v odst. 23 si rozd&lme interval [a, b] na velky polet
malych intervala

ol--

of---
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[ap, 1), (a1, @5); ... [0, @]

a zvolme si &sla &, &, ..., §, Ppo jednom v kaZdém z téch
intervald. Této volb& odpovidé, jak vime z odst. 23, plocha P,
slofend z n obdélnikd a vyddrkovand v obr. 20. Oté&ime-l
plochu P, kolem osy z, vznikne rotaéni téleso T, a z nézoru je
patrné, Ze télesa T, a T maji pfibliZné& stejny objem. Tdéleso Ty
se skladd z n rotadnich véled, vzniklych otoéenim jednotlivych
obdélnikd. Jak znémo, je objem rotaéniho vélce roven &islu
nrdy, kde r znamené polomér podstavy a v vysku. Proto objem
t&lesa T, je roven é&islu

7 {[f(6)]2 (@, —ao) + [f(£9)]? (a3 —ay) +
+ et U(E”)]a (a’n - a‘n—l)}'
Tedy vyraz (27-4) udavé pFibliZnou hodnotu objemu té&lesa T'.

Z toho plyne, ¥e pfesnd hodnota objemu naSeho rotadniho
télesa T' je rovna

(27-4)

b
[f(z)]? dz. (27-5)
naf z)] de L

III. BudiZ f(x) spojitd funkce v intervalu [a, b]. Tentokrit
nim na tom nezdléii, zda jsou viecky hodnoty funkce f(x)
¢isla kladnd. Zato pfedpoklidejme, Ze f(x) mé derivaci
v kaZdém éisle z intervalu [a, b] a Ze také f'(x) je spojitd
funkce v intervalu [a, b]. Oznaéme C ¢ast grafu funkce f(x)
leifei mezi body

A = (a; f(a)), B = (b; (b))
UkéZeme, Ze délka diry C se dd vyjadfiti integralem (27-10).

Jako obvykle rozd&lime si interval [a, b] na velky podet
malych intervald

[ags a4], [ay, @), ..., [a”__l, a,l, (27-6)

vytkneme &i na grafu body odpovidajici hodnotém a,, a,, ..., a,
a spojime tyto body tisetkami. Tak vznikne lomena &éra C,,
vytarkované v obr. 22. Z nézoru je patrné, Ze délka &ry C je
pfibliZzné rovna délce lomené Eary C,. Délka &ary C, je viak
rovna soudtu délek jednotlivych tsedek, z kterych se sklada,
& délka usetky je vzdalenost jejich krajnich bodu, kterd se
pvg'ﬁité. podle vzorce (4-2). Proto je délka lomené &iry C, rovna
razu
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Vi@, — a0 + Thay) — fa))P® + Viey—ay)® + [Hay) — fla)P +

Tt Vg, —ap ) + ) —fla,_)E.  (27'7)
Vyraz (27-7) si musime je§td upraviti; uZijeme k tomu véty
vyslovené na zaddtku odst. 21. Podle této v&ty lze udati &isla
1> Ear - s £p» PO jednom v ka¥dém z intervalt (27-8), takové, Ze
f(a1) — f(ag) = f'(£1) (@3 — @), f(@s) — f(a)) = ['(&5) (3 — 01()2‘;?35

OF— == - ==
of-----

-

Obr. 22.

Podle toho je vyraz (27-7) roven vyrazu

W [f'(sl ]* (@y— ay) + VT F (FEDF (ay — ay) +
A+ VTHFTFEDE (a— aq_y). (27-9)

Tedy (27-9) je phbhiné. hodnota délky éry C, z &ehoZ plyme,
%o pfesndé hodnotae délky &4ry C je rovna

J Vl F [f(z)F dz. (27-10)
a

IV. Utinme o funkeci f(z) stejné predpoklady jako ve III
a mimo to predpoklidejme, Ze f(z) nabyvé jen kladnych
hodnot. Ot4éejme ¢dru C kolem osy z. Tim vznikne rotaéni
plocha R. UkéaZeme, Ze povrch plochy R je roven integrilu
(27-12).

Rozdélmesizase [a, b]na malé intervaly (27°6) a op&t si vSimn&-
me lomené 8ry C,, vytirkované v obr. 22. Otdfenim kolem

osy z vznikne z &ry C, rotadni plocha R,. Z ndzoru je patrné,
#o povrch plochy R je pfibliZn& rovny povrchu plochy R,.
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Plocha R, se sklédé z n-jednoduchych ploch, z michZ ka¥d4
vznikne rotact jedné tsedky; ty. jednoduché plochy tedy jsou
pléstd komolych rotadnich kuZeléi. Pro povrch pléastd komolého
rota¥nfho kuZele se viak ne stfedni &kole odvozuje vzorec
7 (r, + ry) 8, kde r; a ry jsou polomdry podstav a s je spolené
délke visedek, které Ize vésti na plésti od jedné podstavy k druhé.
Proto je povrch plochy R, roven vyrazu
7 {[(ao) + f(ay)] V(g — ao)® + [Ha) — Flap)* + ...

oo + [fan—q) + fa)1V(@y — aq_1)* + [Ha,) — ap_)P)
Zvolime-li si zase vhodn& &fsla §,, &, ..., £, Po jednom uvnitf
ka¥dého z intervald (27-6), budou platiti vztahy (27-8), takZe
povrch plochy R, lze pséiti ve tvaru

7 {[f(a0) + Ha)] VT + FEIF (a,—a0) + ...
coo o+ [fag_y) + fag) VI + TE)T (@ — apy)).
ProtoZe jsou intervaly (27-6) malé a protoZe funkce f(z) je
spojit4, 1i8i se jen nepatrnd

f(ao) + f(al) Od 2/(61)’ ceoy f(an—l) + f(a’”) Od 2!(6,.)!
tak¥e se povrch plochy R, liSi jen nepatrnd od é&fsla

27 () VT T F@IF (a3 —ag) + ...

oo+ [ED VT F FELT (@ — aq_y)}-
Tedy (27-11) je pFibliZnd hodnota povrchu plochy R, takZe
pfesnd hodnota povrchu plochy R je rovna

b
22 [1(2) VT + (@) de. (27-12)

(27-11)

Né§ postup v tomto odstavei nebyl pravé pfesny. Pro-
myslime-li 8i jej znovu, nahlédneme snadno, Ze hlavni potiZ
tkvi v tom, Ze jeme poéitali geometrické velidiny, pro které
jsme sice méli ndzorné piedstavy, nikoli viak pfesné arit-
metické definice. Takové piesné definice lze skutedné udat,
a potom je uZ lehké diti hofejiim dikazim pfesny tvar.
Tim se zde zabyvati nebudeme. BudiZ pouze podotéeno, Ze
presnd definice povrchu kfivé plochy je mnobem sloZitéjsf
neZ presné definice ostatnich geometrickych veliéin, s kte-
rymi jsme se zde setkali.
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Cvileni.*) Ve cvienich 27| a¥ 27'7 méte uréiti napfed
obsah plochy omezené &arami, jejichZ rovnice jsou udény,
& potom poditati objem t&lesa, které vznikne rotaci té plochy
kolem osy z. Tvar plochy si pokaZdé napfed naznaéte obrazcem.

27'l.y =2, y=0,z = 3.

27-2. y? = 12z, z = 12.

273. dy=(z+ 13} y=0,z =2,z = 4.

27°4. 42 =323,z = 1.

27'5. y=9z— 2 — 14,y = 0.

27'6. 9y =x2*(z + 3),y = 0.

27'7. 22y =36,y =0,z =2,z = 6.

Ve cvitenich 27°8 aZ 27 10 méte urditi obsah plochy omezené
éarami, jejichz rovnice jsou udény.

278, y =2 y = 4z.

279, y= =z = 92

2710. ¥t =z, y? = 2°.

Ve cvienich 27 1| aZ 27 |3 méte poditati napfed délku dané
&ary, potom povrch plochy, kterd vanikne rotaci té &iry kolem
osy .

27°1l. z* + 3 = 6zy od bodu z =1 do bodu z = 4.
27°12. 822y = 2 + 2® od bodu z = 1 do bodu z = 2.
27°13. 92 = z(x— 3)% y =0 od bodu z =0 do bodu

xr =

28. Logaritmicka funkee. K tomuto odstavci neni tfeba
zé,d.nvch znalost{ o logaritmech ze stredni §koly, nebot vée,

co budeme potfebovat, si odvodime. ProtoZe funkce ? je

spojitd pro viecka kladnd , mi%eme si pro vSecka kladnd ¢
definovati pomoci integrilu

t
dx
x
1
funkei, kterou nazveme funkei logaritmickou a oznaéime

log t. Je tedy

*) Cvideni jsou volena tak, Ze pFi vypodtu integréli se vy-
stadi se vzorcem (25-10).
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¢
dzx

- (28-1)

logt=.

pro kazdé kladné ¢. Podle odst. 25 m4 tato funkce derivaci
1
(logt)’ = e (28-2)

pro viecka ¢ > 0. JeZto tato derivace je stile kladnd, je
logaritmus rostouci funkce viude, kde je definovdna. Podle
(28-1) jest
logl=0, (28-3)
takze*)
t>1=logt >0 0<t<<l=logt<0. (284)
Z#kladni vlastnost logaritmické funkce jest
a>0,b>0=log(ab) =1loga +logb (28-5)
neboli slovy: Logaritmus souéinu (dvou kladnych éisel)
se rovns seudtu logaritmi obou éiniteld. Odvodime
si ji takto. Ze (28-2) plyne podle pravidla o derivovén{ slo-
%ené funkce (viz odst. 17)
, 1
[log (at)) =
takze funkce
log (at)—log ¢

mé derivaci identicky rovnou nule a je to tedy konstanta
(viz odst. 21). Hodnotu této konstanty dostaneme dosaze-
nfm ¢ = 1; podle (28-:3) vyjde loga, takZe

log (at)—logt=loga
pro viecka ¢ > 0. Dosazenfm ¢ = b vyjde (28-5).
KdyZz ve (28-5) volime b= %, vyjde podle (28-3)

*) Vyznam znatky => byl vysvétlen u vzorce (13-3).
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log-;ll- =—Iloga (28-6)
pro viecka a > 0.
Podle (28-5) dostaneme postupné

log (a?) =log (¢ .a) = 2log a,
log (a3) = log (a® .a) = 3log a atd.,

obecné
log (a*) = nloga (28-7)
pro kazdé celé kladné n. ProtoZe
1
a’?r = —»
aﬂ

plyne ze (28-6), Ze (28-7) plati i pro celd zdpornd n. Podle
(28-3) plati (28-7) také pro n == 0. Tedy (28-7) plati pro
ka?dé. celé =, libovolného znameni.

ProtoZe logaritmickd funkce m4 v3ude derivaci, je spo-
jitd. Proto hodnoty, kterych nabude, tvofi interval (viz
odst. 19). ProtoZze ve (28:7) miZeme diti celému éislu n
libovolné velké kladné i zéporné hodnoty, nabyvé logarit-
mickd funkece libovolné velkych kladnych i zdpornych hod-
not. Jelikoz pak ty hodnoty tvofi interval, miZe to byt
pouze interval [— oo, 00], t. j. logaritmickd funkce nabude
ka?dé moZné hodnoty. ProtoZe je to funkce rostoucf, nabude
ka?dé hodnoty pouze jednou. Zejména existuje jediné kladné
¢fslo, v kterém nabude logaritmickéd funkce hodnoty 1.
Toto ¢&fslo se znadf pismenem e. Je tedy

loge=1. (28-8)
D4 se vypocisti, Ze
e = 2,718281828459...;
ale timto vypoétem se zde zabyvati nebudeme.

Logaritmy zde definované se nazyvaj{ logaritmy pfi-
rozené. Naproti tomu logaritmy, o kterych jste se uéili na
stfedni §kole, se jmenuji logaritmy dekadické. Souvislost
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mezi obéma druhy logaritmii je velmi jednoduchd; oznadi-
me-li dekadické logaritmy na rozdil od pru'ozenych symbo-
lem Log, plati identita /

log ¢ fAtgaq
LOgt—l—c-)g—l—(-)’ Lq_; Z" ‘ (28-9)

takZe, jak zndmo,
‘ Log10=1.

29. Geometrické Fady. Jelikoz logaritmy jsou integrily,
muZeme je poéitati numericky podle Simpsonova pravidla.
Pohodlnéjsi metodu pozmime v ndsledujicfm odstavei.
Napied si viak zopakujeme néco z toho, demu jste se na
stfedni 8kole uéili o t. zv. geometrickych faddch.

Budi% ¢ éfslo rizné od 1, ale jinak libovolné. Pro katdé
celé kladné n oznaéme S, soucdet

Sp=1+g+¢+... +¢g 1 (29-1)

Pak plati zndmy vzorec
8= =2 202
Ll gy (29-2)

MiZeme si jej ostatné zde znovu odvoditi, protofe je to
velmi kritké. Z (29-1) plyne

@Sp=g+¢+... +¢" 1 +q (29-3)
Odeéteme-li (29-3) od (29-1), pak se na pravé strané vétSina
¢leni zrudf a vy]de (1—gq) Se =1—g", z &ehoZ plyne
(29-2).

Nyni pfedpoklédejme o ¢islu g, Ze jeho absolutni hodnota
je mensf neZz 1. Potom se s rostoucim n bliZ{ éislo ¢® nule,
coZ piSeme :

lim g = 0. (29-4)

n—o

Vztah (29-4) Ize pfesnd popsati takto: Je-li déno &islo ¢ > 0,
existuje celé kladné &islo p takové, Ze

n>p=|qr| <e (29-5)
Sprédvnost vztahu (29-4) si dokédZeme pomoci logaritmi (a& by
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to Slo i _bez mnich). Jest 0 < [¢g| < 1, tedy log |q| < 0 [viz
(28-4)].
l1.loglql, 2.10g|q]|, 3.10g|q], ...

jsou tedy zépornd a jejich absolutni hodnoty zfejm& vzristaji
nade vSecky meze. Proto lze k danému &fslu ¢ > 0 urditi celé
kladné é&islo p tak, Ze

n>p=>n.log|gq| <loge.
Aviak n.log|g| =log| g |* podle (28-7), tek¥e pro vSecka
n>p joe log|q|® <loge Jefto viak logaritmus je rostoueci
funkee, je

loglg®" <loge=>|qI*<e

takZ%e platf (29-5), nebot | ¢" l = | g |* Tim je sprdvnost vztahu
(29-4) dokézéna.

Podle (29-2) je

1 1
— —_ n

(29-6)

a kdyZ [za pfedpokladu | ¢ | < 1] = roste nade viecky meze
vychédz{ z (294), Ze se ve (29-6) pravd strana bliZi rule

tedy se bliZ{ nule i stranalevi, t.j. S, se bliZf éislu T l_
Pifeme krétce (stdle pro [¢| < 1)
' 1
ltg+@+@ g+ =y— 297

a Ffkdme, Ze nalevo ve (29-7) je konvergentn{ n_ekoneéné.

Fada se souétem l—l—— Ta nékoneén_zi fada mé nekoneéné
mnoho ¢élend, a proto vlastné nelze mluvit o jejim ,,souétu”.
Rikdme-li, ¢ m4 soudet 1 i . minfme tim, Ze soudet
velkého poétu prvnich &leni fady je piibliZné’ roven

T—¢ col je pfesnéji vyjddieno vztahem
1

lim § = ——
n-—»uo“ l_q
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kde S, znamend soucet prvnich = ¢leni fady (29-7), t. j. S
mé tyZ vyznam jako ve (29-1). Obecné Fikdme, Ze nekoneénd
fada

a +a;+a;+a,+... (29-8)
je konvergentnf a e m4 soucet s, kdyZ _
lim(a, +a;+... +a5)=03, (29-9)
f—>00

t. j. kdyz ke kaidému éfslu ¢ > 0 lze urditi celé kladné
¢islo p tak, Ze

n>p=|(@ +a+... +aa)—s|<e.
Kdyz k nekoneéné fadé (£9-8) nelze udati éfslo s s vlast-
nosti (29-9), fkdme, Ze fada je divergentni; divergentn{
fada nemd %4dny soudet. Rada (29-7) je divergentn{ na
pr. pro ¢ =1 nebo pro ¢ =—1; ostatné je divergentnf
pro viecka ¢, pro néZ nenf |q| < 1.

Pojem souétu konvergentni nekoneéné fady je tedy (po
derivaci a po integrdlu) tfetim dulezitym pfikladem obec-
ného pojmu limity. Geometrickd Fada [t. j. fada tvaru
(29-7)] se dobfe hodi jako prvni pfiklad na pojem souétu
nekoneéné fady, protoZe se soudet prvnich n éleni dé velmi
pohodlné vyjddiit [viz (29-2)], takie diskuse je v tomto
piikladé velmi jednoduchd. Na druhé strané souéet konver-
gentni geometrické fady [tedy pravd strana ve (29-7)] je
priliS jednoduchy, takZe na tomto piikladé nenf jesté patrny
pravy tucel zaveden{ pojmu konvergentni fady; ten je v tom,
Ze fada je pohodlnym prostfedkem k piibliZnému vypoétu
soudtu. Tento wéel bude tim lépe patrny u nekonednych
fad, které pozndme v odst. 30 a 32.

30. Vypo¥et logaritméi. V tomto odstavei poznime kon-
vergentn{ nekoneé¢nou fadu, pomoci které lze velmi pohodlné
potitati logaritmy. Napfed si dokdZeme, %e pro |g| <1 je

q

lim [ 24
im T—= z=0. (30-1)

fl—@®
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Pro ¢ = 0 je vztah (30-1). zFejmy [viz 24-10]. BudiZ nyni
0 < ¢ < 1. KdyZ z probih4 interval [0, q], pak funkce 1 — 2
klesé od hodnoty 1 do hodnoty 1—g > 0, a proto funkce
1

T roste od hodnoty 1 do hodnoty . J e tedy v celém

mtervalu [0, q]

1 —

z" 1
I—z=1—4¢
takZe podle IV a V v odst. 24 je .

q g
< = < 1 z" dz
0= Jr—=d = J1—¢
0 0o .

Podle I v odst. 24 a podle (25-10) je viak
r n+1
[ R S LN S
1—g 1—qgn+1 l1—gq¢gn+1

.z,

0

I\
A

0
nebot 0 < g < 1 = ¢"*! < 1. Tedy

<[4 1 1
O=f1—:|: z<1—q'n+l
0

a z toho ihned plyne (30-1). Tim je (30-1) dokdzéno pro 0 <
< g < 1. BudiZ kone®n& 0 > ¢ > — 1. Kdy% z probih4 interval
[, 0], pak funkee 1 — z klesé od hodnoty 1—g > 1 do hod-

_1 p roste od hodnoty 1 >0
do hodnoty 1. Je tedy v celém intervala [g, 0]

noty 1, a proto funkce 1

0 < (—ap,

tak¥e podle IV a V v odst. 24 je '

0 0
n
0 sf(;i) dz sf(—z)"dz.
N =
q q
Podle I v odst. 24 a podle (25-10) je viak
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0 ’ 0
. qn+1
7 _ n n (1" =
f(—-z)_dz—(-—l) fa: dz = (— 1) e
q ¢
g"t+? 1
=% ¥l “n¥T
nebot |g]| < 1= [g[*'t! < 1. Tedy
. 0

(—a) 1 30-2
q

Aviak podie I v odst. 24 a podle (24-9) je

! n z )ﬂ c; )fl
“‘ e [ =2 4 = — »+1f1
fl_zd:c—( 1) fl_zdz—( 1) l—:vdz'

0 q

0
J n
T
d
fl—z *

tak¥e podle (30-2)
0

z &eho% zase plyne (30-1).
Nyni si dokdZeme, Ze pro | ¢ | < 1 nekoneénd Fada

2 3 4
e+I+5+5 4+ (303)

je konvergentni a m4 soudet — log (1 — ¢). Za tim tGlelem
zavedme funkei '

1
n+1

<

. 28 ™
nm=—mu—n—P+;+gfm+7}
kde proménné z probihé vnitiek intervalu [— 1, 1]. (Cislo

1— z je tedy stdle kladné, takZe symbol log (1 — z) m4d
viude vyznam.) Derivovédnim najdeme

1
['n(z) = i—2 (1 += ‘f‘-"-'z + ..o+l



Aviak podle (29-1) a (29-2) je
l4+z+a224... a2 1=

1— 2z .
H

takZe

’ " -
/’l(z) =_ 1 _ z'
Jsou-li tedy a,b dvé libovolnd é&fsla z vmittku intervalu
[—1,1], je podle odst. 25

b

f 2 dz = fab)— fala).

1l—=x

a

ProtoZe fn(0) = 0, je tedy pro [¢| <1

: g
x’l
[ ==

0
tak¥e lim f,(q) = O podle (30-1). Aviak fa(g) je rozdil mezi
n— 00
¢islem — log (1 — ¢) a souétem prvnich » ¢lemi fady (30-3).
Tim je dokdzéno, %e pro | ¢ | < 1 je Fada (30-3) konvergentn{
a Ze

¢ ¢ ¢ _ _ .
¢+ T+ T+ T+ = log (1 —gq). (30-4)

ProtoZe | — ¢ | = | ¢ |, miZeme pro | ¢ | < 1 ve (30-4) misto
g psiti — ¢, ¢fm3 dostaneme (zménime-li vSude znameni)

g—l;- + LT =g+
ProtoZe
logi—ig — log (1 +g)— log (1—g),
jo pro gl <1
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1 3 5
long_"Z=2.[q +% +% +]

Volime-li
1
- 1= 1
dostaneme vzorec
1 1
log (n +1)—logn =2 [2n 1 +3(2n 1 +

1
T L

Volime-li po fadé n =1, 2, 3, ... muZeme postupné poéitati
prirozené logaritmy viech celych é&fsel, pfi ¢emZ i pfi velké
presnosti je tieba jen nékolika mélo prvych élenid Fady.
Provedte si tento vypodet pro nékolik prvych zn. Pro kon-
trolu budte? zde uvedeny na Sest desetinnych mist pfirozené
logaritmy

log 2—=0,693147, log 3— 1,098612,

log 4-—-—1,386294, log 5= 1,609438,

log 6—=1,791759, log 7= 1,945910,

log 8= 2,079442, log 9= 2,197225,

log 10 = 2,302585, log 11 = 2,397895.

Z piirozenych logaritmi dostaneme dekadické logaﬁtmy
podle (28-9), nisobice &éfslem

1 = 0,434294481903252. = Q/-”‘X\Q
log 10

_ 31. Funkee arcus tangens, V obr. 23 je naznalena kruz-
nice K se stfedem v poéitku O a s polomérem rovnym jed-
notce délky. KruZnice K obsahuje privé ty body (z; y),
jejichZ vzdélenost od poddtku je rovna 1, tak¥e podle (3-1)
rovnice kruZnice K je

a +yt=1. (311)
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Osa z rozdélf K na dvé polokruZnice K,, K,. My si budeme
viimat pouze polokruZnice K,, kterd leZ{ nad osou z. Ke
ka?dému x z intervalu [— 1, 1] existuje na K, privé jeden
bod (z; ¥) a pro tento bod podle (31-1) plat{ vzorec

Tedy (31-2) predstavuje

} c
K ' 8
funkei, jejiz graf je polo- ' i ! x

y=JI—= @312 P4

kl'uin'jce Kl' Uvnitt inter- 0 a [:)
valu [—1,1] mé funkce
(31-2) derivaci

! z 2

Y =—g—= 613 Obr. 23.

1— z?
Tato derivace je zfejmé spojitd funkce uvnitf intervalu
[— 1, 1] Zvolime-li si &fsla a, b tak, Ze
—l<a<b<l,

pak je interval [a, b] &édst{ intervalu [— 1, 1]. Cislim a, b
odpovidaji body A, B na polokruzZnici K,; tyto body jsou
krajnimi body oblouku C kruZnice K (viz obr. 23). Délka
oblouku C je podle IIT v odst. 27 rovna integrilu

b
fVl -+ y'2 dz,

do kterého musime za y’ dosaditi hodnotu (31-3). Provede-
me-li dosazenf, dostaneme po dpravé integril

b
dz

ji==
a

Po této pripravé hodldme nyni definovati uréitou funkei
F(t) proménné ¢. Za tim Géelem poloZme P = (0;1), takie P
je nejvyssi bod kruZnice K. Teéna T kruZnice K v bodé P
je patrné vodorovnd (viz obr. 24), tedy m4 rovnici y = 1.

(314)
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Pro kaidou volbu &fsla ¢ je (Z; 1) uréity bod na pifmce 7.
Spojnice 8 bodu (¢; 1) s poédtkem m4a patrné rovnici z = ty.
Piimka s protne polokruZnici K, v bodé ¢. Abychom si
vypoctetli soufadnice 2, ¥ bodu @, dosadime 2=ty do rovnice

(31:1), coz dé (14?) y2=

P e, r =1; protoze y>0, je tedy
L@ y— L
/ Ji+e
¥ R X takZe
I/o 0= i 1
- (= )
/! Definice funkce F(t) zni
Obr. 24. takto: Je-li pfedné ¢ >0,

takZze bod @ leZi napravo

od bodu P, je F(t) délka oblouku PQ kruZnice K, tedy
t

Vit
dx

Vl — at

podle (31-4). Je-li za druhé ¢ << 0, takZe bod @ leZi nalevo
od bodu P, je ¢&islo F(t) zdporné a jeho absolutni hodnota
je Tovna délee oblouku FgQ, tedy

F(t) :—flll—xz'

h+z-

Je-li konecne t =0, takie body P a Q splynou, polozime
F(t) = 0. Z definice je patrné, Ze

F(—t)=—F() (31-5)
pro kaZdé ¢, Ze tedy nafe funkce je funkece lichi. KdyZ ¢

F(t) =
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roste nade viecky meze, bli%{ se zfejmé bod @ poloze R =
= (1,0) [viz obr. 24], takZe se &islo F(t) blizi délce oblouku

PR, t. j. ¢tvrtiné délky celé kruznice K. Proto%e polomér
kruZnice K je roven 1, je jeji délka 2z, takze

lim F(t) = (31-6)

t—-00
Ze (31-5) a (31-6) plyne
lim F(t) = — 2. (31-7)
t—>—am -

Funkce F(t) m4 jméno arcus tangens. Duvod tohoto
jména je jasny z definice funkce F(f) pro ¢ > 0. Pak je
patrné ¢ tangens vhlu X POQ a é&islo F(t) je délka oblouku
(latinsky arcus), ktery tento tihel vytind z kruZnice K.

Podle (24:9) a (24:10) jest

V1+ »

F(t) =
(t) = fV e

pro viecka 2. Definujeme-li funkei f(u) proménné « rovnici

flw) = fV —

kde proménnd « probihs vnitiek intervalu [— 1, 1], je tedy

_ F) = (Vm) (31:)
pro viecka ¢. Podle odst. 25 jest
1
f(w) = i —; (31-9)

95



mimo to se najde po vpravé

t ! 1
(Vl +t?) T Jr+e”
Podle odst. 17 viak -plyne ze (31-8)

Y t V
F(t)_/(l/wt*)'(lﬂﬂ*)’

takZe podle (31-9) a (31-10) je

1 1
F(ty= . )
0] ! ® (Vl + tz)a
T 1+
z ¢ehoz plyne po tpravé
\ 1
F (t) —_— m’-

Ze (31-11) plyne podle odst. 25
b

dx
fm' = F(b)— F(a);

a
protoze F(0) = 0, je tedy
t
dz
F(t) = f T

0

v

(31-10)

(31-11)

(31-12)

32, Vypolet ¥isla n. Necht stile F(t) znamend funkeci
arcus tangens. V tomto odstavci si dokdZeme, Ze pro |t | < 1

je ¢islo F(t) rovné souétu konvergentni fady

13 16 17
F(t)=t—§ +g—-7’ +...

(321)

To je zFejmé pro t = 0; pFipad ¢ < 0 se pomoci (31:5) pFe-
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vede na pripad ¢t > 0. Necht tedy 0 < ¢t < 1. Nap¥ed si do-
ka%eme, Ze

t
lim
n—ood 1 + x2
0

dz = 0. (32-2)

V celém intervalu [0, f] je

0
_1+

takZe podle IV a V v odst. 24 je

; S o,

0 S da: < |z dz.
Podle (25-10) je véak .
t
. 2n+1 1 -
2n = <
f’” =iy T
0
takZe
t
2
0 _f z 1
=J1+z =2n+41
0

z &ehoiZ plyne (32-2).
Nyni si zavedme funkei
g z2n—1
Pn () = F(z)—[z— 3 +5 m].

[Horni znameni plati pfi lichém n, dolni p¥i sudém.] Derivo-
vanim dostaneme pro vsecka t [viz (31-1)]

’P',.(f)=m—[l——m’+z‘—... + gin—2),
Avdak podle (29-1) a (29-2) je
) 14 a2n
l_' 2 I‘—... 2 2 =
=+ + @i 1+a:”

takZe
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, ] xen
:I: ‘Pn(z) = H——Ii.
Podle odst. 25 je tedy
b

n
& {2545 = 9400 — 7a(a)

e
pro kaZdou volbu &fsel @, b. Protofe @,(0) = 0, je tedy

t
xen
j:fl T 7 = #all)
[

pro kaZdé t. Pro 0 <t £ 1 je tedy podle (32-2)
lm g () = 0
fn—00

a z toho plyne (32:1), nebot @,(¢) je pravd rozdil mezi F(f)
a souttemn prvnich n 8lend nekoneéné Fady napsané ve (32:1).

Pro t =1 je oblouk 1”-@ (viz obr. 24) osminou kruZnice K,
takie

x
F()= (32:3)
neboli
1
[] T dI
Z”ﬁ[1+r' (32:4)

0

Podle (32:1) a (32:3) je
A=4l—f+4—++F—-.1. (32-5)
Rada (5) se nehodf pro prakticky vypocet é&isla . [Apro-
ximujice fadu (32-5) stem prvych élent, dostali bychom
pro = hodnotu asi 3,13186, pii aproximaci pomocf tisice éleni
hodnotu asi 3,1406.] Pro prakticky vypotet se hodi fada
(32-1) pouze pfi malém ¢. MiZeme si viak pii vétsfm ¢ po-
moci nisledujicim obratem: Necht «, 8 jsou dva tihly mensf
neZ 45°, takZe thel & + § je ostry. BudiZ zase P = (0, 1)
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a budtei @,, @,, @3 body na polokruinici K, napravo od
o8y ¥y takové, Ze
X POQ, = «, L POQ, = B, <L POQy = +f. (32+6)
Je-li
tga =1, tgf =1y tg(x +h) =1y
jsou &isla F(t), F(t,), F(t;) rovna délkém obloukid PQ,, PQ,,

PQ,. Jsou-li thly x a B dosti malé, jsou také éfsla toat
mald, takze hodnoty F(t;) a F(t,) miZeme pohodlné pocitati
pomoci fady (32-1). AvSak ze (32-6) plyne, Ze délka oblou-

ku PQ, je rovna soudtu délek oblouki I;Ql, 13222, takze
F(ta) = F(t1) + F(tz)-

MuZeme tedy také F(t;) pocitati pomoef Fady (32-1), umime-li

vypodisti éislo ¢, z é&fsel ¢, f,. To lze pomoci vzorce

) tgox +tg8

l1—tgatgp

na ktery se nékteff z vds budou pamatovati ze stfednf skoly.
Podle (32-7)

tg(x + ) = (32-7)

f — b+l
L
tedy
F (»’1 Th ) — F) + F(ty). (32:8)
1—1,t,

My si zde odvodime vzorec (32-8) pomoci vy&§i matematiky,
neuZivajice ani geometrického vyznamu funkece F(f) ani trigo-
nometrického vzorce (32-7). Zvolme si kladné &fslo ¢, a doka¥me,
%e (32-8) platf pro viecka t, takova, Ze i)ty << 1. Uwnit¥ intervalu

[—- o, Tll-] je definovdna funkce

a da se zde derivovat; vyjde
’ _— l + tl’ .
¥'(t) = T—0t
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Podle (31-11) a podle odst. 17 ma funkce

t,+t
F ll_tlt)—F(t) (32:9)

ey 1 ..
uvnit¥ intervalu [— o, T] derivaeci
1

1 N R
L +t\ (I—n 1+
1+ (1)

Avsak upravou snadno se dokéZe, %e vyraz (32-10) je identicky
roven nule. Tedy funkce (32-9) mé uvnit¥ intervalu [—— 0, ti
viude derivaci rovnou nule a tedy (viz odst. 21) mé uvnilﬁ'
celého intervalu konstantni hodnotu. Tuto hodnotu uréime,
dosadime-li ¢t = 0. (To jde, nebot é&islo 0 leZi uvnit¥ naseho
intervalu.) Dostaneme, %e ta konstantni hodnote je F(¢,) —

— F(0) = F(t,). Je tedy
6+t
F (1 —1t

pro viecka z<ti' Dosadime-li ¢ = ¢,, dostaneme (32-8).
1

(32-10)

) — F() = F(ty)

Pomoci vzorce (32-8) lze najit rozmanité cesty k pohodl-
nému numerickému vypoctu &fsla 7. VyloZime si jednu
z nich. Dosadime do (32-8) nejprve ¢, = t, = }. Vyjde

F(%) = 2. F(}). (32-11)
Dile dosadime ¢, = t, = 3. Vyjde
F(13§) = 2F(s%). (32:12)
Konetné dosadime ¢, = 1, t, = 344. Vyjde
. F§8) = F() + F(gdy)- (32-13)
Ze (32-3), (32-11), (32:12) a (32-13) plyne snadnym poétem
7n=16.F3)—4. F(zhy)- (32-14)

Cisla F(4) a F(z}y) miZeme poditati pomoci Fady (32-1)
velmi pohodlné na velky potet desetinnych mist, takie
(32:14) je rychld cesta k vypoétu ¢isla 7. Vypodtéte si sami

100



timto zpisobem 7z aspoii na deset desetinnych mist. Pro
kontrolu budiZ zde uddino prvych 20 desetinnych mist
gisla n:

7= 3,14159 26535 89793 23846.

Skonéime poznémkou o vzorei (32-8). Omezme se jako dosud
na pFipad ¢ > 0. Vzorec (32-8) byl odvozen za pfedpokladu

ty, < l Zejména plati vzorec (32-8) pro viecka zdpornd t,.

Je-li. véak t, zdporné a roste-li | ¢, | nade viecky meze, pak se
zfejmé& zlomek

o N |
4+t _ s A
g—y i_t (32-15)
Z 1
bliZzi éislu —tl, takZe se levda a tudiZ i pravé strana vzorce

1
(32-8) blizi é&islu F —ti) Porovname-li tento vysledek se
1 .

(31:7), dostaneme
1 F 4
F(—Z) = F(t) — 5 (32:16)
Pro t, = tl je zlomek (15) bezvyznamny, tudiX i vzorec (32:8).
1
Ale pro t3 > ti maji obd strany vzorce (32-8) vyznam, ale

1
vzorec (32:8) je v tomto pFipad& nespravny. Spravny vzorec
pro pfipad ¢, > ti je
1

2
F (%) = F(ty) + F(ty) — .

Nebot necht prom&nné ¢ probihi vnitfek intervalu [—, oo]

Jako vyse na.]deme, %o funkce (32-9) mA derivaci identicky
rovnou nule, takZe je to konstanta. Oznaéime-li si tuto kon-

stantu ¢, je pro ¢ > i

b+t .
F ( : _tltz) = F() + ¢, (32:17)
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takZe potfebujeme pouze dokézati, Ze
- c = F(t,) —mn. (32:18)

Za tim tudelem si v imnéme, co se d&je, roste-li ¢ nade vieck
meze. Zlomek, ktery se vyskytne nalevo ve (32:17), se

bliZi &islu _1 [to vidime, upravime-li joj jako ve (32-15)],

takZe se levd a tudif i pravé strana vzorce (32:17) bliZi &islu

F (—-tl) Porovnéme-li tento vysledek se (31:6), dostaneme
1

1 ] ;

Ze (32-16) a (32:19) plyne (32:18).
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