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{ll. Goniometrické fuﬁkce.

17. Xomplexnf &isla. Na stiedni Skole se zavadéji komplexni
¢isla pFi nauce o kvadratickych rovnicich. Mé-li kvadratickd rovnice
ax® 4 bx ¢ = 0 zdporny diskriminant D = b% — 4ac, pak nemd
tato rovnice v oboru reilnych é&isel Zddny kofen. Ale v 8irfim oboru
komplexnich ¢isel ma ta rovnice dva kofeny, totiz

_—b+iiDT _ —bs—il[D]
= Xy=—
2a
Kazdé komplexni &slo z mé tvar z = z + i, kde x, y jsou dvé
redlnd &sla. Rekneme, Ze z je realné &4st komplexniho &sla z a Ze y
jeimagindrni édst komplexniho &fsla 2, coZ budeme psati

) x = R(2), ¥y = 3(2).

Na pf.
R2—3i) =2, J(2—3) = —
R(5) = 5, 3(5) = 0;
R(5i) = 0, J(5i) = 5;

- R(0) = 0, J(0) = 0.

Cisla redlnéd jsou zvladtnim piipadem &sel komplexnich; jsou to ta
komplexni &fsla, jejichZ imagindrni &4st je rovna nule. Ta komplexni
¢isla, jejichz redlné ¢ast je rovna nule, jmenuji se ryze imagindrni
¢isla. Kazdé komplexni é&islo je soudet dvou séitanci, z nichZ jeden je
reilny a druhy ryze imaginarni.

Komplexni é&sla s¢itame, od¢itame.a nasobime jako &isla redlnd,
jen musime védéti, Ze i = — 1.

(@ +bi) + (c +di) = (@ +¢) + (b +d)j
(@ + bi) —(c +di) = (@ —o) + (b—4d)i,
(@ + bi)(c + di) =ac + bi.c +a.di+ bi.di= (ac—bd) + (bc+ad)i.
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Cviéenf 81. Vypoltéte ‘ ’
- 8) (2 + 3i)3 — 2i) — (4 4 i1 — 4i);
b) (2 + 3i)* + (3 + i) -+ (1 + 2i)%
) (i+ 1)(i + 2)(i + 3);
cd) B+ (4 —i)— (B + i)4 —i)>
Cvidenf 82, (z + yi)(z — yi) = «? + ¢*.
Déleni komplexnich éfsel pfevadime na nasobeni pomoci cvié. 82,
Délenf nulou je i v oboru komplexnich ¥sel stejnd nemo#né jako
v oboru &fsel redlnych. Je-li viak ¢ + di = 0, pak

a+bi (a+bi) (c—di) (ac + bd) + (be—ad)i _

c+di  (¢c+dd (c—di) c? + d2
" _actbd  bo—ad,
T et 4 a2 cz+d2"'
Cvidenf 83. Vypodtéte
24+i . 8+i i—2 . 2i—1
irw Pi—y =% V1w

Ke komplexnimu é&fslu z = 4+ yi konjugované komplexni
¢islo je z* = & — yi. Hvézdicka m4 v dal§im viude tento vyznam.

Cviden{ 84. Budte? u, v komplexnd ¢isla. Pak je -
(w + v)* = u* + v*, (4 —v)* = u* — ov*, (uv)* = y*o*

a kdyZ o = 0, je také

Jako si redlnd éisla zndzorfiujeme body na ptimce, tak si komplex-.
ni ¢fsla zndzorfiujeme body v roviné. Za tim Géelem si zvolime v roviné
pravoihlou saustavu soufadnic v obvyklé poloze: osu z vodorovné
8 kladnym smyslem od levé strany k pravé, osu y svisle 8 kladnym
smyslem zdola nahoru. Obrazem komplexniho é&isla = + yi je bod,
jehoZ pravouhlé soutadnice jsou z, y. Obrazy redlnych éisel padnou
na osu z, které proto fkdme redln4 osa; obrazy ryze imagindarnich
¢isel padnou na osu y, které proto fikdme imaginirni osa. Nad
redlnou osu padnou obrazy téch komplexnich ¢isel, jejichZ imagindrni
¢4st je kladna, pod redlnou osu obrazy téch, jejichZ imagindrni &ast
je zéporna. Napravo od imaginirni osy padnou obrazy téch kgmplex-
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nich &isel, jejichZ redlnd &ast je kladnd, nalevo padnou obrazy téch,
jejichZ redlnd &ast je zdpornd.

V obr. 7 jsou znidzornéna kom- y
plexni ¢&sla 2 4 3i, —2 4 2i,
—1—3i,3—2i2 3, —2 —1,0.

ProtoZe vlastnim pfedmétem ) 2?’
nadich dvah nejsou body, nybri 222 |
&sla, a protoZe body v rovind jsou P
pro nés pouze obrazy komplexnich 51 > -" o
¢isel, neni tfeba piili§ ostfe rozliso- . :
vati mezi komplexnfm &slem a bo- . shar

dem, ktery je jeho obrazem. Proto
mluvime kritce na pf. o bodu 24 3i
misto o bodu, ktery je obrazem Obr. 7.
komplexniho é&isla 2 4 3i.

Cvit¢eni 88, BudiZ » 5 0 komplexni éfslo. Probihd-li ¢ viecka redlnéd
¢isla, probfhd bod tu pifmku, kterd spojuje bod 0 8 bodem u. Probih4-li ¢
pouze kladn4 redlns éfsla a nulu, probthd bod tu polopiimku, kterd vychdzi
z bodu 0 & jde bodem «.

Cviéeni{ 86. Budte? «, v dvé komplexni &isla; budiZ v + v, w 3= 0 & v.
Nele#{-li vBecky tfi body 0, %, v na pifmce, pek jsou 0, u, u + v, v vrcholy
rovnobéZnika.

Ze stiednf Skoly vite, Ze stied tisecky, kterd spojuje bod 2z, = 2, + i
s bodem z, = z, 4 y,i, mé soufadnice

T+ T Y+ Y
2 2
Tedy je tento stfed dén komplexnim é&slem .
atsn
5

Cvi¢en{ 87. DokaZte pomoci komplexnich éisel, %e ihlopiftky rovno-
béznika se navzdjem pulf (viz cvié. 86).

U komplexnich éisel nedefinujeme pojmy ,,vétsi‘‘ a ,,mensi*.
Pres to také v nauce o komplexnich &islech hraji dileZitou roli nerov-
-nosti. Nerovnosti pfichdzeji do této nauky s pomoci pojmu absolutni
hodnoty. Absolutni hodnotou komplexniho &sla  + yi rozumime

¢éislo Va:’ + y?; znadime je obydejné | z 4 yi |. Geometricky znamena

13

(17-1)
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|z + yi| vzdélenost bodu z + yi od poddtku, t.j. od bodu z = 0.
Obecnéji znidte ze stfedni 8koly vzorec pro vzddlenost d bodu
zy = + i od bodu z, = z; + y,:

d= 'V(xa — )+ (¥ — )%
tento vzorec lze psiti ve tvaru
d=|2—z]| (17-2)

V&imnéme si, Ze pro redlné z ma symbol | z | obvykly vyznam.
O absolutnich hodnotéch komplexnich &isel plati jednoduché,
ale dilezitd pravidla.
Cvi¢eni 88. Pro kaZdé komplexnf éfslg z je | —z | = | z|, | 2* | = | z|.
Cvidéeni 89 Je-li komplexm 3slo z 40, je | z| > 0; aviak |0 | = 0.
Cvicenf 90. Pro ka%dé komplexn{ &fslo 2 je z2* = |z |3, | z| = sz"'

Véta 48. Jsou-li %, v komplexni &isla, je |uv| = |u].|v].
Dikaz. Podle cvi¢. 84 a 90 je
| ww | =l/uv.(u'v)*=l/uu*.vv*:l/uu*.v;’:= [u]]v].

Véta 49. Jsou-li u, v komplexni é&fsla, je |u +v | S [u| + |v].
Dukaz. I. Dokazme napted |1+ 2| <1+ |z].
Budiz z = = + iy: Jest x§|x|§V:¢’+y2= |z], tedy 22 < 2| 2].
PFiéteme-li v této nerovnosti na obou strandch éislo 1 + z2 + 2,
dostaneme 1 4 22 + 2 + y2 < 1 4+ 2 |z | 4+ | z|* neboli
M+zP=Q+2+ 1< (1+[2])2 takie {1 +2|S 14|z
~ II. Nerovnost, kterou mime dokazati, je zfejmaé pro u = 0.
Je-li vBak % = 0, poloZme z = %, takZe u + v = u(1 + 2z). Podle 1
a podle véty 48 je
Jutovf=|ul.|1+z|Z(ul.(I+]2])=
=lul+]ul.jz|=]u|+|uz|=]u]|+|v]
Cviden{ 91. V nerovnosti | % + v| < | | + | v| plati znameni rov-
nosti v téchto ttech pifpadech a v 4dném jiném: [1] kdyZ u = 0, [2] kdyZ
v=0,[3] kdy% u & 0 v a kdy? l je kladné realné &slo.

Cvidenf 92. Doka%te pomoc{ komplexnich ¢fsel, Zo kaZdé strana troj-
thelnfka je mensi nefli soudet ostatnich dvou stran.

64



18. Jednotkova kruZnice. Komplexni &isla z s absolutni hodnotou
rovnou jedné vyplni kruZnici se stfedem v poditku a s polomérem
jedna; ¥ikd se ji jednotkova kruZnice. Jednotkovou kruZnici si
uspofdddme takto: Prvnim bodem je bod 1, posledniho bodu neni.
Bod 2z jednotkové kruZnice je pfed bodem z, jednotkové kruZnice,
kdyZ pfijdeme dfive do polohy 2z, nezli do polohy z,, probihdme-li
jednotkovou kruZnici proti sméru pohybu rucifek hodin podinajice
polohou 1.

Cvideni 93. Budiz |u|=1, |v|=1. Bod u le#i na jednotkové
kru¥nici pfed bodem v tenkrét (a pouze tenkrit), nastane-li jeden z téchto
i pifpadi: [1]3(w) = 0, 3(v) < 0; [2] S(x) = 0, S(v) = 0, R(u) > R(v);
[3] S(u) < 0, S(v) < 0, R(u) < R(v). -

Véta 60. Budiz |z |=1, [2]|=1 R(z)>0, 3@)>0,
'3(2z,) = 0. Pak lezf na jednotkové kruZnici bod 2z, pfed bodem 2z,.

Diakaz I. Podle vty 48 leZi 2z, na jednotkové kruZnici.
Budi z, = x; 4+ i, 2, = @, + ¥.d, tedy 2, > 0, y, > 0, ¥, = 0. Jest
212, = (2,2, — Y1) + (2,92 + 2,y,) i. Protoze J(z,) = 0, potfebujeme
podle cvié. 93 pouze dokézati, Ze je budto ¥, + %y, < 0 nebo
%3 — Y1Ys < %, Rozeznavejme tfi ptipady.

II. Budiz z, > 0. JeZto 2 =1—ux2 <1, jest z; < 1; tuto
nerovnost smime nasobiti kladnym ¢islem x, a dostaneme z,x, < x,.
Jeito 31 > 0, y = 0, tedy 2,2 — %1% < 2,4 < 2.

III. BudiZ z, = 0. Pak je-y,? = |22 =1, 4, = 0, tedy y, = 1.
Proto je #,2,— 419 = — 91 < 0 = 2. ' -

II1. BudiZ x, < 0. V piipadé z,y, + 2,5, < 0 nemame co doka-
zovati. Budiz tedy z,y, + 2,9, = 0. Jest ; < 1, y, = 0, tedy 2,7, <
< ¥ ProtoZe 2, < 0, y; > 0, je Zoy; < 0, tedy 19, + 2oty < 21y S
< Yy PprotoZe Ty, + Ty = 0, je (Tiye + ) < > Tedy
1= |22 [ = (0% — 4:9)° + (243 + 24)* < (2.7 — %9.)* + 42
takie (217, — y19p)? > 11—yt = xd, tedy | @@~y > | 217
Aviak 2, <0, tedy |2,| = — x,. Jeito z, >0, <0, y, > 0,
220, je |2z —§Ys| = ye — 217 Tedy prys — 010 > — 25,
takZe 2,7, -— Y Yy < 5. .

Jsou-li #,v dva rizné body na jednotkové kruZnici, jest jimi
jednotkové kruZnice rozdélena na dva oblouky s krajnimi body u, v.
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Oznadime {u, v} ten z nich, ktery dostaneme, pohybujeme-li se po‘
jednotkové kruZnici proti rudi¢kdm hodinovym od polohy » do po-
lohy v; druhy oblouk bude pak oviem {v, u}. KdyZ bod u leii pfed
bodem v, pak oblouk {u, v} obsahuje mimo své krajni body , v jesté
pravé ty body jednotkové kruZnice, které leZi mezi u a v, t. j. sou-
¢asné za bodem % a pfed bodem v. Je-li v =1, tedy u =+ 1, pak
oblouk {u, 1} obsahuje mimo své krajni body «, 1 jedtd prave ty body
jednotkové kruZnice, které leZ{ za bodem u.

Budi? dén na jednotkové kruZnici koneén)" podet bodi

= 1,2, 2, ..., 2, (181)
z nichZ prvy je bod 1 a které jsou napsiny v takovém poradku,
v jakém je dostaneme, probfhime-li jednotkovou kruZnici poéinajic
polohou 1 proti ru¢ikdm hodinovym. Pak se ndm jednotkova kruZnice
rozdéli na oblouky

{21’ 2’}) {zz’ za}) LR {zm—li zm}, {zin" zl}’ (18.2)
které se navzdjem nepiekryvajf, ale které pokryji celou jednotkovou
kruZnici. Takové rozdéleni jednotkové kruZnice na oblouky (18-2)

nazveme kruhovou stupnici a body (18-1) nazvemne dé1101m1
body té stupnice.

19. Kruhovy svazek. V tomto odstavei si zavedeme zcela uréitou
posloupnost kruhovych stupnic, kterou nazveme kruhovym svaz-
kem. Prva stupnice kruhového svazku mé dva dglici body 1,—1
a sklada se tedy ze dvou oblouku {1, —1} a {—1, 1}.

Cvi¢enf 94. {1, — 1} se skldds z téch bodu z jednotkové kruZnice,
pro né% J(z) = 0; {— 1, 1} se skldd4 z téch z, pro néz J(z) < 0.

Abychom si definici ostatnich stupnic kruhového svazku pfipra-
vili, budeme si definovati rekurentné zcela uréitou posloupnost

) Uy, Ug, Uy, .- (191)
bodii jednotkavé kruZnice a poloZime pro viecka n
Up = Pp + g, (19-2)

Nejprve budiz
u,=—1, tedy p, =—1, ¢ = 0. (19:3)
Je-li pfi uréitém n bod (19-2) jiZ definovan, definujme u, , ; rovnicemi
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. 1=
Pr o) = l/ Pn. (19-4)

~1/1
Pn+1=l/ *

(Jetto |u, |2 =p2+ g2 =1,je|p, | £ 1, ta,kie Ziddny odmocnénec
v (19-4) neni &fslo zéporné.) Jest

1 + n
Pﬁ+1 +9u+1 B

takZe (19-1) je vskutku posloupnost bodi na jednotkové kruznici.
Podle (19-3) a (19-4) je '
Uy =1, pp=0, gg = 1. (19-5)

Cvitenf{ 96. Pron 23 je 0 <pa <1, 0 <ga< 1.

Véta 51. Pro n > 1 jé u2,, = u,.

Dikaz. Pro n = 1 to plyne z (19-3) a (19-5). BudiZ tedy n > 2.
Podle (19-5) a podle cvié. 95 je g, = 0. ProtoZe p,® + ¢,2 =1, ¢, >0,
je q, = Vl ——p“’. Aviak z (19-4) plyne

n+1 (pn+l + an-ll) = Pn + lVl _pn ’
takie uZ, , = p, + qui = u,.

Cviten{ 96, Pro n > 1 jo u,?" ' = — 1, ua2" =

Véta 62. Pron = 1,2,3, -.., k celé, 0 < k < 2" je S(u?) > 0.

Dikaz. Pron = 1a pron = 2 to plyne z (19-3) a (19-5). MiZeme
tedy predpoklddati, Ze pfi uréitém n > 2 je véta sprdvné a mame dok4-
zati, Ze zlstane spravnd i pro n + 1. Mame tedy dokdzati, Ze pro
0< k< 2" je S(u, k) = 0. Je-li k = 2h sud§, je uk,, =u =ul
podle véty 51 a 0 <k < 2%, tedy S(uf,,) = 0. Je-li viak k liché,
jsou k—1 a k4 1 é&sla sudd, jeZz jsou ob& nezédpornd (t. j. = 0)
a-nejvyse rovna 2", takZe S(ur7]) > 0, S(uftl) > 0. Aviak |u, .| =1,
tedy un+1.u,,,* = 1, takie

l—p“_
+ 2 _1’

k+1 __ o,k * ) — k
1|+1 F Unty = Uy (U + Upy ) = 2Pp Uy

Tedy 2p,,, . S(uf, ) = S(ut7l) + S(wkil) > 0. Aviak p,,, > 0 podle
cvié. 95 (nebot n > 2), takZe J(uf,,) > 0.
Véta 53. Body '

L u, u? ..., ! (19-6)

n’ n n
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jdou za sebou v tomto pofidku na jednotkové kruZnici, probihdme-li
ji proti rudi¢kdém hodinovym.

Dikaz. I. Budiz 0 < k£ < 2% 1. DokéZeme, e bod uF leZi pred
bodem uf*!. Pro » = 1 to plyne z (19-3), pro n = 2 z (19-5). Budiz
tedy n g 3. Podle cvié. 95 je R(u,) > 0, (u,) > 0; podle véty 52 je
S(uk) = 0. Tedy bod uk lezi pfed bodem u*+! = u, . u¥ podle véty 50.
" II. Pro 0 < k < 271 ]est S(u¥) > 0. Nebot podle I lez1 bodu za

bodem 1a pied bodem u,,z ,t.j. pfed bodem — 1, protoZe u ,° =1
podle cvié. 96.
IIl. Pro 2" ' <k < 2" jest ut = —ut~2""" podle cvit. 96,

takZe J(uf) < 0 podle II.

IV. Budiz 0 < h < k < 2* Mame dokazati, %o bod ul ]e pied
bodem k. Rozeznave]me t¥i ptipady. Je-li predns k& < 2", lezi u*
pred uf podle I; mimo to je v tomto pFipadé J(u}) > 0, 3(1;‘) >0
podle véty 52, takie R(u}) > R(uz) podle cvid. 93. Je-li za druhé
h > 2", pak podle tohv, co pravd bylo Fedeno, ]e Rt >
> R(ut—2""); podle cvid. 96 je viak uh = —ub—"T" 4t — g2
takZe 92(1/‘) < R(uf); mimo to je S(u") <0, (k) < o, ta.kAe u"
lezi pred u* podle cvié. 93. Je-li konednéh < 2" ! < k < 2%, je S(u”)
= 0 podle véty 52, S(uk) < 0 podle III, takZe u? lezi pred u* podle
cvié. 93.

Nyni mtZeme koneéné definovati n-tou stupnici kruhového
svazku. Sklad4 se z oblouki o

(1, ), {2y 6,3, oy (020, 1)

a (19-6) Jsou jeji délici body. Tyto body jsou, v tom pofadku jak jsou
psany za sebou, vreholy jakéhosi 2"-tuhelnika M vepsaného do ]ednot-
kové kruZnice.

Véta 54. M, je pra,videlny 2% ghelnik s délkou strany 2q, ;.
Dikaz. Délka k-té strany mnohothelnika M, je | ut™' —auf |.

(Podle cvi¢. 96 je u2® = 1, takZe je to pravda i pro k = 2".) Podle
véty 48 je

| = [ () | = [y |5 |1y | = | 1, |,

nebot | u, | = 1. Tedy jsou vlecky strany stejné dlouhé a tudiZ M, je

7
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pravidelny, nebot je vepsdn do kruZnice. Podle v&ty 51 je u,, = u, %
mimoto u,,, %, ,* = 1 podle-cvi¢. 90. Tedy podle véty 48

|1 —wp | = [ Uy Upr* — Uy ® | = Uy | [ U™ — Uy | =
o= U * Uy | = 21 | = 205400
nebot g, ., = 0 podle (19-5) a podle cvié. 95. .
Délici body (19-6) n-té stupnice kruhového svazku lze podle vty
51 peéti ve tvaru h

n+1

n+14 2 —2

’ 1, u,,,% « ) eee Uppy
Tedy (n + 1)-ni stupnice kruhového svazku vznikne z n-té
stupnice rozptlenim v8ech jejich oblouk. '

Véta 55, Jest
‘ lim p, = 1, lim g, = 0.
R—- A—H0

Dukaz. Podle (19-4) je

1 + + Pa
=P =1— %Ez 1+V1—+p,. l_2})"' 1+1P,.+1'
Podle (19-5) a. podle cvié. 95 je p,,, =0, tedy 14 ppyq =1, takie
1—prtt < < . Z toho nésleduje indukei
1—%3127_’:‘—34,,—;

4
mimo to p, < 1 (nebot p,2+¢,2=1), tedy 0< 1 —p, < —; o takZe

lim p, = 1. ProtoZe p,® + ¢,® = 1, musi byti také lim g, = 0.
n~> o n— o

Je-li » > 2, pak kaidy oblouk {uf, u 1}, (0 < k < 2" — 1) n-té
stupnice kruhového svazku je édsti jednoho ze &ty¥ oblouku
{1,1}, {i, —1}, {—1, —i}, {—1i, 1}
druhé stupnice svazku. Z toho ndsleduje, %e kdyZ bod z = z + yi
probihd oblouk {uf, uf*1} od polohy %% do polohy u¥+!, x budto stile
roste nebo stéle klesi, a také y budto stile roste nebo stéle klesa. Proto
jak z tak y pii tom probihd urdity interval. Oznadme {uf,wul*1),
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interval, ktery probiha z, a {uf, u**!}, interval, ktery probfhd y. Je-li

{uf, ukt}, = (a, b), {uf, ut*'}, = {c, ),

pak z tisel @, b jedno se rovnd R(uf) a druhé R(uE*); z &isel ¢, d,
jedno se rovnéd J(uf) a druhé J(uttl). Ziejmé

b—a < |uk—uktt|, d—o < |uf—uft,
takfe délky obou intervald jsou < 2g,,, podle véty 54.

Pron = 1 mdme dva oblouky {1, —1},{—1, 1}. KdyZz = = + yi
probihé oblouk {1, —1} od polohy 1 do polohy —1, tu z stile klesé od
hodnoty 1 do hodnoty —1, a y nejprve roste od hodnoty 0 do hodnoty
1.a potom kless od hodnoty 1 do hodnoty 0, takZe z probfha interval
{1, —1}; = {(—1, 1) a y probfha interval {1, —1}, = {0, 1>. Podobné
kdyZ z = 2 + yi probihé oblouk {—1, 1}, probih4 z interval {—1,1},;=
= (—1, 1> a y probiha interval {—1, 1}, = (—1, 0).

Cvicéenf 97. BudiZ {v, w} jeden oblouk nékteré stupnice kruhového
svazku. Je-li z = x 4 yi bod na jednotkové kruZnici a ndleZi-li éislo x do
intervalu {v, w}, & y do intervalu {v, w},, pak z nileZ{ do oblouku {v, w}.

Délici bod kruhového svazku je takovy bod na jednotkové
kruZnici, ktery je délicim bodem né&které stupnice svazku. Ziejmé
kaZdy délici bod kruhového svazku je délicim bodem skoro viech
stupnic svazku.

Je-li M néjakd soustave bodi na jednotkové kruZnici, pak rek-
neme, Ze M lezi husté na jednotkové kruZnici, kdyZ ke kazdému bodu
z jednotkové kruZnice a ke kaZdému ¢islu £ > 0 lze udati bod v
patfici do soustavy M a vzdileny od bodu v 0 méné nez ¢.

Cviéeni 98, -Délicf body kruhového svazku lef husté na jednotkové
kruZnici.

Je-li

2y =@+ Wi, 2, =Ty + Yal, 23 =Tz + Yai, . -. (19°7)
posloupnost komplexnich ¢isel a je-li také z==2x 4 yi komplexni

éislo, pak vztah
‘ lim z, =2 (198)

fa—>D
znamend, Ze plati zarovetl lim z, =z, lim y, = y.

fn—@o : fi—>®
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COvideni99. Plat{-li vztah (19-8), ve kterém z, a z jsou komplexni &fsla,
pak lze kazdému kladnému ¢ pfifaditi index p tak, Ze pro viecka n > p je
| 2 — 2z | < &. Obrécené, je-li splnéna tato podminka, plat{ vztah (19-8).

Cviéeni 100. Véty 3, 4 a b5 plati také pro porloupnosti 8 komplexnimi
cleny. :

Cvideni 101, Le%i-li soustava bodi M husté na jednotkové kruZnici,
pak Ize kaZdému bodu 2 na jednotkové kruZnici pfifaditi posloupnost (19-7),
jejiZ éleny jsou vzaty vesmés ze soustavy M, a pro kterou platf (19-8).
Obréicensé, je-li splnéna tato podminka, leZi M husté na jednotkové kruZniei.

Agkoli délicf body kruhového svazku leZ{ husté na jednotkové kruZnici,
plece existuji na této kruinici také body, které nejsou délicfmi body
svazku. Takovy bod je na pt.

: o —14il3
. 2
Kdyby pfi néjakém n bylo z = u%, pak by podle cvi¢. 96 bylo 22" = 1,
tedy také z4" = (23")2" = 1. Av#ak snadno se vypoilte, e 2% =1, tak¥e
24 = 2 a z toho nésleduje indukef, Ze 28" = z = 1.

Zvolme bod z = x + yi na jednotkové kruZnici tak, Ze z neni
délicim bodem kruhového svazku. Pro kaZdé » mame v n-té stupnici
svazku urdity oblouk {v,, w,}, ve kterém lef bod 2. Zfejms

{v1, wih, {va, wah, {Va, Wahy, .- (19-9)

{v1, Wiks, {V2, Wk, {Va, Was, ... (19-10)
jsou fetézy intervali. Bod x leZi ve viech intervalech (19-9); bod ¥
le%i ve v8ech intervalech (19:10); pro n = 2 je délka n-tého intervalu
obou Fetézli nejvySe rovna 2g,,,; tedy ze cvié. 26 nésleduje podle
véty 55, %e (19:9) je vytvorujici fetéz bodu z a (19-10) je vytvorujici
fetéz bodu y. Bod z ndleZf do viech oblouki

{v1, wl}: {vs, we}; {va» ws}: cees (19-11)
obrécend, kdyZ bod ¢ = & + #i nélez{ do vdech oblouk# (19-1), na-
lezi & do v8ech intervald (19-9) a 5 do viech intervald (19-10), takZe je
E=2,n=y, tedy { =z TudiZ z je jediny bod spoleény viem
obloukiim (19-11); fekneme, Ze (19-11) je kruhovy fetéz bodu z.

Cvicenf 102. Pro n = 1,2,8, ... zvolmg v #-té stupnici kruhového
svazku oblouk {v,, w,}, takfe dostaneme posloupnost (19-11). Kdyz (19-11)

je kruhovy fetéz néjakého bodu z na jednotkové kruZnici, ktery nenf délicfm
bodem kruhového svazku, pak: [1] pro kazdé n je budto v,,; = v, nebo

z =
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W, 1 = Wy; [2] je nekoneéné mnoho takovych %, pro néz v,,; = v, i ne-
koneéné mnoho takovych n, pzo néZ w, ., = w,. Obricens, jsou-li splnény
podminky [1] a [2], je (19:11) kruhovy Fetéz urditého bodu z na jednotkové
kruZnici, ktery neni délicim bodem kruhového svazku.

Cvideni 103. BudiZ z bod na jednotkové kruZnici, ktery nenf délicim
bodem kruhového svazku. BudiZ (19:11) kruhovy fetéz bodu 2. Pak je

{wy*, v *}, {wy*, 0%}, {wy*, va*}, ...
kruhovy fetéz bodu z*. '
20. Funkece sinx a cos Xx.

Na stfednf Skole se uéi, jak lze kaZdému whlu « piifaditi dvé &fsla,
kterd se znacf sin « a cos o. My si budeme definovati numericky vyznam
symbold sin x a cos x, kdé x probihd viecka redlnd &isla. Za tim wée-
lem piifadime kaZdému redlnému éfslu z uréity dhel « a poloZfme

sin x = sin o,
COs T = CO8 o,
kde symboly napravo majf ty% vyznam jako na sttedni skole. Uhel & volime
v takové poloze, Ze jeho vrchol je v poddtku a %e prvnim ramenem je kladné
é4st redlné poloosy; druhé rameno vhlu « protne jednotkovou kruZnmici
v bodé z. Podle toho, co vite ze stfedni §koly, bude (i co do znamen!) '
sin z = 3(2), cos z = R(2). _

Bézi tedy jen o to, jak kaZdému redlnému é&islu z prifadit uréity hel &«
neboli, cok je v podstaté toté, uréity bod z na jednotkové kruZnici; budeme
psdti :

z = E(z).

Geometricky se d4 toto pfifazeni popsati velmi nézorné a jednoduse.
Nejprve je £(0) = 1. Je-li za druhé &islo x kladné, pohybujeme se po jednot-
kové kruZnici protirué¢iékdm hodinovym od polohy 1 a% do té polohy
z = E(x), ve které délka drihy, kterou jsme urazili, je rovna éfslu z. Je-li
za tfet{ z zdporné, pohybujeme se Po jednotkové kruinici po ruéi¢kdch
hodinovych od polohy 1 a% do té polohy z = E(xz), ve které délka drihy,
kterou jsme urazili, je rovna éfslu | z |.

Nynf budeme zkoumati, jak lze od této geometrické definice dospéti
kryzearitmetické definici symbolu E(x). Délka celé jednotkové kruZnice
je, jak zndmo, rovna 2. Budi? ddno uréité n =1, 2, 3, ... Vime, Ze body

"
L, wp, wa?, .., w7,

kde %, = P, + ¢ui bylo definovéno v odst. 19, rozdéli jednotkovou kruznici
na 2% sobé rovanych (viz vétu 54) oblouku

{1, un}: {um unz}: reey {unzn_l: 1}:
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které ndsleduji za sebou v tomto poiddku, probihdme-li jednotkovc;u kruZ-
nici od bodu 1 proti ru¢i¢kdm hodinovym. Délky viech téch obloukd dohro-
mady daji 27, takZe délka ka?dého z nich je z : 2°—1. Proto podle geometric-

ké definice symbolu E(z) jo
B (_"1‘_) — (201),

pro 0 < k < 2" —1; protote viak u,2" =1 (viz ovié. 96), nsleduje z geo-
metrické definice symbolu E(xz) snadno, Ze (20'1) plati pro ka¥dé celé
k=0,4+1,42,... Mimoto plyne z geometrické definice symbolu E(z),

%e kdyZ = probihd interval (2”ﬂ__1, (70_2—1:_11) n), probihé bod z= E(z) na

jednotkové kruznici oblouk {u*, u,*+1}; i toto platf pro kadé celé k.

Dosud jsme vychazeli od geometrické definice symbolu E(z).
Nyni zaéneme viecko znovu, ale tentokrat bydeme postupovati ryze’
aritmeticky; co bylo fedeno dosud v tomto odstavci, o to se nebudeme
opirati, a¢ je tim ovSem nésledujici aritmeticky postup motivovén.
Pfi tom nebudeme z geometrie pfedpoklddat ani znalost &isla . Misto
toho si zatim zvolme docela libovolné kladné dislo, které sice uz
nyni oznadime symbolem 7z, pro které viak teprve v nasledujicim
odstavei provedeme uréitou aritmetickou volbu [viz (21-11)], o kter¢
se potom presvédéime, Ze geometricky znamend polovmu délky jed-
notkové kruZnice. p .

Zavedeme si aritmeticky svazek se zdkladem 7 a budeme hodnotu
symbolu E(x) definovati aritmeticky nejprve pro ten piipad, Ze x je
délici bod nageho aritmetického svazku. Zvolme uréité »; n-ta stupnice
-aritmetického svazku m4d ziklad = : 2%, tak¥e jeji ddlici body jsou

krx
=t (k=0,4+1,42,...). (20-2)

Hodnotu symbolu E(r) v téchto d&licich bodech definujeme aritme-
ticky pomoci (20-1), takZe tyto hodnoty jsou body jednotkové kruz-
nice; jsou to délici body =-té stupnice kruhového svazku. -Je-li
ub(0 < & < 2*Y) libovolny délici bod n-té stupnice kruhového
svazku, pak je E(x) = uf pro nekoneénd mnoho dglicich bodt z n-té
stupnice aritmetického svazku, a to pro délici body

kn.  kn (k +20%n kn
2ﬂ—1’ on—1 + 27 i on—1 ' 9n—1 :b irn 7T 2” g i 6”1 :-

nebot «,”" = 1 podle cvié, 96,
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KaZzdy -délici bod x aritmetického svazku je délicim bodem skoro
viech stupnic svazku a musime se presvédéit, Ze pomocf.(20-1) je
symbolu E(z) déna t4% hodnota, af jakkoli zvolime index %, pro ktery
je = obsaZen mezi body (20-2). Stadi se presvddiit, Ze je tomu tak,
prejdeme-li od indexu % k indexu n + 1. Je-li

r = knx  2kn
] Bl =
pa,k pomoci n-té stupmce dostdvime E(x) = uf, pomoci (n + 1)-ni
stupnice E(x) = u2¥ |, co? je toté% podle véty 51.

Zbyvé definovati symbol E(z) pro takové z, které neni délicim
bodem aritmetického svazku. BudiZ
13

<rl; 81>: <1‘2, 82>’ <”'a: 88>! cee (203)
aritmeticky fetéz bodu 2. Pro ka#dé n budiZ

v = E(r,), 1w, = Ble,); (20-4)

z definice (20-1) plyne, %e {v,, w,} je uréity oblouk n-té stupnice kruho-
vého svazku. Podle cvié. 33 je pro ka%dé n budto r,,, =7, nebo
s" +1 =8, a je nekoneéné mnoho takovych », pronéz r,,, =r,, 1ne-
konecné mno‘ho takovych n, pro né% s, , = 8,. Z toho nasleduje, Ze pro
kazdé » je budto v +1 = v, nebo w, ,, = w, a %e je nekonend mnoho
takovych #, pro nez Up4q = ¥, 1 nekonednd mnoho takovych n, pro
néz w, , = w,. Tedy podle cvié. 102 je

{vl’ wl}: {vm wz}» {'va» wa}’ oo (20.5)

kruhovy fetéz uréitého bodu z na jednotkové kruZnici, ktery neni
délicim bodem kruhového svazku. Hodnotou symbolu E(x) rozumime
tento bod z.

Cviéeni 104. Pro ka%dé redlné z je | E(z) | = 1.

Cvideni 10b. Pro kaZdé redlné z je E(x + 27) = E(x).
Cvideni 106, Jest

EQ)=1, Ex)=—1, E (i;_)z i, E (_ %) Y

Véta 56. Pro kadé redlné x je E(—z) = [E(x)]*.
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Dikaz. I. BudiZ nejprve x délici bod a,ritmetického svazku. Pfi
kr
vhodnych = a k je x =.5,—, tedy E(z) = u" E(—z)=u* Aviak

|uf | =1, tedy . (uf)* = 1, takie u_" (uky*.
II. Neni-li z délici bod aritmetického svazku, budiZ (20-3) jeho

aritmeticky Fetéz, takZe pomoci (20 4) dosta,neme kruhovy Fetéz (20-5)
bodu E(x). Ztejmé

<f81’ —-1‘1>, <_82: —7‘2), <_'837 _r8>’
je aritmeticky fetéz bodu —ux, takie podle I je
N ' {w,*, v,*}, {wy*, va.*}, {wy*, va*}, ...
kruhovy Fetéz bodu —x. Tedy E(—x) = [E(x)]* podle cvié. 103.
Véta 57. Budiz 0 < z, < 73 < 2n. Pak bod E(z,) leZi na jednot-
kové kruZnici pfed bodem E(z,); probihdme-li jednotkovou kruZnici

podinajic bodem 1 proti ru¢itkdm hodinovym.
Dikaz. LeZi-li x v nékterém z intérvala

7 n 2x (2» —l)n
0, 55=i> <=ir g1 o Cmd
lei bod E(z) v prislu¥ném z oblouki

(1, u,}, {u,, u,2, ..., (21, 1} (20-7)

Pri dosti velkém n je takevy interval, ve kterém je bod z;, jisté na-
psén ve (20-6) pfed takovym intervalem, ve kterém je bod z,. Z toho
plyne tvrzeni véty, nebof oblouky (20-7) ndsleduji jeden za druhym
v napsaném pofiddku, probihidme-li jednotkovou kruZnici podinajic
bodem 1 proti ru¢iékdm hodinovym.
Véta 58. Je-li lima, = a, je lim E(a,) = E(a).
fn—>o n—o :
Dukaz. I. Le#i-li body 2, " v témZ intervalu (r, s) k-té stupnice
aritmetického svazku, jest ‘
| RIE(")] — RIEE"] | < 201,
| S[E(")] — S[E(x")] | £ 2x41-
Nebof oba body E(x’), E(x") lezi na oblouku {v, w}, kde v = E(r),
w = E(s), takZe oba body R[E(z’)], R[E(x")] jsou v intervalu {v, w},
a oba body 3[E(z)], S[E(x")] jsou v-intervalu {v, w},; a na str. 70 jsme

, 27, (208)
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si v8imli, Ze z véty 54 nasleduje, Ze délky obou intervala {v, w},,
{v, w}y jsou < 2q;,.
" II. Zvolme & > 0. Mime dokaza.tl Ze exmtu]e index p takovy,
%e pro viecka n > p je
| R(E(a,)] — R[E(@)]] <,
| S(E(@,)]— J[E@)]| <e
Podle véty 55 miZeme zvoliti index % tak, Ze 4g,,, < e. Proto-
%e lim a, = a, existuje takovy index p, Ze pro viecka n > p je

(20-8)

-
la,— a|< = : 2871, BudiZz » > p; dokdZeme, %e plati (20-8). V k-té
stupnici aritmetického svazku budiZ J, interval obsahujici bod a a J,
interval obsahujici bod a,. ProtoZe |a,— a | je mensi neZ délka inter-
vall k-té stupnice aritmetického svazku, intervaly J,, J, budto sply-
nou, nebo to jsou dva sousedni intervaly. Rozhodné existuje bod v,
ktery leZi i v intervalu J, i v intervalu J,. Podle I jsou disla

| R(E(a,)] — RIEW)] |, | RIE@)] — R(E@)] |,
| 3[E(e,)] — JEMI |, | EY)]— 3[E()]|

vesmés < 2q,,,. ProtoZe 4g;,, < ¢, plati (20-8).

Véta 59. Jest E(x + y) = E(z) . E(y).

Dikaz. I. Pfedpoklidejme nejprve, Ze x a y jsou délici body
aritmetického svazku. Existuje takové n, Ze x a y jsou délici body
n-té stupnice aritmetického svazku, takie existuji celd &isla h, &

takovd, Ze
hn . kn (b + k)=

T =ga Y= gump tedy Ty = =,
Pak je
E(z) = u), E(y) = uj, Bz + y) = up*,
takze E(z + y). = E(x) E(y).
II. BudteZ nyni z, y libovolni reilnd disla. Podle cviteni 29
a 32 existuji pro n = 1, 2, 3, ... délici body z, a y, aritmetic-
kého svazku takové, Ze lim x, = x, lim y, = y. Podle véty 3 je

fn—>o

. oo
lim (x, + y,) = # + y. Podle véty 58 je
” lim B(z,) = E(z), lim E(y,) = E(y),

n—>o n—0
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lim E(x, + y,) = E(z + y).

Podle cvié. 100 je 7
lim B(z,) B(y,) = E(x) E(y).

n—>wo

Podle I je vsak pro vsecka n:
E(@, + y,) = E(z,) B(y,), takie E(z+y) — E(x) E(y).
Cviéeni 107, Budi z libévo]ny bod na jednotkové kruznici. Pak elxisf
tuje (jediné) redlné &islo x takové, o —n < x < 7, E(z) = 2.
Nyni poloZme pro kazdé realné x

| sin z = S[E(z)], cos x = R(E(x)], (20-9)
takze )
E(x) = cos z 4 isin z. (20-10)

Z vlastnosti komplexni funkce E(z) plynou ihned pfisludné vlast-
nosti obou redlnych funkef cos z, sin z.

Cviéeni 108. Pro katdé redlné x je cos® x 4 sin? 2 = 1.
Cviéen{ 109. Pro ka%dé redlné x je
cos (¥ 4 27) = cos z, sin (z 4 27) = sin z.

Cvident 110, Jest

cos0=1, cosm=—1, cos jn=0, cos(—}n)=0,

sin 0 =0, sin =0, sin }x=1, sin (—}7x)=—1.
Cvigeni 111, Pro kaZdé reslné x je

cos (— z) = cos z, sm(—z) —sin 2.

Cvideni 112. Funkece cos = kless v intervalu {0, n)>. Funkce sin z
roste v intervalu (— }x, i 7).

Cvigeni 113. Funkee cos & sin x jsou spojité. .
Cvideni 114, Pro viecka redlné z a y je

cos (¥ + y) = cos x cos y — sin xsin‘y,

sin (z + y) = sin xcos ¥ + cos xsin y.

Cviéenf 115. Je-li —1 < ¢ < 1, pak existuje (jediné) redlné &fslo
takové, 20 0 < z < m,cos z = t a (]edmé) realné ¢éislo y takové, fe —in <
LyLimsiny=_t
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Cvideni 116, Jest cos x = 0 pro

xT=4 $m, S 47w, L §m, ... (20-11)
a pro 24dné jiné redlné z. Jest sin x = 0 pro
x=0,+m7, 4 2n, ... (20-12)

a pro Zddné jiné redlné =z.

Jakmile zndme definici a vlastnosti funkef sin z, cos z, miZeme zavésti
funkece tg z, cotg = rovnicemi \ '

sin z '
tg x = cos %' cotg v = ——. ’(20 13)
Funkce' tg 2 nenf definovdna v bodech (20:I1); funkce cotg x neni defino-

védna v bodech (20-12). - -
Cvidenf 117. Jest identicky

tg (x + n) = tg z, cotg (z + =) = cotg x,
tg (—z)= —tgx, cotg(— x) = — cotg 2.

Cviden{ 118, Jest identicky

. tgrx4tgy
t8(23+?/)=1g_—tg%,
cotg (2 + y)zcotga:cotgy—l

cotg  + cotg y
Cvidenf 119. Pro —} = << # << 4 n funkce tg x stdle roste a nabyva

viech redlnych hodnot (kaZdé jednou). Pro 0 < x < 7 funkce cotg z stéle
kleséd a nabyvé vSech redlnych hodnot (kazdé jednou).

21. Derivace. Véta 60. Budte r,s délici body aritmetického
svazku se zdkladem . Je-li 0 < r < 8 < 7, jest

smr>smq., (21-1)
r. s

Dukae. Zvolme n tak, Ze r a 8 jsou délici body n-té stupnice

aritme&ického svazku. Pak je .
» hrw ke »
r=2n—1’8=2T—T’O<h<k§2nr . (21-2)

sin 7 = 3(ul), sin 8 = S(ut).

Polozme pro m =1, 2,3, ...

'
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— 8( m——])’
takZe
Oppy1 = O = 3 (U™t — 20 + wp ™).

Podle (19-2) a podle véty 51 je, protoze lu,‘_,_,|2 =Upyq Ut =1,
.1 \e
uptlt — 2ul u’:—l = Uy ( w1 2+ u? ) u,:(un+1—,u ) =
n+1 n+1
= Up (Upyy — Upyy*)? = (219n+1) = —-dgp,, Uy,
takZe .
- Oy Oy = — 45, U

Je-li 0 < m < 2*, je u™ vnitini bod oblouku {1, — 1}, takze ™) > 0;
mimoto g¢,,, % 0 podle (19:5) a cvié. 95, tak¥e a,,, —a, < 0. Tedy

a1>a'2>(ls>...>azn.
Podle cvié. 5 je tedy, jeito 0 < b < k < 2%,
. al+a,+.,.+a,.>a1+q2+...+ak
h k ’

Aviak ) ,
a +ay+ ... +ay=[(u, — 1) + (2 —u,) + ... + (uf—ut")] =
=3 (wt—1)=3 (uf) =sins
a-podobnd a, + a; + ... + a, = S(ub) = sin 7. Tedy
sin r > sin ¢
, h k

a z toho plyne (21-1) podle (21-2).

Véta 61. BudteZ r, s délici body aritmetického svazku se zikla-
dem n. Je-lli0 <r <8<, jo

sin r sin &

_ (21-3)
rcosr 8 CO8 8
Dikaz. Pt vhodném n > 4 je '
hr kn
=g 8= g 0 <h <k <20 (21-4)

h_ — . .
u, = cos8 7 + isinr, u,,_cpss—l—lsms.

Pro 0 < m < 2*% le#f body ™, «™ ! na oblouku {1, i} a jsou rtzné
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od i, takie R(uy) + 0 + R(x1); proto miZeme poloiti
o — S(up)  S(ui™)
TORE) Ry
Pifeme-li 2™ = «,, + B,i, je
- a =_ﬂ_m__ﬂm—l — Bm %m—1 — %m Bu—1
" om Km—1 " O Gy )

Aviak :
‘ﬂm Xp—1 — o‘mﬂm-—l =3 [(o‘m + iBm) (em—1 — ifm—1)] =

1
= G [up - (u,’:‘_‘)*] =3 (uz : /u,m—l) = 8‘('11”) = 4
. n
takZe : n
Oy = ————.
Om KXym—1
Tedy .
n n In (Xm—1 — Om+1)
a —_— ., = —_ = < 21'5
il " Xm+1 %m Om Xm—1 Km+1 X Em+1 ( )
Body 1 = &g + Bol, %, = D, + g, = &y + Bii, ©,2 = g + foi, ..:
uZ® 2= ogn + Pon . i =1 nasleduji popofddku za sebou na oblouku

{1, i}, sledujeme-li jej od bodu 1 k bodu i; proto z (21-5) plyne, Ze
a < a, < a'a < ... < Qn—2 _

takZe podle véty 1 je
a1+az+...+a,,<a1+a,+...+a;'

1’

h . k
Avsak
kot oo (BB (BB ()
X . & g % Xk xp—1
, _Br_ Bo_ fi_sins -
: T ap - Ox  COSS -
a podobné je
Gt ta=

-takZe sinr gin &8
' heosr ~kcass
a z toho plyne (21-3) podle (21-4).
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sin
" klesd pro 0 < z < a1,

Véta 62. Funkce

Dukaz. Budiz 0 < 7, < 2, < 7. Mdme dokazati, Ze

s il (21-7)
Zy g

Podlé{ cvi¢. 29 a 30 existuji délici body r, s aritmetického svazku
takové, Ze r, < r < 8 < z,. Podle vé&ty 60 je
sinr_ sine
r s’
takZe midZeme zvoliti ¢islo ¢ > 0 tak, Ze
' sin 7 gin 8
— > + e. (21-8)

Podle véty 27 a podle cvid. 64 a 113 je funkce s_m;_v_n_: spojita v bodé =z,.

Tedy existuje na ¢iselné ose interval J, ktery neobsahuje bod 0, takovy,
Ze bod =z, leZi uvnitf J a Ze
sinz_ sing;|

x 2 v
pro kazdy bod z uvniti J. Podle cvié. 29 a 30 migeme zvolit uvnitt J
délici bod ¢; aritmetického svazku, pro kteryje ¢, < r; podle véty 60 je

sinty, _ siny.

L r’
| sing  sinz
b o

Docela stejné se dokazZe, Ze existuje délici bod ¢, aritmetického svazku,
pro ktery je :

mimoto je

<&

sint, ‘sins }sint, sin z,
- , — < E.
ty 8 ‘ ty Ty
sin sin ¢ sin r
Jest et .1—e>———s,
% 4
sin . sin ¢, sin ¢
"Tg < ] 3 + < — + ’
2 2

takze z (21-8) plyne (21-7).
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Cviteni 120, Funkee - roste Pro 0 < z < }m.
x cos
Jest
i . 7 -
E (-g‘-) =Un=Pn + 1qn, 0082"—_1— == Pn, SIN 2”__1_ = qn.

Podle véty 60 je

1, 2q2’ 2aq81 2?q4’ (219)

stoupajici posloupnost; podle véty 61 je
2q 2%, 2'¢, L (21-10)

P’ P’ Ps]

klesajici posloupnost; ¢leny posloupnosti (21-10) jsou kladné podle
cvié. 95; tedy posloupnost (21-10) je konvergentni podle véty 9. Nyni
plyne z vét 4 a 55, Ze také posloupnost (21-9) je konvergentni. Je to
stoupajici posloupnost s kladnymi éleny, takZe jeji limita je kladné
¢islo. My jsme v8ak v odst. 20 ozna¢ili pismenem = kladné éislo,. jehoz
ur¢itou volbu jsme odsunuli do tohoto odstavce. Nyni volime

n = lim 2" g, . (21-11)

n—>w

Véta 63. Cislo 7 je polovina obvodu jednotkové kruZnice.

Dikaz. Podle véty 54 je M, pravidelny 2"-thelnik s délkou
strany 2g, ;. Obvod jednotkové kruZnice je limita posloupnosti, jejiZ
n-ty &len je obvod mnohouhelnika M,, tedy 2" . 2q, ,,, takZe z (21-11)
plyne, Ze obvod jednotkové kruZnice je 2n.

Véta 64. Jest

. sinz .
lim —=— = 1.
z—0 T

7
Dikaz. ProtoZe sin T = je
sin

lim

nso In

Je-li ddno & > 0, miZeme podle (21-12) zvoliti index p tak, Ze pro

=1, jeli 2, = 2—’: (21-12)

u;a:,._ 1‘ < & Stadi dokazati, %e pro z .0,

"

viecka n > p je
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r

sin z NPT
x| <z, je T—l‘<e.Je-lix=l=O,|a:|<xp, existuje index

- ginx sin |2 |
n > ptakovy,Ze z, < | x| < ,. Jest-—x—=—|z|

podle cvié. 111,

in x ’ sinz, sinz A
takzZe Cislo 2 podle véty 62 leZi mezi &isly 2 a — kterd lexi
x T, z,
_ : sin x -
mezi Gisly 1 — e a 1 + &. Proto je B ll < e
Véta 65. Jest
fim '1:? = 0. (2113)
z—0
Dakaz. Z véty 64 plyne, Ze
' . sin?z
takZe podle cvié. 108 je
lim 1 — cos’x
z—0 :U’ -
a z toho nasleduje snadno, Ze
N 2
lim Z°° ? =o. (21-14)
r—0 )
Avsak
l1—cosx 1—cos?x 1 (21-15)
" z "1+ cos z
a podle cvié. 110 a 113 je
1 5. (21-16)

swo T+ co8T
Z (21-14), (21-15) a (21-16) plyne (21-13).
Véta 66. Pro kaidé realné x je (sin )’ = cos z.
Dikaz. Podle cvi¢. 114 je pro 2 & 0

sin (x + h) —sinzx sin A . 1—cosh

A —cosx.T—Smx—‘E—,

takze podle vét 64 a 65 je -

lim sin (z + k) —sin x — o8 .
h—0 h
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Cviéeni 121. Pro ka%dé redlné x je (cos x)’ = — sin z.

Cvitent 122. Pro ka?dé x razné od hodnot (20-11) je (tg =)’ — 0_12_
. 0s? x
Pro ka?dé z razné od hodnot (20-12) j ' = ’
o kaZdé x rizné od hodnot (20-12) je (cotg ) precys
vidla o derivovani podilu).
Cviéeni 123. Derivujte funkce
‘qind 3
a) sin? x cos 3z; b) En—iv; c) c—o?— ix;
cos 3z sin x
d) z*sin® z; e) z"sin? nx; f) z"sin® nx;
g) e—Zsin™ x'cos® z; h) log 1+ sinz, i) esinz,

1—

'22. Rozvoje funkef sin x a cos X v nekoneéné rady Jak se dd ¢islox
pohodlné poéitati pomoci nekoneénych Fad, o tom je feé ve VM, odst. 32
a zde se tfm nébudeme zabyvati. Za to pozndme v tomto odstavei nekoneéné
tady, pomocf kterych se dajf pohodlné poéitati hodnoty funkcf sin z a cos x

smx ’

pro viecka z.

Véta 67. Pro viecka >>0apron=123,... je
. PR ' L, atl a2n+l
-3‘”—["’-_5 tg -+t D (2n—.1)!]‘\ < Gn D)0’
| 22zt L, @ Zin+2
10082:—[1 _ﬁ +;Z—!— .4+ (—1) (2")!“ < @ F o
Mimoto jsou diference
. . x3 x ' 1 xin—1
sin x—[m—g—i'ﬁ— +(— 1)” -(2—’",_.—1)‘!]:
z? b
[1—2—!-]- o4+ (—1) (2—)T]—cosz
kladné pfi sudém n a zaporné pii lichém n.
Dikaz. Pre n = 1, 2, 3, ... budiz
. 28 x5, e zZn——I.
fa(z) = smx—[z—:ﬁ + 51 + (— 1)1 (27'1——1_)']’
z? s x2n
g,.(:c):cos:c—[}l—2—!+‘1—!.—... (— 1 (2n)']
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Pak je pro viecka n a z

Fnir(@) = ga(@), ¢'(@) = — fo(2).
Zejména je f,(x) = sin x — z, tedy fy(z) < 0 pro 0 < 2 < x podle vét
62 a 64; pro z > x je f(z) < 1 — & < 0, takZe je fi(z) << O pro viecka
x > 0. Pro vecka n je / (0) = g,(0) = 0. UZijeme-li véty 43 na po-
sloupnost funkei

—h(®), g1(x), fo(2), —ga(), —fa(®), ga(2), fa(®), —Fa(®), ...,
dostaneme Ze pro viecka z >0 je

f (®) < 0, g,(x) > 0 pfi lichém =,
fa(x) = 0, g,(x) < O pfisudém =.

P#i lichém = je pro z > 0
x2n+l
/’l(z) < 0 fﬂ+1(x) - fﬂ(x) + (2"& l)' > O

x2nt2
gn(@) > 0, gns1(x) = 9»(x)—mg <0

tedy
a2+ Z2n+2
— In(®) < —5— @n F 1)', 0 < gn(®) < 5~ (2n F 2)|'
Podobné vyjde pfi sudém n
- a:2“+ Z2nr2

0< fn(x) < 5 )p 0 < —galx) < 5— (2n + 2)!'

@n 4
Cvi¢ent 124. Pro vecka reélns  je

a8 LA 1
sinr=z — 3'+gi_ﬁ

Y- ... do nekonecna,
22 xb b
cosz=1— + 47 - ﬁ

31 + ... do nekonecna.

-
-

8 pomoci- téchto vysledkii muZeme snadno poéitati velmi pfesné
sin z a cos 2 pro kazdé nepfili§ velké z. Je-li din ahel « ve stupnich,
a Tovné n stupiiiim, je
nx

sin x = sinth co COo8 ——
— S 7gp %> T S 18-
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Proto je pfi uZivani naSich Fad tfeba zniti numerickou hodnotu

éisla 7. Jest
n = 3,14159 26535 89793 ..,
n? = 9,86960 44010 89358 ...

Cviceni 126. Vypottéte aspofi na osm desetinnych mist sin 2°, cos 2°,
sin 3°, cos 3°, 8in 5° a presvédite se, Ze sin 2°. cos 3° + sin 3° . cos 2° =

= gin 5°. (Jest
sin 2° = 0,03489 94967 02501.. .,
cos 2° = (0,99939 08270 19095. . .,
sin 3° = 0,05233 59562 42943. ..,
' cos 3° = 0,99862 95347 54574....;
sin 5° = 0,08715 57427 47658...)

V odst. 16 jsme poznali, Ze pro kazdé redlné x je

x x* 2 xt ab
ez=1+ﬂ+_2-!+ﬁ+4_!+5_!+"'

-
Dosadime-li do této nekoneéné fady iz misto x, dostaneme Fadu

b

z z2?
1! 51

. Lx3 ozt .
lrig—g—igitgati

jejiz cleny jsou stiidavé realné a ryze imagindrni. Podle cvic. 124
soudet redlnych élend je cos z, soudet viech ryze imaginarnich ¢lend je
isin z. Proto je udelné definovati hodnotu e'* pro redlné z identitou

o' = cos x + isin x.

Podle cvié. 111 je

¢ % = cos x —-1isin x,

takze .
elz + e—iz elz __ og—iz

cos ¥ = ) , sinx =

2

Formule (22-1) a (22-2) se jmenuji Eulerovy formule.
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