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K a p i t o l a IV. 

Projektivní diferenciální geometrie osnov. 
» 

Aritmetické osnovy. 

419. Pro stručnost budeme psáti 

(*(a), y(u)) = (xy)a, {(*(«), y («))} = {*?}.. 

Buď Ra (xy)a (u v <o + 0, b — 0>) ar. osnova třídy r 1. Pravíme, že 
ar. osnova Ra(xy)u je z b o r c e n á , když osnova je zborcená, 
t. j. (v. 2 1 0 (2)), když je všude v <a, b) 

I dx dy\ 

Buď Ra (xy)„ (u v (a + O, b — 0> ár. osnova třídy 1 (buď R {xy}u 

(u v <o - f O, 6 — 0 » osnova třídy r). Dle 158, 161 a 208 proměnná 
v = ÍP (u) je parametrem pro (xy)„ (pro R {xy}«), když a jen když 1° <p (u) 

je třídy r v (a, 6), 2° ^ =J= O všude v {a, b>. Často je výhodné, považovatí 
////i 

v za parametr jen tehdy, když > O; pravíme pak, že ar. o s n o v a 

Ra(xy)u ( o s n o v a j e s t o r i e n t o v á n a . Orientovati ar. osnovu 
(osnovu) lze zřejmě dvěma a jen dvěma způsoby; mluvíme o d v o u 
o p a č n ě o r i e n t o v a n ý c h ar. o s n o v á c h ( o s n o v á c h ) . Je-li u para-
metr orientované ar. osnovy (orientované osnovy), jest — u parametr opačně 
orientované ar. osnovy (osnovy). 

r 
420. Buď Ra (xy)a (u v (a -f O, b — 0 » ar. o s n o v a t ř í d y r ^ 1. 

P r a v í m e , ž e Ra(xy)« j e s t ar. o s n o v a v i r t u á l n í t ř í d y r + 1 , k d y ž 

s o u ř a d n i c e ar. r o v i n ( - ^ ¿ ¿ j í s o u t ř í d y r v (a,b>. Pak 

také funkce |xy ~ J^j je třídy r v (a, b), jak je patrno z identity 

(v. 109(1)) 
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Zřejmě ar. osnova třídy r + 1 jest ar. osnovou virtuální třídy r + 1 . Pra-
víme, že o s n o v a /?{xy}B j e s t v i r t u á l n í t ř í d y r + 1 , k d y ž ar. o s n o v a 
R(*y) j e s t v i r t u á l n í t ř í d y r + 1 . 

421. Buď 7?{jcy}„ z b o r c e n á o s n o v a t ř í d y r ^ 1. Buď 

P r a v í m e , ž e ca je z n a m e n í o s n o v y /?{_xy}«. 
Snadno se vidí, že a se nemění, ani když od u přejdeme k jinému 

parametru v, ani když od ar. křivek Cax, Cay přejdeme k ar. křivkám 
CaXi, Cayi, kde = + hy, x2 — fiix + fay, při čemž llf kg, fil7 fa 
jsou funkce třídy 1 takové, že všude jest 12— 

4 2 2 . Buď Ra(jcy)u (u v <a + 0, b — 0 » o r i e n t o v a n á z b o r c e n á 
ar. o s n o v a t ř í d y r ^ l ( n e b o v i r t u á l n í t ř í d y r, k d y ž r ^ 2 ) . Buď 
9>(u)(« v (a, b» f u n k c e t ř í d y s ^ l . Buď 

1 df 
(1) Df= —r 

Když r ^ n , s ^ > n > 1, buď 

Dlf = D (Df), D3f = D (£>2<p), ... Dn<f = D (Dn~\). 

J e - l i co z n a m e n í o s n o v y 7?{xy}„, jest 

(2) (x,y,Dx,Dy) = u>. 

O p e r a c e D n a z ý v á s e d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r o r i e n t o v a n é 
ar. o s n o v y i?0(x:y)B. D i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r D j e s t ar. o s n o v o u 
Ra(xý)u ú p l n ě určen . D i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r o p a č n ě or ien-
t o v a n é ar. o s n o v y j e s t —D-

Důkaz je snadný. 

4 2 3 . Buď v p a r a m e t r o r i e n t o v a n é z b o r c e n é ar. o s n o v y 
Ra(jty)u (« v (a + 0, b — 0>); buď Z) j e j í d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r . 
P r a v í m e , ž e v j e s t n o r m á l n í p a r a m e t r o r i e n t o v a n é ar. o s n o v y 
Ra(xy)a, když Dv = 1 (uv(a,b>). Buď a^u^b) buď c l i b o v o l n á 
k o n s t a n t a . P a k 

"o «0 
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j e s t n o r m á l n í p a r a m e t r o r i e n t o v a n é ar. o s n o v y Ra(xy)u a 
— v j e s t n o r m á l n í p a r a m e t r o p a č n ě o r i e n t o v a n é ar. o s n o v y . 

Důkaz je snadný. 

4 2 4 . B u ď Ra(xy)ú o r i e n t o v a n á z b o r c e n á ar. o s n o v a ; buď 
D j e j í d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r . P o l o ž m e 

(1) í (H) = (X, y, DX), Y, (u) = (X, y, Dy). 

B u ď (xy)^ l i b o v o l n á ar. p ř í m k a ar. o s n o v y Ra (xy)u. B u ď 
S= {x(u0)>y("o)} ř a d a ar. b o d ů s o u m í s t n á s {xy}„; buď27=rAdj. 5-
L i b o v o l n é m u ar. b o d u z S: t^ x (u0) + Uy (u0) p ř i ř a ď m e ar. ro-
v i n u / i£(«o) + /27J(Uo)- T a k t o v z n i k l á j e d n o z n a č n á k o r e s p o n -
d e n c e íí m e z i 5 a 2 j e s t o r i e n t o v a n o u ar. o s n o v o u Ra(xy)u 

a j e j í ar. p ř í m k o u (xy)u„ ú p l n ě u r č e n a : p r a v í m e , ž e ® j e s t 
C h a s l e s o v a k o r e s p o n d e n c e o r i e n t o v a n é ar. o s n o v y Ra(xy)u 

v a r . p ř í m c e (jcy)«v V C h a s l e s o v ě k o r e s p o n d e n c i o p a č n ě orien-
t o v a n é ar. o s n o v y v ar. p ř í m c e ( x y K ar. b o d u Ax(«„) + t2y(w0) 
p ř í s l u š í ar. r o v i n a — (u0) + t2V («o)]-

R o v i n a («0) + ^ 7 j (u 0 ) } j e s t t e č n o u r o v i n o u p ř í m k o v é 
p l o c h y MR{xy) v bodě {tix(u0) + t2y («<,)}• 

B u ď a z n a m e n í o s n o v y 7?{jcy}; p l a t í i d e n t i t y 

(2) = "> (xy), 
(3) Sxí = Sxi) = Syt = Syi] = 0, 
(4) S £ > * . ? = 0, SDx . i) = — u>, SDy . t = u>, SDy . Y] = 0. 

K d y ž ar. o s n o v a R„(xy)u j e s t v i r t u á l n í t ř í d y ^>2, p l a t í d á l e 
i d e n t i t y 
(5) • ( l ^ D l D r ^ m , 

(6) (6,i|,DÍ) = *, (í ri,Drl) = y, 
(7) Sx . Dl = 0, Sx . Dy) = a>, Sy . D% = — <u, Sy . Dyj = 0. 

Přejděme od ar. křivek Cax, Cay k ar. křivkám Caxi, Cayi, kde 

(8) x ^ X . x + Xjy, + 

při čemž l 2 , (iu fi2 jsoi^funkce třídy 1. Aby bylo Ra (xy)u = Ra (xi, yi), 
tedy (xy)„ = (x i ,y i ) „, musí býti 

X lfi2 — X 2 | 1 ,= 1. 

Rovnicím (1) odpovídají rovnice 

Íi = <x»yv DXX) = (X, (12 - X2(J.,) (X, y, Dx,) = (x, y, X,Dx + l2Dy), 

Vt = (x,y,^1Dx + liiDy), 



296 

takže dle (1) 
(9) Si = M + "li = H-i ? + 

Z (8) a (9) je patrné, že Chaslesova korespondence zůstane nezměněna. 
Přejdeme-li od Ra(xy)a k opačně orientované ar. osnově, přejde 

D v — D (v. 422) a tedy r\ přejdou v — — r\. 
Že {/^(í/o) + t2n («o)} Je tečnou rovinou přímkové plochy MR{xy) 

v bodě { ^ ( í O + ^yO/o)}- vychází snadno ze 269 a 281. 
Rovnice (2) vychází snadno ze 420 (1). Rovnice (3) — rovněž 

prvá a poslední rovnice (4) — jsou zřejmým důsledkem rovnice (1). 
Ostatní rovnice (4) plynou z (1) a 422 (2). Derivujeme-li rovnice (3) 
a všimneme-li si rovnic (4), obdržíme rovnice (5). Z (1) plyne 

Dl = (x. y, D 2 x) — (x, Dx, Dy), 
Z*) = (x, y, D-y) - (y, Dx, Dy). 

[(x,y, Dx), (x,y, Dy), (x ,y ,D 2 x) ] = Oit 

[(x, y, Dx), (x, y, Dy), (x, y, D2y)] = 0», 

neboť v obou případech všecky tři ar. roviny nalevo náležejí do Adj. {x, y} 
a jsou tedy lin. závislé. Dle (1) a (10) je tedy 

(l ri,DÍ) = - [(x, y, Dx), (x, y, Dy), (x, Dx, Dy)], 
(5,t],D/í) = - [(x, y, Dx), (x, y Dy), (y, Dx, Dy)j, 

takže dle 109 (2) 
(Ví, D5) = x (x, y, Dx, Dy)2, 
(5, i , Drj) = y (x, y, Dx, Dy)'2, 

z čehož plynou rovnice (6) dle 422 (2). Konečně jest 

(i, IJ, Dl, D/J) = S (5, T;, D ? ) DT] = Sx DTJ = tu. 

425. Buď 7?a(xy),i orientovaná zborcená ar. osnova; buď D 
j e j í d i f e r enc iá ln í parametr. Buď co znamení o snovy tfjxy}». 
Buď A!" ko l ineace ar. bodů. B uď x(u) ~ x'(u), y (u) ~ y ' (u) v A!-. 
D i f e r enc i á ln í parametr o r i en tované ar. osnovy Ra(x'y')u jest 
r o vněž D- Znamení osnovy R{x'y'}* jest w(—co), j e - l i A" posi-
t i vn í (nega t i vn í ) ko l ineace . 

Důkaz je snadný. 

426. Buď #0 (xy)u o r i en tovaná zborcená ar. osnova . Buď 
x (u) oj £ (u), y ( u ) ^ » j ( u ) v Chas l e sově ko respondenc i oriento-
vané ar. osnovy Ra(xy)u v ar. př ímce (xy)u. Buď K unimodu-
lární ko l ineace ar. bodů; buďx(u )<^x ' (u ) , y(u) ~ y ' ( u ) v K. Buď 
A" = Adj. K\ buď § ( a ) ~ r ( a ) , y(u)^y'(u) v A". Pak jest x ' ( a ) ~ 

(10) 

Zřejmě jest 
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(u), y ' (u) ~ y'(u) v C h a s l e s o v ě k o r e s p o n d e n c i o r i e n t o v a n é 
ar. o s n o v y Ra(x'y')a v ar. p ř í m c e (*' /)„. 

Vychází snadno ze 4 3 (1), 4 2 4 (1) a 425 . 

4 2 7 . Buď Ra(xy)u o r i e n t o v a n á z b o r c e n á ar. o s n o v a vir-
t u á l n í t ř í d y buď D j e j í d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r . Buď 
x (u) ~ £ (u), y ( a ) ™ i ] ( a ) v C h a s l e s o v ě k o r e s p o n d e n c i o r i e n t o -
v a n é ar. o s n o v y Ra(xy)„ v ar. p ř í m c e (jcy)«. Buď <a z n a m e n í 
/?{xy}; buď 

(1) a = — jSDxDZ, b = — ̂  S Dx Dq = — j S Dy Dl c = SDyDq. 

P r a v í m e , ž e a, b, c j s o u a s y m p t o t i c k é f u n k c e o r i e n t o v a -
n ý c h ar. k ř i v e k Cax(u), Cay(u). Z m ě n í m e - l i o r i e n t a c i ar. 
o s n o v y /?a(xy)a, p ř e j d o u a, b, c resp. v —a, —b, — c. 

J e - l i o s n o v a Ra(xý)a t ř í d y ^>2, j e s t 

(11 tl> Cli UI 

(2) a= — SD2x. b = -SD2x . / ) = - S D 2 y . £ , c = -SDiy.ri. 

J e - l i r > 3 , j e s t 
ui U1 UI U1 

(3) a = —SxDiS, b = —SxD2r,= -SyD2t SyD2n. 
2 2 2 2 

Je třeba zjistiti, že obě definice funkce b(u) v (1) jsou ekvivalentní, 
t. j. že 
(4) S(DxDri-DyD%) = 0. 

Stačí provésti důkaz za předpokladu, že Ra(xy)u je třídy 2. Dle 4 2 4 
(10) jest 

SDx Iřt] = (x, y, B2y, Dx), SDy Di = (x, y, D2x, Dy), 

takže 

S (Dx DYJ — Dy Dí) = — (x, y, Dx, D2y) - (x, y, D2x, Dy) = -D (x, y, Dx, Dy), 

z čehož plyne (4) dle 4 2 2 (2). 
Rovnice (2) a (3) obdrží se z (1), derivujeme-li 4 2 4 (4) a (7). 
Že o, b, c přejdou v —a, — b, —c, změníme-li orientaci, plyne 

odtud, že D, Š, rj přejdou v — D, — — v (v. 4 2 2 a 424) . 
4 2 8 . Buď Ra(xy)u o r i e n t o v a n á z b o r c e n á ar. o s n o v a vir-

t u á l n í t ř í d y r<>2. Buďte a, b, c a s y m p t o t i c k é f u n k c e o r i e n t o -
v a n ý c h ar. k ř i v e k Cax(u), Cay(u)- B u ď / f u n i m o d u l á r n í k o l i -
n e a c e ar. bodů . Buď v K x(«) ~ x'(«), y (u) ~ y ' ( « ) . Pak a, b, c 
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j s o u a s y m p t o t i c k é f u n k c e o r i e n t o v a n ý c h ar. k ř i v e k Cax' (u), 
Cay' («)• 

Plyne dle definice Adj. K ze 4 2 5 , 4 2 6 a 4 2 7 (1). 

4 2 9 . Buď Ra(xy)u o r i e n t o v a n á z b o r c e n á ar. o s n o v a vir-
t u á l n í t ř í d y r ^ 2 ; buď D j e j í d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r . Buďte 
a, b, c a s y m p t o t i c k é f u n k c e o r i e n t o v a n ý c h ar. k ř i v e k Cax{tí), 
Cay(u)- Buďte l2, /ilf fi2 f u n k c e t ř í d y 1 t a k o v é , ž e j e s t 
i d e n t i c k y 
(1) X,)!,— X.2(1, = S = ± 1 . 
Buď 
(2) x, = X, x + X2y, y , = f i , * + my. 

B u ď t e ai, bu Ci a s y m p t o t i c k é f u n k c e o r i e n t o v a n ý c h ar. kři-
v e k CaXi («), C„yi («)• P a k j e s t 

Sfl, = (flX, + 6X2 + DX2)X, + (6X, + cX2 - DX,) X2, 

(3) sb, = (aX, + 6X2 + DX2) (i, + (6X, + cX2 — DX,) m = 
= + ¿H-2 + A ^ ) X, + (6(i, + c(i2 _ DfJ.])X2, 

sc, = (0(1, + íim + Dm) (1, + (6(1, + cm — D\1,) m-
Buď 
W ?i = (x,,y,,Dx,), 7ll = (x„y1I Dy,). 

Snadno vidíme, že D jest diferenciální parametr orientované ar. osnovy 
Ra (xiyi)u = RaS (jcy)«. Dle (1), (2), (4) a 4 2 4 (1) jest 

(5) s l ^ X ^ + XjT), s-íjt = fi., 5 -f- . 

Dle (4) a 4 2 7 (1) jest na př. ai = — ~ SDxiZ)!i, takže dle (2) a (5) 

(1> 
sa, = - — S (X, Dx + X 2 DY + DX, . x + DX 2 . y ) ( X , D ? + X2DY] + D X , . 5 + DX 2 . V ) , 

z čehož vychází prvá rovnice (3) dle 4 2 4 (3), (4), (7) a 4 2 7 (1). Stejně 
obdrží se poslední rovnice (3) a rovnice 

s b , = aX ,FI, + 6 (X,,I2 + X2 (I,) + cX 2 ( t 2+ y(XLD |x 2 - X 2 D(I , ) + ~ ( h - , D X . 2 - ( I 2 ^ I ) -

Že takto vypočtená hodnota sftj rovná se oběma hodnotám udaným ve (3), 
vychází z identity 

X,Dm — X2D(1, = (1,DX2 — FJ.2Z)X„ 

kterou obdržíme derivujíce (1). 

4 3 0 . Buď tf„(.xy)« o r i e n t o v a n á z b o r c e n á ar. o s n o v a v ir-
t u á l n í t ř í d y r > 3 ; buď D j e j í d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r . Buď 
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x cv yoo 7] v C h a s l e s o v ě k o r e s p o n d e n c i o r i e n t o v a n é ar. 
o s n o v y / ř « ^ ) » v a r . p ř í m c e (xy)«. Buď a z n a m e n í o s n o v y 
/?{xy}„. Buď 

A = ^S{Dx D2Í - Dl D2x), 

O) 
(1) fl = - s (DxD'h) — D-<\Dlx + DyDH — DiD2y), 

4 

C=-2S(DyD2rl-DriD2y). 

B u ď tíx-\-hy l i b o v o l n ý ar. b o d z ř a d y ar. b o d ů s o u m í s t n é 
s ár. p ř í m k o u (xy)u. Buď 

(2) J(tv t2) = At+ 2Btlt1 + Ct.^. 

P r a v í m e , ž e / (&, /» ) je f l e k n o d á l n í f o r m a ar. o s n o v y Ra(xy)a-
B u ď t e fx2 f u n k c e t ř í d y r— 1 t a k o v é , ž e j e s t i d e n t i c k y 

(3) X i (J.2-X i ii1 = s = ± 1. 

D e f i n u j m e Au Bu Ci, v z h l e d e m k Caxi, Cayi tak, j a k o j s m e 
d e f i n o v a l i A, B, C v z h l e d e m k Cax, Cay. Buď 

(4) = + X2y, y, = m* + v~2y. 
Buď 

(5) í, = X , + t *, t2 = l.J* + p.J *, 

a k ž e j e s t i d e n t i c k y 

Pak j e s t i d e n t i c k y 

(7) iM,*2 + + Clt2*2 = s(At2 + 2Btlt2+Ctf). 

Z m ě n í m e - l i o r i e n t a c i ar. o s n o v y Ra(xy), f l e k n o d á l n i f o r m a 
se n e m ě n í . 

Buď x <*> y ~ % Xi ~ li , yi <N> 7jx v Chaslesově korespondenci orien-
tované ar. osnovy Ra(xy), takže platí rovnice 4 2 9 (5). 

Rovnice (7) je zřejir^ ekvivalentní s rovnicemi 

A, = s (i4X,2 + 2BX,X.2 + CX22), 
(8) B ^ s I A X ^ . + BCX^j + X.^,)-!- CX.2fi2], 

C, = s(AH.1* + 2Bp1i>.2+Ctf). 

Dokažme na př. prvou rovnici (8); druhé dvě dokáží se podobně. Ve 
4 3 9 podáme jiný důkaz rovnice (7). Dle (1) jest 

2<uA, = S (Dx, D% - D5, D2x,), 
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ledy dle (4) a 4 2 9 (5) 

2smAl = li*S(DxDii - D\D2x) + X ,X2S(DXD2IÍ-Dr)D2x + DyD2 Í — D4D2y) + 
+ X2

2 S(DyD2?) - DqDly) + X, DX, S(xD 2 í - 4 D2x) + 
+ X,DX2S(2DXD>) — 2DyDl + yD25 — r, D2x) + 
+ X.2DX, S ( 2 D y D í - 2DxDri + xD1^ — ID-y) + 
+ x2DX2S(yD2T, - 7)D2y) + X,D2X,S(?Dx — xDl) -+-
+ X, D2X2 S (T; DX — Y D5) + X2D2X,S(?Dy -XDT]) + 
+ X2D'2X2S(Y]Dy-yD75) + 2(DX,)2S(xDÍ + 5 Dx) + 
+ 2DX,DX2S(xDi] + yD? - Wy - ^Dx) + 2(DX2)2S(yDrJ — i]Dy) + 
+ DX,D'2X2S(xi] - y 5 ) + DX2D2X,S(y? - x t ) ) , 

z čehož vychází prvá rovnice (8) dle (1), 4 2 4 (3), (4), (7) a 4 2 7 (1) 
(2), (3). 

431. Buď Ra(xy)u z b o r c e n á ar. o s n o v a v i r t u á l n í t ř ídy , 
r^>3; b u ď / ( / t , /2) j e j í f l e k n o d á l n í forma. B u ď / f u n i m o d u l á r n í 
k o l i n e a c e ar. b o d ů ; buď v A": x(u) ^ x'(u), y (u) <vy'(a). F l e k n o -
d á l n í f o r m a ar. o s n o v y Ra(x'y\ j e s t r o v n ě ž f(tu /2). 

Plyne dle definice Adj. K ze 425 , 4 2 6 a 4 3 0 (1). 

4 3 2 . Buď Ra(xy)a o r i e n t o v a n á z b o r c e n á ar. o s n o v a vir-
t u á l n í t ř í d y buď D j e j í d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r . B u ď t e 
a, b, c a s y m p t o t i c k é f u n k c e o r i e n t o v a n ý c h ar. k ř i v e k Cax(a), 
Cay (o). S o u ř a d n i c e ar. b o d ů X{u), K(u) (ar. r o v i n 3, H) b u ď t e 
f u n k c e t ř í d y 1. Buď 

P r a v í m e , ž e ar. b o d y X K (ar. r o v i n y 3, H) v z n i k n o u z ar. 
b o d ů X(Y) a s y m p t o t i c k ý m d e r i v o v á n í m . A s y m p t o t i c k é deri-
v o v á n í je v j i s t é m s m y s l u n e z á v i s l é na ar. k ř i v k á c h Cax, 
Cay, j i m i ž d e f i n u j e m e ar. o s n o v u Ra(xy)u• J s o u - l i to"tiž lu 

1*1,(12 f u n k c e t ř ídy 1 t a k o v é , že j e s t i d e n t i c k y 

(2) X,(i2 —X2ií, = S = ± 1, 

j s o u - l i d á l e ai, bi, Ci a s y m p t o t i c k é f u n k c e o r i e n t o v a n ý c h 
ar. k ř i v e k CaXi, Cayi a j e - l i k o n e č n ě 

(i) 
X(u) = DX+bX-aY, Y(u) = DY + cX—bY. 

= (u) = DS + bS — ali, H(u) = Dž + cS-bH. 

j e - l i 
(3) x, = X,x + X2y, y, = |x,x + |i2y. 

(4) 

(5) Xt = DX, + b^^-a^Yt, ý, = DY, + cX, — bY] i, 
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pak jest 

(6) X-1 = X 1 X + M r , K, = | H X + h K . 

Z m ě n í m e - l i o r i e n t a c i ar. o s n o v y Ra(xy)u, pře jdou V v — X , — Ý -
Totéž platí ovšem, když místo ar. bodů X, Y, X, Ý, uvažujeme ar. 

roviny 3, H, 3, H. 

Z prvé rovnice (5) plyne dle (4) 

X, = \,DX+ 1-iDY + (DX, + ¿>,X, - a l ( i , ) X + (DX2 + ¿>,X2 - 0.^2) Y. 

Dle 4 2 9 (3) je však 

b, X, - a,(1, = sX, [(aX, + 6X2 + DX.J (i, + (¿>X, + CX2 _ DX,) ¡JL.2] — 
- Sfi, [(aX, + 6X2 + DX2) X, + (í>X, + cX.2 - DX,) X2] = 
= s (X,(l2 - X2fi,) (¿>X, + cX2 - DX,) = 6X, + cX2 — DX, 

a podobně se nalezne, že 

b, X2 — a, |i.2 = — (aX, + i>X2 -f DX2), 
takže 

X, = X,DX + )>2DK + (6X, + c X j ) X - (aX, + É>X2) K = X , X + X2ý, 

což je prvá rovnice (7); podobně se odvodí druhá rovnice (7). 

4 3 3 . B u ď Ra(xy)u o r i e n t o v a n á z b o r c e n á ar. o s n o v a vir-
t u á l n í t ř í d y B u ď x ~ y ~ í] v C h a s l e s o v ě k o r e s p o n -
d e n c i ar. o s n o v y /?tt(xy)u. B u ď m z n a m e n í o s n o v y # { x y } u . 
N e c h ť ar. b o d y x, ý (ar. r o v i n y f, ij) v z n i k n o u z ar. b o d ů x, y 
a s y m p t o t i c k ý m d e r i v o v á n í m . P a k j e s t 

Sxí = 6, S y | = 0, Sx? = 0, SýS = u>, 
Sxri = o, Syi) = 0, Sxti = — <u, Sýi] = 0, 

( 1 ) Sx5 = 0, Sy5 = —u>, S x í = 0, Sýí = 0, 
Sxři = u>, Sy-fi = 0, SXTÍ = 0, S ý i = 0. 

(2) ( x y x ý ) = u>. 

Vychází snadno ze 4 2 2 (2), 4 2 4 (3), (4), (7) a 4 2 7 (1). 

4 3 4 . B u ď Ra(xy)a o r i e n t o v a n á z b o r c e n á ar. o s n o v a vir-
t u á l n í t ř í d y r^>2. B u ď D j e j í d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r . B u ď t e 
a, b, c a s y m p t o t i c k é f u n k c e ar. k ř i v e k Cax, Cay. P r a v í m e , ž e 
ar. k ř i v k y Cax, C„y v y t v o ř u j í ar. o s n o v u Ra(xy)a a s y m p t o t i c k y , 
j e - l i i d e n t i c k y a = b = c = 0. B u ď t e k2, fiu (i2 f u n k c e t ř í d y 1 
t a k o v é , ž e j e s t i d e n t i c k y 

(i X,(J.2 — X.2(1,= l. 
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Buď 
(2) x, = X,x + X2}/, y, = |i,* + M1-

Ar. křivky Cax i, Cayi v y t v o ř u j í ar. osnovu Ra(xy)a a s ymp to t i cky , 
když a jen když funkce X2, fi í t fi2 sp lňu j í d i f e r e n c i á l n í 
r o v n i c e 

D\, = b\, + c\.2, DXa= —aX, — 
D ( i , = + q i 2 , D m = - a,a, — í>m. 

Jsou-l i Cl, c2, dl, d2 konstanty takové , že Cid2 — c2di = 1, 
l ze urč i t i j edn ím a jen jedním způsobem funkce l2, (i2 

tak, aby 1° r o vn i c e (1) a (3) b y l y sp lněny iden t i cky , 2° aby 
pro u = u0 b y l o : h = ct, ft = di ( / = 1. 2). 

V y t v o ř u j í - l i ar. k ř i vky Cax, Cay ar. osnovu Ra(xy)a asym-
p to t i cky , p lat í to též o ar. k ř i vkách CaXi, Cayi, když a jen když 
h, ¿2, Pí, i"2 jsou konstanty. 

Dle 4 2 9 (3) je třeba pouze zjistiti, že rovnice (3) jsou za před-
pokladu (1) ekvivalentní s rovnicemi 

(aX, + Í>X2 + DX 2 ) X, + (&X, + cX2 — DX , ) X2 = 0, 

(aX, + 6X2 + D X j ) (x, + (6X, + CX2 - D X , ) m = 0 ; 
(4) 

(a(i, + ůfi2 + D m ) X, + (6(J., + C(i2 - D f i , ) X2 = O, 

(a|i, + + D\í..i) [i, + (6|i, + c\i2 — Dii.,) (i2 = 0. 

Rovnice (4) jsou však zřejmě splněny, platí-li rovnice (3). Naopak z rovnic 
(4) soudíme, že buď platí rovnice (3), nebo že jest — 1 2 ^ = 0; 
avšak druhá možnost je ve sporu s (1). Že lze rovnicím (1) (3) jedním 
a jen jedním způsobem vyhověti, jsou-li dány konstanty Ci, c2, di, d2, vy-
chází z 68. 

- 4 3 5 . Buď /?0(xy)a o r i en t o vaná zbo rcená ar. o snova vir-
tuá ln í t ř ídy r ^ 4 . Buď D j e j í d i f e r e n c i á l n í parametr . Buďte 
a, b, c a s y m p t o t i c k é funkce ar. k ř i vek Cax, Cay. Buď f(t1} t2) = 
Ati -+- 2Btxt2-{- Ct2 f l e knodá ln í forma ar. o snovy /?a(xy)u. Buď 

Á = DA + 2(Ab — Ba), 

(1) B = DB + Ac - Ca, 

Č = DC + 2(Bc — Cb). 

Buďte Aj, X2, ni, fi2 funkce t ř ídy 3 takové , že jest i d e n t i c k y 

(2) 

Buď 
(3) 

X,(i2— X2(i, = s = ± 1. 

x, = X ,x-(-X2y, y, = ( i , x+my-
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B u ď t e ai, bu Ci a s y m p t o t i c k é f u n k c e ar. k ř i v e k Caxu Cay• B u ď 

(4) f| = Ml* + Mt*, <2 = Ml* +^'2*, 

t a k ž e j e s t i d e n t i c k y 

(5) t,x + tiy = tl*xl + tt*yl. 
B u ď 

Ái = DAl + 2(Albl~Blax), 

(6) B, = DBl + Alcl-Clal, 

(?, = £<:,+ 2(B1c,-C,6 l). 

P a k j e s t i d e n t i c k y 

(7) i i lř1« + 2fl,ř1*/1* + Č1ř1« = 5(i/1*-|-2flřlřs+ čí,»). 

J e - l i buď 

Á = DÁ+ 2(Áb - Ba), 
(8 ) B = DB + /4c —Ča, 

Č= Z)C+2(f íc- ČĎ), 

(9) BX = DB, + Axcx-Cxau 

P a k j e s t i d e n t i c k y 

Ax = DAi + 2(Atbl-B,at), 

Bx = DBx + Áxc^-Čx a„ 

Či = DČ, + 2(Blci-Č,bl). 

(10) AJ,** + 2 Bx + c, V* = s 04*,* + 2Bt, + Ctf). 
F o r m a 

(11) f{ti,t1) = ÁUi + 2Btl+t.lČt?, 

n a z ý v á s e (prvá ) a s y m p t o t i c k á d e r i v a c e f l e k n o d á l n i f o r m y 
f(ti,tť). F o r m a 

f(tllt,) = Atl' + 2Btlt2+Čť1\ 

n a z ý v á s e d r u h á a s y m p t o t i c k á d e r i v a c e f l e k n o d á l n i f o r m y 
f(ti, t2). Z m ě n í m e - l i o r i e n t a c i ar. o s n o v y Ra(xy)a, p ř e j d e f{tx, t2) 
v — f(tx, / s ) ; / ( ř i , t2) s e n e m ě n f . 

Určeme llt l2, mx, m2 jako funkce u tak, aby bylo 1° 

(13) /, mj — l-2m, = s, 

2° aby platily diferenciální rovnice 

(H) D/, = bI, + cl.2, Dl,, = - alx - bí2, 
Dm, = bm, f cm.2, Dm2 = — am, — bm2 
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a položme 
(15) x = llx+l1y, ý = m,x + mty. 
Položme dále 
(16) f , = fJ i + rnJi, U = M, + m.J2, 

takže jest identicky tiX + t2y = hx + t2y, a považujme tu t2 (tedy dle (4) 
též ti*, t2*) za funkce tří neodvisle proměnných u, tly t2. Položme za 
tohoto předpokladu 

- 1 3f 
Acp (u, t,, t2) = —====== — 

iWfT 
takže zejména,-když cp je funkcí jediné proměnné u, jest z1<p = D<p, na př. 
AA = DA, AAl = DAi, kdežto Jti = Jt2 = 0. Dle (14) a (16) jest 

(17) Ať, = bi, + cti, = -at,~ bti. 

Dle (4) a (16) můžeme položití 

(18) tt* = t1*l, + ml*ti, t1* = k*~ti + mi*l,-, 

dle (2) a (9) bude 
(19) ll*m.i*-L2*ml*=\. 

Ze (13) a (14) vychází dle 4 3 4 , že ar. křivky Cax, C„y vytvořují ar. 
osnovu Ra{xy)tt = R«(xiyi\ asymptoticky. Dle (18), (19) a 4 3 4 je tedy 

(20) D/,* = V . * W 2 * . Dlf = -allt*-blli\ 

Dm,* = í»,m,* + c,m2*, Dm? = — - ů,m2*. 

Z (18) a (20) následuje 

(21) At* = bítí* + cit.i*, Af2» = - a , < , * - V 2 * . 
Užijeme-li operace J na identitu 4 3 0 (7), obdržíme dle (1), (17) a (21) 
formuli (7). Užijeme-li na tuto formuli znovu operace A, obdržíme (10). 

4 3 6 . Buď Ra(xy)u o r i e n t o v a n á z b o r c e n á o s n o v a v i r t u -
á l n í t ř í d y buď f (U, t2) = Ah3 + 2 Bht2 Ť Ct2* j e j í f l e k n o -
d á l n í f o r m a . H o d n o t a v ý r a z u ^ pro d a n é u, k d e 

(1) g\ = B2 — AC, 

j e s t ar. o s n o v o u Ra(xy)u a ar. p ř í m k o u (xy)„ ú p l n ě u r č e n a ; pra-
v í m e , ž e j e p r v ý u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t ar. o s n o v y Ra(xy)u• 
J e - l i r ^ 4 , bud f(t1,t2) = Át13 + 2 f l ř , ř , + Čt23 a s y m p t o t i c k á der i -
v a c e f l e k n o d á l n í f o r m y f(tlf t2).Jest 

(2) -Dgx = ÁC+CÁ-2BB. 
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B u ď 
(3) gi = B*-ÁČ. 

H o d n o t a v ý r a z u g2 pro d a n é u j e s t ar. o s n o v o u Ra(xy)* a ar. 
p ř í m k o u (xy)a ú p l n ě u r č e n a ; p r a v í m e , ž e g2 j e s t d r u h ý uni -
m o d u l á r n í i n v a r i a n t ar. o s n o v y Ra (xy)„. J e - l i r ^ 5, b u ď 
f(tu t2) = i4ři3 + 2 Bti t2 + Čt2* d r u h á a s y m p t o t i c k á d e r i v a c e f l e k -
n o d á l n í f o r m y f(tut2)- Buď 

A B C 

(4) g3 = A B C 

A B C 

H o d n o t a v ý r a z u g s p r o d a n é u j e s t o r i e n t o v a n o u ar. o s n o v o u 
Ra(xy)a a ar. p ř í m k o u (xy)„ ú p l n ě u r č e n a ; p r a v í m e , ž e g3 j e 
t ř e t í u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t ar. o s n o v y Ra(xy)u• Z m ě n í m e - l i 
o r i e n t a c i ar. o s n o v y Ra(xy)u, p ř e j d e g3 v — g3. P r v ý , d r u h ý , 
t ř e t í u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t ar. o s n o v y Ra — (xy)„ j sou r o v n ě ž 
gi> g2, gs-

Vychází snadno ze 7 5 (4), 7 6 (4), 7 9 (3), 4 3 0 (7) a 4 3 5 (7), (10). 

4 3 7 . B u ď Ra(xy)a o r i e n t o v a n á z b o r c e n á ar. o s n o v a vir-
t u á l n í t ř í d y r ^ 3 ; buď D j e j í d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r . B u ď 
jcrvi-, y t v í ] v C h a s l e s o v ě k o r e s p o n d e n c i o r i e n t o v a n é ar. 
o s n o v y Ra(xy)u v ar. p ř í m c e (xy)a. Buď a z n a m e n í o s n o v y 
R{xy)u• B u ď t e a, b, c a s y m p t o t i c k é f u n k c e o r i e n t o v a n ý c h ar. 
k ř i v e k Cax, Cay. B u ď 

(1) j=—S(DxD'2t\ — Dy,D*x- DyDH + DiD2y) -3 (ac — b1). 
4 

H o d n o t a v ý r a z u j pro d a n é u j e s t ar. o s n o v o u Ra(xy)* a ar. 
p ř í m k o u (xy)u ú p l n ě u r č e n a . P r a v í m e , ž e / j e č t v r t ý u n i m o d u -
l á r n í i n v a r i a n t ar. o s n o v y Ra(xy)„• Č t v r t ý u n i m o d u l á r n í in-
v a r i a n t ar. o s n o v y Ra — (xy)„ j e s t r o v n ě ž /. 

B u ď t e l2 , f*i, P2 funkce třídy 2 takové, že jest identicky 

( 2 ) )-|M-2— >-2H-i = 'S = ± 1-

Buď 
x ^ X . x + Xjy, y, = (i,*-|- w 

Buď 
= + = + (ijY)). 

Máme ukázati (v. 4 2 9 ) , že 

S (DxD\ — Dt]D1 x — DyD2í + DíD2y) — \2^(ac -bí) = 
= S(Dx,D2ril - Di\iD2xt - Dy,D2?, + D?,D2y,) - 12u> (a,c, - Ď,2). 

Č e c h , Projektivní diferenciální geometrie. I. 20 
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= s 

Snadným počtem se obdrží (v. 4 3 0 ) , že 

S(Dx,D2ti, -DT ) ,D 2 X , — DytD% + DÍ,D2y,) = 
= S(DxD2rj - DyD2x — DyD2í + DlD2y) — 

(4) 
— 2u>s [6 (X, £>m — (1, DX,) a + 6 (X, Dh-2 — ¡x.2DX, + X2D(i, — n, DX2) b + 

+ 6(XjDjj-2- (l2DX2) c + X,D2m + mD2X, - X2DV, - |JL,D2X2 - 4DX,D(1.2 + 4D/x,DXJ. 
Dále jest dle 4 2 9 (3) 

a l C l _ 6 , 2 = 
(flX, + 6X2 + DX2) X, + (f>X, + CX.2-DX,)X2, (CX, + 6X2 + DX2) |j., 4- (6X, + CX.2-DX,)(JL2 

(ap, + V 2 + Dfi2) X, + (bn, + cji.2-DH.2)X,, (fffi, f ĎfJ-2 4-Dm) |x, + (¿[i, + C|j.2-Dp.,) |±2 

ÍÍX,+ R 2 + DX2, Í>X, + cX.2 — DX, 
«H-i + ¿m + DfJ-2, + cjx.2 — D(i, 
a 6 

- s(aX, + í>X2)D(i, - s(6X, + cX2)D(i2 + o c 
+ s (fl|i, + V , ) DX, + s (6(1, + C(i2) DX2 + s (DX, D(JL, - DXjDu,), 

čili 

— 6| l = a c ' — 6 2 + S ( ( I , D X , — X,DJI,)FL + S ( ( L 2 D X , — X, Z>FI2 + H-,DX2 — X 2 D ( I , ) 6 + 

(5) + S ((i2DX2 - X2D|X2) C + S (DX,D(i2 - D(j.,DX2). 

Derivujeme-Ii však dvakráte rovnici (2), obdržíme 

(6) X,DV 2 + (12D2X, — X.2D2(1, - - (i.,D2X2 + 2DX,D(JL2 — 2D(i,DX2 = 0. 

Ze (4), (5) a (6) vychází (3). Jiný důkaz podáme ve 4 3 9 . 

4 3 8 . B u ď Ra(xy)a o r i e n t o v a n á ar. o s n o v a v i r t u á l n í t ř í d y 
r ^ 3 ; buď D j e j í d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r . B u ď y ~r\ 
v C h a s l e s o v č k o r e s p o n d e n c i . N e c h ť a r . b o d y x, y (ar. r o v i n y 
4, i\) v z n i k n o u z ar. b o d ů x, y (z ar. r o v i n rf) a s y m p t o t i c -
k ý m d e r i v o v á n í m . B u ď / f a , ř2) = Atf - f 2BUU + C/2

S f l e k n o d á l n í 
f o r m a ar. o s n o v y 7?,,(xy); buď j č t v r t ý u n i m o d u l á r n í i n v a r i -
a n t ar. o s n o v y Ra(xy). B u ď t e a, b, c a s y m p t o t i c k é f u n k c e 
o r i e n t o v a n ý c h ar. k ř i v e k Cax, Cny. P l a t í r o v n i c e 

(1) Dx = -bx + ay + x, Dy = -cx + by + ý, 

(2) Dx = - (B +j) x + Ay - bx + aý, Dý = -Cx + (B-J)y- cx + bý; 

(3) Di = -bl + arl + i, Drt = -cl+bTí + -fí, 

(4) DÍ = ( B - j ) l - A r l - b Í + aři, D^ = Cl-(B+J)-n-ck + bi). 

Rovnice (1) jsou zřejmé z definice ar. bodů x, ý; podobně rovnice (3) 
Rovnice (2) jsou zřejmě ekvivalentní s rovnicemi 

D2x = - 2 bDx + 2a Dy + (ac — b2 — Db — B —j) x+(Da + A) y, 
(5) 

D2y = - 2cDx + 2 6 D y - (Dc + C)x + (ac - b2 + Db + B — j)y. 
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Abychom dokázali rovnice (5), uvažme, že ar. body x, y, Dx, Dy, jsou 
lin. nezávislé (v. 4 2 2 (2)), takže lze určiti pn, p12... q22, tak, aby bylo 

(6) D'2x=puDx + pnDy + qxix+ quy, 
D2y = pnDx + p.nDy + qnx + q.ny. 

Počítáme-li ze (6) SŠD*x, SšDsy, SvD^x, SnD8y, obdržíme dle 4 2 4 (3), 
(4) a 4 2 7 (2) 

(7 ) P . . = — 26, p 1 2 = 2 a, pit = -2c, p.n = 2b. 

Derivujíce rovnice 427 (1), obdržíme 

— 2 (u Da = S{Dx D 2 í + D í D-x), —2u>Dc = S (DyD2-r\ + Drj DJy), 

— 2 u. D6 = S (Dx + Drt D1x) = S(DyD2í + D5 D2y). 

Odtud, ze 4 3 0 (1) a 4 3 7 (1) vychází 

SDID1 x = — uj (Da -j- A), SDrtD2x = — u> (Db + B + j) — 3w (ac - b'2), 
(8) SDlD2y = — u>(Db + B—j) + 3a.(ac — b2), SDyD2i] = — <u(Dc + C). 
Počítáme-li ze (6) výrazy SDš&x, SDšDfy SDnD*x, SDnD3y, ob-
držíme dle (8), 4 2 4 (7) a 427 (1) 

— to (Da + -4) = — 2u>ap,, — 2u>6p l 2 — wqn, 

— OJ (Db + B—j) + 3UJ (ac — b2) = — 2u>ap.2, — 2mbpn — mqn, 
— u>(Db + B + j) — 3UJ ( a c — b'2) = — 2U>6pM — 2<ucp12 + u>qn, 
— U) ( D c + C ) = — 2uibp.n — 2mcp.n + u>021. 

Odtud a ze (7) plyne 

qn = ac-b2-Dc-B-j, ?12 = D a - M , 
q.2l = - Dc — C, qn = ac — b2 + Db + B— j. 

Ze (6), (7) a (9) vychází (5). Rovnice (3), (4) plynou z (1), (2) dle 69 
neboť duální jehlan (ůt\, — co£, — cot], ml- je dle 4 3 3 adjungován k x, y, x, y, 

4 3 9 . Jsme nyní s to podati nový důkaz rovnic 4 3 0 (7) a 4 3 7 (3). 
Buď fta (xy)a orientovaná zborcená osnova virtuální třídy 3; buďte a, b, c 
asymptotické funkce orientovaných ar. křivek Cax(u), Cuy(u); definujme 
A, B, C,j jako ve 4 3 0 (1) a 437 (1). Buďte Xlt ).2, f iu fi2 funkce třídy 2 
takové, že jest identicky 
(1) X l fi2-X2|i, = S = + 1; 
buď 

= ^i* t X2y, y, = n,x + ji2y-

Mějte Oi, bi, Ci; Au Bu Ci; /'i týž význam vzhledem k Caxu Cayit jako 
a, b, c; A, B, C; j vzhledem k Cax, Cay• Buďte tiX-rt2y, t1x-\-t2y 
dva ar. body incidentní s (xy). Buď 

20» 
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tx = x,t* + ji, t*, t2=x2/,* + 

takže jest 

(2) 

iiX + tiy = *,**> + t*yx, xxx + w = T,*X, + 

Dokážeme, že jest identicky 

(3) + (B, + /,) t,'u* + (B. -/',) '2%* + C,/.2*x.2* = 
= S [ilí.t, + ( «+/> ř,tt + (B - / ) + c/2r2]. 

Abychom obdrželi 4 3 0 (7), stačí ve (3) položití t, = /*, = t* ( / = 1, 2). 
Jestliže pak ve (3) vyměníme písmena t a r , a tak vzniklou identitu ode-
čteme od (3), obdržíme 

('.* V - W ) / . = « -

Z (1) a (2) však plyne 

takže vychází jx=j, jak bylo přímým počtem ukázáno ve 4 3 7 . 
Rovnice (3) dokážeme takto: Buď x X i < v > í i , yi^Jíji, 

v Chaslesově korespondenci. Nechť x, y (f , řj) vzniknou z x, y (Š, v) 
asymptotickým derivováním vzhledem k C„x, C„y; stejně nechť vzniknou 
x, y ( l V ) z x, y (I, i)). Dle 4 3 2 a 4 3 8 (2), (4) jest 

(4) x = -(B + f)x + Ay, y = — Cx+(B—j)y, 

Š=(B-/)e-Av, v =Ce-(B+J)v. 

Nechť ¿i, ýi, (Íi, řii) vzniknou z xx, yx Vi) asymptotickým derivováním 
vzhledem k C„xi, Cayi; stejně nechť vzniknou x1; y t (£, %) z yx fa). 
Z týchž důvodů jako (4) platí rovnice 

*i = - ( f l i + / i ) * i + Atyu y, = - C , x , + ( B , - j , ) y „ 
(5) 5, = (B, —y,)í, — iMt, = C,í, - (B, + /,)Tjt. 

Ježto (v. 4 2 9 (5)) 

I, = S (X,Í + X.2Y;), TJ, = «(( ! , { + (IJ-RI), 
jest dle 4 3 2 (6) 

XI = ^¡X + X.2J), J>, = H-T* + 

ki = S (X,? + X.2Í), I , = s ((1,5 + (I-II; 

= + yi = H-i* + f-2y. 
5, = s (X ,'Í + XJIJ), IJ, = S (11,'Š + (I.2II), 

akže dle (2) 
ti*xt + /2*Ý, = txx + t.j, T,*5, + = S(T,5 + T.2I), 

+ t2*ýt = txx + t j , + T2*ij| = s (t,'í + tjŤj), 
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tedy též 

S [ ( V * , + Vý . ) ( V í , + V * i , ) - (V* , + Vy, ) ( V í , + V Í , ) ] = 
(6) 

= «S[ ( f , i + ty) (t,{ + T.2ii) - (*,*•+ ÍJr) (t,{ + trf)]. 

Pravá strana rovnice (6) dá se uvésti dle (4) a 4 3 3 (1) na tvar 

2Sm [AÍxt, + (B+ j) ttt.2 + {B-J) ttt, + 0 . 2 T 2 ] ; 
pro levou stranu vychází podobně dle (5) 

2u> [ ¿ , V V + (B, +J\) V V + (fi, - 7 0 V V + c , V V i -

je tedy rovnice (6) ekvivalentní s žádanou rovnicí (3). 

Oskulačni regulus, lln. kongruenoe a lln. komplex. 

4 4 0 . Buď Ra(xý)j o r i e n t o v a n á z b o r c e n á ar. o s n o v a t ř í d y 
N e c h ť ar. b o d y x, y v z n i k n o u z ar. b o d ů x, y a s y m p t o -

u 
t i c k ý m d e r i v o v á n í m . Z v o l m e l i b o v o l n ě u• B u ď Ra r e g u l u s 
o b s a ž e n ý v 
(1) {(*y). (xý)-(yx), (xý)}. 

u 
R e g u l u s Ra — a ž á d n ý j i n ý r e g u l u s — má s o s n o v o u /?{xy} 

u 
t r o j p ř í m k o v ý s t y k v p ř í m c e {xy}u• P r a v í m e , ž e R2 j e s t o s k u -

u 
l a č n í r e g u l u s o s n o v y /?{xy} v p ř í m c e {xy}u- K v a d r i k a MR2 na-
z ý v á s e o s k u l a č n i k v a d r i k a o s n o v y R(xy) v p ř í m c e {xy}„. 

Stači provésti důkaz za předpokladu r ^ 3 . Dle 4 3 8 (1), (2) jest 

(2] D(xy) = (xý) — (yx), 
DHxy) = 2[(xý)~J(xy)]-

u 
Dle 2 0 9 (2) je pouze třeba ukázati, že regulus R2 jest obsažen v {(xy), 
D(xy), D l ( x y ) } , což je dle (2) zřejmé. 

441 . B u ď Ra(xyorientovaná z b o r c e n á ar. o s n o v a t ř í d y 
u 

/\^>2. B u ď x ~ | , y ~ í j v C h a s l e s o v ě k o r e s p o n d e n c i . B u ď MR2 

o s k u l a č n i k v a d r i k a o s n o v y /?{xy} v p ř í m c e {xy}„. B u ď z l i b o -
v o l n ý v l a s t n í ar. b o í ; b u ď 

dx dv 

(,) Z = X1x + X2y + X 3 - + X4^. 

B u ď 

(2) < = + ^ + 
U 

P a k {£} j e p o l á r n í r o v i n a b o d u {z} v z h l e d e m k Af/?a. 
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Nechť x, ý ( i , Jj) vzniknou z x, y (£, v) asymptotickým derivová-
ním. Je-li 

r ^ j X + my + M + f ^ 
jest dle 4 3 8 (1), (3) 

C = H-i? + H-21! + mí + M-

Dle 4 3 3 (1) jest (v. 4 8 ) 

— z ] = "»C. 

takže {£} jest polární rovinou bodu {z} vzhledem ke kvadrice Aí[£fj — Jjí]. 

Avšak dle 4 4 0 a 1 3 0 jest M — nš\ = MR2, neboť dle 4 3 3 (1) k jehlanu 
x, y, x, y jest adjungován duální jehlan tofj, — — <ůt\, 

4 4 2 . B u ď Ra(xy)u z b o r c e n á ar. o s n o v a t ř í d y 3. B u ď 
Ati* 2Btit2 + Ct2 f l e k n o d á l n í f o r m a ar. o s n o v y Ra(xy)*. B u ď 
U 

R2 o s k u l a č n i r e g u l u s o s n o v y /?{xy} v p ř í m c e {xy}u. O s n o v a 
i i -tf{xy} a r e g u l u s R2 m a j í č t y ř p ř í m k o v ý s t y k v p ř í m c e {xy}O0> 

k d y ž a j e n k d y ž 
(1) A(u0) = B(un) = C(u„) = 0. 

K d y ž a j e n k d y ž j e s t p r o k a ž d é u : A = B = C=0, j e s t o s n o v a 
R{xy} o b s a ž e n a v p e v n é m r e g u l u . K d y ž p r o ž á d n é u n e p l a t í 
s o u č a s n ě v š e c k y t ř i r o v n i c e .4 = 0, B = O, C = 0, p r a v í m e , ž e 
o s n o v a /?{xy} i ar. o s n o v a Ra(xy) j s o u r e g u l á r n í * ) . 

Dle 4 3 8 a 4 4 0 (2) jest**) 

(2) iD1 (xy) = A (yý) — B [(xý) + (yx)] + C (xx) - 2jD (xy) - Dj . (xy). 

Dle 2 0 9 (2) a 4 4 0 máme ukázati, že pro u = u0 D3(xy) náleží 
do {(xy), D(xy), £>9(xy)}, když a jen když platí (1). To však vychází ihned 
ze (2) a 4 4 0 (2), neboť ar. komplexy 

(xy), (xy) - (yx), (xy), (xx), (xy) + (yx), (yý) 

jsou dle 1 0 6 (1) a 4 3 3 (2) lin. nezávislé. 
u 

Je-li osnova R {xy} obsažena v pevném regulu R2, je zřejmě R2 — R2 

pro každé u, tedy R {xy} a R2 mají čtyřpřímkový styk v {xy}u pro každé u, 
takže jest identicky A = B = C—0. 

Buď identicky A = B = C=0. Dle 4 3 8 jest 

O ( M - Y ! 6 ) = 0 , 

*) Mluvíme krátce o regulární (ar.) osnově místo o regulární zborcené (ar.) osnově. 
**) Rovnice (2) má smysl Jen, když To neni však na újmu obecnosti důkazu. 
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takže rovinová forma Šf) — rji je pevná. Ve 4 4 1 jsme si však všimli, že 
u u 

MR2 = M [Šň — Tedy kvadrika MR2 je pevná. Odtud snadno vy-
ti u 

chází, že regulus R2 je pevný. Zřejmě však osnova R {xy} jest obsažena v R2. 

4 4 3 . B u ď Ra(xy)a r e g u l á r n í ar. o s n o v a t ř í d y B u ď 
f(tu t,) = Ati* + 2 Bhta + Ct,* j e j í f l e k n o d á l n í f o r m a ; b u ď 
gi = B3 — AC j e j í p r v ý u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t . B o d {/Xx + ř2y} 
ř a d y b o d o v é s o u m í s t n é s p ř í m k o u {xy}« n a z ý v á s e f l e k n o d 
o s n o v y # { x y } v p ř í m c e {xy}«, k d y ž f(tu t2) = 0. J e - l i p r o d a n é a 
l ° £ i > 0 , 2 ° £ i = 0 , 3 ° ^ < 0 , p o č e t f l e k n o d ů o s n o v y /?{xy} v př ímce 

u 
{xy}u j e s t 1°:2 , 2 ° : 1 , 3° :0 . B u ď # 2 o s k u l a č n í r e g u l u s o s n o v y 

u u 
/?{xy} v p ř í m c e {xy}*. B u ď R' 2 k o m p l e m e n t á r n í r e g u l u s k R2. 
J e - l i { h x + h y } f l e k n o d o s n o v y i?{xy} v p ř í m c e {xy}«,, n a z ý -

u 
v á m e p ř í m k u {<7} r e g u l u R'2 i n c i d e n t n í s {?iX + /2y} f l e k n o -
d á l n í t e č n o u o s n o v y # { x y } v p ř í m c e {xy}«- V z n i k n o u - l i ar. 
b o d y x, y a s y m p t o t i c k ý m d e r i v o v á n í m z x, y, j e s t 

O) M = {tíx + tiy. Ui + t j ) . 
u 

P ř í m k o v á p l o c h a MR{xy} a k v a d r i k a MR2 m a j í v b o d ě 
{tiX-\-t2y} č t y ř b o d o v ý s t y k , k d y ž a j e n k d y ž {hx-\-t2y} j e s t 
f l e k n o d o s n o v y 7?{xy} v p ř í m c e {xy}B. B u ď {Ux-\-t2y} f l e k n o d 
o s n o v y 7?{xy} v p ř í m c e {xy}„: p ř í m k o v á p l o c h a M/?{xy} a k v a -

u 
d r i k a MR2 m a j í v b o d ě {ftx + t2y} p ě t i b o d o v ý s t y k , k d y ž a j e n 
k d y ž p r o p ř í s l u š n é u j e s t g1 = Dg1 = 0. 

Rovnice (1) vychází ihned ze 128 a 4 4 0 . 
«0 

Při studiu styku přímkové plochy AW?{xy} a kvadriky MR2 v bodě 
{/IX(ÍÍO) + Uy («0)} můžeme — jak snadno vychází ze 4 3 0 , 4 3 4 a 4 3 6 — 
bez újmy obecnosti učiniti tyto předpoklady: 1° tx — t, t2 = O, 2° ar. křivky 
CaX, Cay vytvořují ar. osnovu Ra (xy) asymptoticky, takže A (u0) = O, 
když a jen když bod (x(« 0 )} je fleknod osnovy # { x y } a dle 4 3 8 (1)„ (2) jest 

(2) D*x=-(B+j)x + Ay, D2y = — Cx + (B — j) y. 

Je-li A (uo) = O, jest gx ( * ) = [B (a 0 )ř , — i = C (a0) (DA).=+ -

— 2B(uo)(DB)a=u0. Rovnice gi(u0) = (Dg1)*=u0 jsou tedy pak splněny, 
když také B(u0) = (DA)lí=Uí = 0. Obráceně, když A (a0) = gi («„) = 
= (Dgi)u=^ = O, jest B (a0) = (£M)»=»o = neboť jinak by bylo A (a0) = 
= B ( u 0 ) = C(a 0 ) = 0, t. j. osnova # { x y } nebyla by regulární. Je-li V okolí 
ar. bodu |a0, 0|», splyne patrně A í # { x y } v okolí bodu {x («<>)} s plochou 
Mz (a, v) (|a, v|» ve V), kde 
(3) z(«,v) = * + v y . 
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Klademe-li £ 0 = £ ( u 0 ) , tj0 = 7](u0), £0 = £( U o )=(£>£)„ = 1 v i j 0 = 7 j ( t , 0 ) = 
"o 

= (Dr))a=ua jest, jak jsme ve 4 4 1 viděli, MR2 = Af [£0?jo — ^oío], takže dle 
u„ 

2 9 3 přímková plocha MR{xy} a kvadrika MR2 mají v bodě {JC(U0)} 
s-bodový styk, když a jen když rovinová forma š0Vo — Voio a plocha 
M{z) mají v {x(u0)} s-bodový styk, tedy dle 2 5 6 (1), když a jen když 

(4) »=o 
3° 9» 

Ze (3) je zřejmé, že ty rovnice (4), v nichž ff2^3, jsou vždy splněny. 
Nastane tedy s-bodový styk, když a jen když 

("^"5(SzÉo. Szio — SZ7)0 . Sz50)~| = 0 , (O^o^s-1 ) 
L9U JU = U0 

\h ř (Szt»> •Szi>" - SzTi" • = (° Ž * - 2) Loti dv J ti = u„ 
v=v„ 

r 3° 31 . "I 
2(Sz?„ • Sz%, — Szi)o . 5zí„)Ju=u=0, ( 0<o^s -3 ) 

v = v0 

což snadno upravíme (v. (3)) na tvar 

(5) [£>'5y(í0iu-Y íoí0)]u=:l ic=O ( ( 0<a^s -3 ) 

(e í fD^Sx^Sy^ + Sy^SxYjo- Sx^Syk,-SyT)oSxí(l)]„=„u= O, 

(7) [0°SX(50Í ( )-Y1oÍ ( ))]u=Bo=O. ( 0á «5 . s - l ) 

Ze (2) a 4 3 3 (1) je patrné, že rovnice (5), (6), (7) jsou vždy splněny, 
když (7 = 0, 1, 2. Odtud vychází: Trojbodový styk nastane vždy. Čtyř-
bodový styk nastane, když a jen když je splněna též ta rovnice (7), 
v níž a — 3. To dává dle (2) a 4 3 3 (1) podmínku J4(Í/o) = 0, V souhlasu 
s teorémem. Pětibodový styk nastane, když a jen když 1° i4(u0) = 0, 
2° platí ta rovnice (6), v níž a = 3, 3° platí ta rovnice (7), v níž a = 4. 
Podmínka 2° dává po snadném počtu fi(u0) = 0; podmínka 3° dává 
(DA)u=u0 = 0. Jsou tedy podmínky pro pětibodový styk v souhlasu s teo-
rémem : A (u0) = B (u0) = (DA)u=ua = 0. 

4 4 4 . Bud^? 0 (xy ) u o r i e n t o v a n á r e g u l á r n í ar. o s n o v a tř ídy 
r> 3; buď Atf + 2 Bht2 + Ct22 j e j í f l e k n o d á l n í f o r m a . N e c h ť ar. 
b o d y x, y v z n i k n o u z ar. b o d ů x, y a s y m p t o t i c k ý m d e r i v o v á -
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U 
ním. B u ď o s k u l a č n í r e g u l u s o s n o v y v p ř í m c e {xy}«. 

U U U 
B u ď R'2 k o m p l e m e n t á r n í r e g u l u s k R2. Buď Jf i n v o l u c e v re-. 

u 

g u l u R'2, V n í ž p ř í m k y 

O {(X,x + v2>;t x,x + x.2jif)}, {((i,x + |x2y, M + c-2y)} 

t v o ř í pár , k d y ž a j en k d y ž 

(2) ¿X l (i, + B (X>2 + X.2(i,) + CX.2̂ 2 = 0. 
u u 

B u ď L l ín . k o n g r u e n c e , u r č e n á i n v o l u c í / / d l e 136. Lin. k o n -
f U 

g r u e n c e L — a ž á d n á j i n á l in. k o n g r u e n c e — má s o s n o v o u 
u 

/ ? {xy} č t y ř b o d o v ý s t y k v p ř í m c e {xy}«. P r a v í m e , ž e L j e s t 
o s k u l a č n í l in. k o n g r u e n c e o s n o v y # { x y } v p ř í m c e {xy}«. B u ď 
gi = B3— AC p r v ý u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t ar. o s n o v y i?{xy} . 

u 
Lin. k o n g r u e n c e L j e s t 1° h y p e r b o l i c k á , 2° p a r a b o l i c k á , 
3° e l i p t i c k á , j e - l i 1° gx(u)>0, 2 ° g 1 ( u ) = 0, 3° £ i ( u ) < 0 . P ř í m k a 

H 
{g} j e s t ř í d í c í p ř í m k o u l in. k o n g r u e n c e L, k d y ž a j e n k d y ž 
j e s t f l e k n o d á l n í t e č n o u o s n o v y # { x y } v p ř í m c e {xy}«. 

Buď 
S= {(xy), D (xy), DHxý), D*(xy)). 
u u 

Dle 4 4 2 jest 5 lin. systém ar. komplexů dimense 3. Buď L lin. 
u u 

kongruence obsažená v 5- Ze 3 7 4 vychází snadno, že L — a žádná jiná 
lin. kongruence — má s osnovou /?{xy} čtyřpřímkový styk v přímce 
{xy}«. Dle 4 4 0 (2) a 4 4 2 (2) jest 

5 = {(xy), (xy) - (yx), (xý), A (yý) - B [(x^) + (yx)] + C (xx)} . 
u 

Buď K lin. komplex obsahující přímky (1) a regulus R2, takže K jest 
obsažen v 

2 = {(*y). (xý) - (yx), (xý). (X,x + X.2y, X,x + X.2ý), (|i,x + ^ y , n ,x + ¡J-J)}. 
u 

Máme ukázati, že, je-li — ^/"í + O* jest 5 obsažen v 2 , když a jen 
u 

když platí (2). Avšak 5 jest obsažen v 2 , když a jen když ar. komplex 

(3) A (yý) - B [(xy) + (yx)] + C (xx) 

náleží do 2 , což zřejmě jen tak je možné, že tento ar. komplex náleží do 

,4) { ( M + *2y. M + Ký)> OM* + + ^y)} = 
= {X,*(XX) + X,X2[(xý) + (yx)] + X2

2(j-ý), tf(xx) + ^ [ ( x ý ) + (yx)] + tf(yý)}. 

Lin. systém (4) má zřejmě dimensi 1, takže (3) náleží do (4), t. j. do 2 , 
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když a jen když ar. komplex (3) a oba ar. komplexy ve (4) jsou lín. zá-
vislé, tedy když a jen když 

= (>-lFl - + - + CX2(1.J = 0. 

C —B A 

V x,x2 x / 

(V P-iH-2 N2 

Že fleknodální tečna osnovy v přímce {xy}* jest řídící přímkou 
u 

lín. kongruence L, vychází snadno ze 136 a z definice fleknodální tečny 
( 4 4 3 ) . Můžeme to však přímým počtem verifikovati. Buď {q}, kde 

<7 = (X,x + X2y, X , i + X2y), 

fleknodální tečna osnovy /?{xy} v přímce {xy}*, t. j. buď 

(5) j4X,'2 + 2BX,X2 -j- CX2'2 = 0. 
u 

Že [q} jest řídící přímkou lín. kongruence L, znamená dle 3 7 4 , že jest 

Sq (xy) = SqD (xy) = Sq Dl (xy) = Sq D* (xy) = 0. 

Prvé tři rovnice jsou dle 4 4 0 (2) splněny, ať jakkoli zvolíme A*. Na-
proti tomu je dle 4 4 2 (2) 

SqD*(xy) = 
= S {X,2 (xx) + X,X2 [(xý) + (yx)] + lt* (yý)} {C(xx) - B [(xy) + (yx)] + A (yý)} = 

= (¿X,2 + 2BX,X2 + CX2
2) (xyxy), 

tedy rovno nule, když a jen když platí (4). 

4 4 5 . B u ď 7?„{xy}u o r i e n t o v a n á r e g u l á r n í ar. o s n o v a t ř í d y 
r> 4; buď f(ti, ¿>) = Atf - f 2 BUU + Ct22 j e j í f l e k n o d á l n í f o r m a . 
Buď Át2 2 Bti tg -j- Čt2 a s y m p t o t i c k á d e r i v a c e f o r m y f(t»ti). 

u 
Buď L o s k u l a č n í l ín . k o n g r u e n c e o s n o v y 7?{xy} v p ř í m c e 
{xy}„. K d y ž a j e n k d y ž v š e c k y d e t e r m i n a n t y m a t i c e 

/A(u„), B(ua), C (uu) \ 

(1) l Á (u„), B (un), Č (an)l 
u 

j s o u r o v n y n u l e , má l in. k o n g r u e n c e L p ě t i p ř í m k o v ý s t y k 
s o s n o v o u 7?{xy} v p ř í m c e {xy},*,. P r a v í m e pak , ž e -{xy}*,, j e s t 
p e n t a t a k t i c k á p ř í m k a o s n o v y # { x y } . K d y ž a j e n k d y ž o s n o v a 
/?{xy} j e s t o b s a ž e n a v p e v n é l in . k o n g r u e n c i , j s o u v š e c k y 
j e j í p ř í m k y p e n t a t a k t i c k é . 

Dle 4 3 5 (1), 4 3 8 (1), (2) a 4 4 2 (2) jest 

\D*{xy) = Á (yý) - B [(xý) + (yx)] + Č (xx) - [D2y + 2 (fi2 - AC)] (xy) -
— 3DjD(xy) — 2 jD1 (xy). 
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Ze 3 7 4 vychází snadno, že L má s # { x y } pětipřímkový styk v {xy} 
když a jen když ar. komplex D*(xy) náleží do 

Ze (2), 4 4 0 (2) a 4 4 2 (2) je však patrné, že to nastane tehdy a jen 
tehdy, když ar. komplexy 

jsou lín. závislé, t. j. když jsou rovny nule všecky determinanty matice 

Že jsou všecky přímky osnovy pentataktické, když osnova 7?{xy} 
jest obsažena v pevné lin. kongruenci L, je zřejmé; vskutku L má patrně 
s osnovou pětipřímkový styk v přímce {xy}u, af jakkoli zvolíme u. 
Obráceně předpokládejme, že všecky přímky osnovy 7?{xy} jsou penta-
taktické. Af jakkoli zvolíme u, lze pak určiti a , ( / = 0 , 1 , 2 , 3 ) tak, že 

lin. nezávislé pro každé u• Odtud snadno vychází, že a0> a2, jsou 
spojité funkce u (v. 186). Existuje tedy dle 6 5 pevný lin. systém S 
ar. komplexů dimense 3 obsahující ar. komplex Cxy)„ pro každé u. Buď 
L lin. kongruence obsažená v 5 . Zřejmě osnova 7?{jcy} jest obsažena v L-

4 4 6 . Buď Ra(xy)„ o r i e n t o v a n á r e g u l á r n í ar. o s n o v a t ř í d y 
r ^ 4 ; b u d f{tuU) = Atí, + 2Btlh + Cti* j e j í f l e k n o d á l n í f o r m a . 
B u ď Áti* 2 Bht-i-r Čt23 a s y m p t o t i c k á d e r i v a c e f o r m y f(tltta)-
N e c h ť ar. b o d y x,y v z n i k n o u z ar. b o d ů x,y a s y m p t o t i c k ý m 
d e r i v o v á n í m . O s n o v a 7?{xy} n e m ě j p e n t a t a k t i c k ý c h p ř í m e k . 

u 
Buď R2 o s k u l a č n í r e g u l u s o s n o v y v p ř í m c e {xy}„. Buď 
u u u 

R'2 r e g u l u s k o m p l e m e n t á r n í k R2. Buď fk i n v o l u c e v r e g u l u 

{(xy). D(xy), D>(xy), D*(xy)}. 

A (yý) - B [(xy) + (yx)] + C (xx), 

Á (yý) - B [(xý) + (yx)] + Č (xx) 

D* (xy) = an (xy) + a,D (xy) + atD* (xy) + a^D* (xy). 

Ježto osnova /?{xy} jest regulární, jsou ar. komplexy 

(xy), D (xy), D1 (xy), D> (xy) 

« 
R'2, V n í ž p ř í m k y 

(O {(X,x + l2y, X,x + X.2ý)}, {(^,x + |i..2y, ^ x + [ 4 ý ) } 

t v o ř í pár, k d y ž a j e n k d y ž 
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(2) 

A, 
Á, 

- 2 B, 

- 2 B, 
XIH-2 + ^H-I-

C 

č 

Ĥi 

= 0. 

( 3 ) 

B u ď A l in . k o m p l e x , u r č e n ý i n v o l u c í d l e 137. Lín. k o m p l e x 
u 

K — a ž á d n ý j i n ý l in . k o m p l e x — má s o s n o v o u #{ j ty} p ě t i -
u 

p ř í m k o v ý s t y k v p ř í m c e {jty}». P r a v í m e , ž e A" j e s t o s k u l a č n í 
l in . k o m p l e x o s n o v y 7?{xy} v p ř í m c e {xy}u- B u d ¿^(g^) p r v ý 
( d r u h ý ) u n i m o d u l á r n i i n v a r i a n t ar. o s n o v y /?{xy}. K d y ž a j e n 

u 
k d y ž p r o d a n é u j e s t 4 g i g , — 0 g l ) a = Of k o m p l e x A j e s p e c i á l n í ; 
j e h o ř í d í c í p ř í m k a j e s t p a k f l e k n o d á l n i t e č n o u o s n o v y #{ .xy} 
v p ř í m c e {xy}„. 

w 
Buď K lin. komplex obsažený v 

{(xy), D(xy), D1 (xy), D*{xy), Z)<(xy)}, 

tedy dle 4 4 0 (2), 4 4 2 (2) a 4 4 5 (2) v 
S = {(xy), (xý) - (yx), (xy), A (yý) - B [(xy) + (yx)] + C (xx), 

A (yý) — B [(xý) + (yx)] + Č (xx)}. 
u 

Ze 3 7 4 vychází snadno, že lin. komplex K — a žádný jiný lin. komplex 
— má s osnovou /?{xy} pětipřímkový styk v {xy}Uli. Dle 137 máme 

u 

ukázati, že, jsou-li přímky (1) různé, jsou konjugovány v K, když a jen 
když platí (2). Dle 135 jsou však přímky (1) konjugovány v K, když 
a jen když existuje vlastni ar. bod \a, /?|s takový, že 

{a (X,x + \y, x,x + X2ý) + P (mx + H-2y, P,x + H-iý)} = AdJ. s, 

t. j. že, kdykoli ar. komplex q náleží do S, jest 

(4) a Sq (X,x + X2>>, X,x + X.2ý) + ? Sq ([i.x + |i.2y, ji,* + ^ ý ) = 0. 

Rovnice (4) je však splněna identicky v a, (3, dosadíme-li za q některý 
z prvých tři ar. komplexů na právo ve (3). Dosadíme-li čtvrtý a pátý 
ar. komplex ze (3), obdržíme resp. 

a (A\? + 2BX,X2 + CX2
2) + ¡3 {A?,* + 2 + C|i2

2) = O, 

a (¿X,2 + 2flX,X2 + ČX2
2) + p Uh-,2 + 2fl i i . l i , + Č^) = 0. 

Eliminací \a, (3\b obdržíme 

Í4X,2 +2BX 1 X 2 +CX 2
2 , Í4(J.,2 + 2B|i,|J.2 + C(i.22

 = 

¿X,2 + 2ŠX,X2 + ČX2
2, Afi,2 + 2 f l j i , | 4 + ¿ V 

A, -2 B, C 

Á, —2 B, Č = 0 . 

XiĤ  + XJIX), 
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u 

Dle 137 jest lin. komplex K speciální, když a jen když involuce Jf jest 
parabolická. Snadným počtem obdržíme však ze (2), že Jf je parabolická, 

u 
když a jen když 4gígi — (Dgí)3 = 0. Předpokládejme, že K je speciální 

H 
a buď {q} jeho řídící přímka. Buď L oskulační lin. kongruence osnovy 

u u 
v přímce {xy}«. Zřejmě L jestobsažena v K. Odtud vychází ihned, 

u 
že {<7} je řídící přímkou i pro L. Tedy dle 4 4 4 je fleknodální tečnou 
osnovy # { x y } v přímce {xy}«. 

4 4 7 . B u ď Ra {xy}« o r i e n t o v a n á r e g u l á r n í ar. o s n o v a t ř í d y 
5 ; buď g3 j e j í t ř e t í u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t . O s n o v a /?{xy} 

u 
n e m ě j p e n t a t a k t i c k ý c h p ř í m e k . Buď K o s k u l a č n í l in . k o m -
p l e x o s n o v y /?{xy} v p ř í m c e {xy}«. K d y ž a j e n k d y ž g3(u0) = 0, 
má l in . k o m p l e x K š e s t i p ř í m k o v ý s t y k s o s n o v o u 7?{xy} 
v p ř í m c e {xy}«,,. P r a v í m e p a k , ž e {xy}«0 j e s t s e x t a k t i c k á p ř í m -
ka o s n o v y /?{xy}. K d y ž a j e n k d y ž o s n o v a # { x y } j e s t o b s a -
ž e n a v p e v n é m l in . k o m p l e x u , j s o u v š e c k y j e j í p ř í m k y s e x -
t a k t i c k é . 

ti 

Definujme S jako ve 4 4 6 (3), takže lin. komplex K jest obsažen 
(i 

v 5. Ze 3 7 4 vychází, že K má s 7?{xy} šestipřímkový styk v {xy}«, 
když a jen když ar. komplex Dix patří do S• Avšak dle 4 3 5 (8), 4 3 8 (1), 
(2) a 4 4 5 (2) jest 

iD"(xy) = yi(yý) - B[{xý) + (yx)] + C(xx) + *(xy) + £D(xy) + fD2(xy) + SD1 (xy), 

takže D5(xy) náleží do 5 , když a jen když do S náleží ar. komplex 

(1) Á{yý)-B l(xý) + (yx)] + C (**), 

což je zřejmě jen tak možné, že ar. komplex (1) jest lin. závislý na ar. 
komplexech 
(2) A(yý)-B [(xy) + (yx)] + C (xx), 

Á (yý) - B [(xý) + (yx)] + Č (xx). 

Ar. komplexy (2) jsou lín. nezávislé dle 4 4 5 . Je tedy ar. komplex (1) 
lin. závislý na ar. komplexech (2), když a jen když jest g3 = 0. 

Že všecky přímky osnovy 7?{xy} jsou sextaktické, náleží-li /?{xy} 
pevnému lin. komplexu, je zřejmé. Že naopak osnova /?{xy} náleží pev-
nému lin. komplexu, když všecky její přímky jsou sextaktické, dokáže se 
stejně jako analogické tvrzení ve 4 4 5 . 

4 4 8 . B u ď Ra(xy)u o r i e n t o v a n á r e g u l á r n í ar. o s n o v a t ř í d y 
r>4. Buď f(tí,t2) = Atí3 + 2Btít2 + Ct22 j e j í f l e k n o d á l n í f o r m a . 
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Buď Áti* + 2Bht2 + ČU1 a s y m p t o t i c k á d e r i v a c e f o r m y f(U,t2. 
O s n o v a # { x y } n e m ě j p e n t a t a k t i c k ý c h p ř í m e k . B o d {^x-H t2ý) 
n a z ý v á s e k o m p l e x o v ý b o d o s n o v y # { x y } v p ř í m c e {xy}„, 
k d y ž 

Att + Btt, Bt. + Ct, 

At. + Bt,, Bt. + Ct, 

A -B c 
= — Á -B č = 0 

V X,X.2 v 

B u ď (g 2 ) p r v ý ( d r u h ý ) u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t ar. o s n o v y 
Ra(xy). P o č e t k o m p l e x o v ý c h b o d ů o s n o v y # { x y } v p ř í m c e 
{xy}u r o v n á s e 2 , 1 , 0 d l e t o h o , z d a p r o d a n é u j e s t (Z)£i)8 — 4 g0g2 

u 
> 0 , = 0, < 0 . B u ď K o s k u l a č n í l ín . k o m p l e x o s n o v y # { x y } 
v p ř í m c e {xy}„. Je-li {Ux + h y } k o m p l e x o v ý b o d o s n o v y 7?{xy} 

u 
v p ř í m c e {xy}„ a není -I i l ín . k o m p l e x A T s p e c i á l n í , j e s t p o l á r n í 

u 
r o v i n o u b o d u {hx-\-t2y} v z h l e d e m ke K t e č n á r o v i n a př í ni-

ti 

k o v é p l o c h y Aí#{xy} v t o m t o b o d ě . Je-li l in . k o m p l e x AT s p e -
c i á l n í , j e s t k o m p l e x o v ý b o d o s n o v y i?{xy} v p ř í m c e {xy}« 

u 
p r ů s e č í k e m p ř í m k y {xy} s ř í d í c í p ř í m k o u l in . k o m p l e x u K. 
Je-li p r o d a n é u gi>0 a (Dgif — 4g1g2>0, t v o ř í f l e k n o d y 
a k o m p l e x o v é b o d y o s n o v y /?{xy} v p ř í m c e {xy}« d v a h a r m o -
n i c k é p á r y b o d ů . Je-li £ i < 0 , n e m ů ž e b ý t i (Dgi ) 3 — 4gig2<Q-

Počet komplexových bodů vychází ihned odtud, že ?(DgiY — gig2 

je diskriminant kvadratické formy v (1). Tato forma a forma f(tíyt2) jsou 
apolární dle 78 . Odtud plyne dle 7 6 : 1 ° když ^ > 0 a (DgiY — 4g1g2>0, 
tvoří fleknody a komplexové body dva harmonické páry bodů, 2° je-li 
£ i < 0 , nemůže býti (Dgi )8 — 4gig2<0. Ze komplexový bod jest inci-

ti 

dentní s řídící přímkou {<7} komplexu K, je-li tento komplex speciální, 
vychází ihned ze 4 4 6 (2) ; nebof dle 137 je dvojná přímka involuce 
u u 

Jk uvažované ve 4 4 6 . Buď {/1X + t2y) komplexový bod; komplex K nebuď 
speciální. Dle 4 4 6 (2) přímka \q}, kde 

q = {tlx + t.ly, í,x+ř.2ý) 

u 
je dvojnou přímkou involuce Jk. Tedy dle 137 přímka {<7} rovná se své 

u u 
konjugované přímce vzhledem ke K, tedy dle 135 {q\ náleží do K. Zřejmě 

ti 

však též {xy} náleží do K. Tedy dle 134 polární rovinou bodu {hx^rhy) 
je základní rovina {£} svazku {(xy); q}- Snadno však vidíme, že - f £>77} = 
= {£}, takže dle 4 2 4 {£} je též tečnou rovinou přímkové plochy Aítf{xy} 
v bodě { í ix + /2y}. 
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Asymptotické křivky osnovy. 

4 4 9 . Buď Ra(xy)* o r i e n t o v a n á z b o r c e n á ar. o s n o v a t ř í d y 
r ^ 2 . B u ď t e a,b,c a s y m p t o t i c k é f u n k c e o r i e n t o v a n ý c h ar. 
k ř i v e k Cax(u), C y ( u ) . B u ď {2r} = {ciJc(uo) + c2y(vo)} l i b o v o l n ý 
b o d p ř í m k o v é p l o c h y MR{xy). J e d n a a s y m p t o t i c k á k ř i v k a 
p l o c h y Aí/?{xy} o b s a h u j í c í b o d {z} j e s t o b s a ž e n a v ř a d ě 
b o d o v é s o u m í s t n é s p ř í m k o u {.xy}«,,; d r u h o u a s y m p t o t i c k o u 
k ř i v k o u (v. 2 8 0 ) p ř í m k o v é p l o c h y MR{xy} o b s a h u j í c í b o d 
{z} j e s t k ř i v k a C{ti(u)x(u) + t2(u)y(a)}, k d e f u n k c e tuU m a j í 
t y t o v l a s t n o s t i : 1°{!ři(í/0)>M«o)l»j = {|ci,Ca|»}; 2° s p l ň u j í d i f e r e n -
c i á l n í r o v n i c i 
(1) DL — L Dti + at,* + 2 bt, t2 + ct.^ = 0. 

K ř i v k u C{/iX + /2y} n a z ý v á m e a s y m p t o t i c k o u k ř i v k o u o s n o v y 
/?{xy}*) . J e j í t e č n u v b o d ě {z0} n a z ý v á m e a s y m p t o t i c k o u 
t e č n o u o s n o v y 7?{xy} v b o d ě {z0} **). 

Bez újmy obecnosti můžeme předpokládati, že ti (u) 4= 0 pro všecka 
u. Buď , 

x ^ t ^ + t j , y, = —y. 
"i 

Buď xi v Chaslesově korespondenci. Dle 4 2 4 {£1} je tečnou rovinoui 
přímkové plochy Aí/?{xy} v bodě {JCI}. Dle 2 7 9 je tedy C{x i } asymp-
totickou křivkou přímkové plochy MR{xy), když a jen když S ^ Z ^ X i ^ O . 
Jsou-li tedy a^b^Ci asymptotické funkce orientovaných ar. křivek Caxi, 
Cayi, jest dle 4 2 7 (2) C{xi} asymptotickou křivkou, když a jen když 
jest identicky ^ = 0, čili dle 4 2 9 (3), když a jen když platí rovnice (I)~ 

4 5 0 . B u ď Ra(xy)it o r i e n t o v a n á z b o r c e n á ar. o s n o v a t ř í d y 
r ^ 2 . N e c h ť ar. b o d y x,y v z n i k n o u z ar. b o d ů x,y a s y m p -

u 
t o t i c k ý m d e r i v o v á n í m . Buď R2 o s k u l a č n í r e g u l u s o s n o v y 

U M 
# { x y } v p ř í m c e {xy}u- B u ď r e g u l u s k o m p l e m e n t á r n í k /?2. 
B u ď {2} = { c ix (u 0 ) + c2y(vo)J l i b o v o l n ý b o d p ř í m k o v é p l o c h y 
Af/?{xy}. B u ď {<7} a s y m p t o t i c k á t e č n a o s n o v y /?{xy} v b o d ě 

u„ 
{z}. P ř í m k a {g} n á l e ž í r e g u l u R'2) t a k ž e 

(1) {?} = {(Ci*(«u) + c2y(Ho), c . iKJ + CjyíVo)}. 

Buď C{řiX + fcy} = C asymptotická křivka osnovy /?{xy} obsahující 
bod {z}, takže platí rovnice 4 4 9 (1). Máme ukázati, že tečnou křivky 

*) Naproti tomu řadu bodovou {*(Uo)iy("o)}ť7 nepovažujeme za asymptotickou křiv-
ku o s n o v y f l {*y}, ač jest rovněž asymptotickou křivkou p ř í m k o v é p l o c h y MR {xy}-

**) Přímku {jry}u0 nepovažujeme za asymptotickou tečnu o s n o v y R {xy}. 
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C v bodě {z} je přímka 

což jistě je splněno (v. 195 (1)), když 

(2) (f,x + t2y, t,x + t j ) = [tlx + t.j, D (í,x + f.2y)]. 

Dle 4 4 9 (1) existuje l takové, že 

(3) Dt, — bt, — ct-i = lt.lt Dt2 + atx + bt2 = Xf,. 

Ze (3) a 4 3 8 (1) vychází však snadno 

D (f,x + ¿2y) = í,x + ť.2ý + x (í,X + tty), 

z čehož plyne (2). 

451. Buď Ra(xy) z b o r c e n á ar. o s n o v a t ř í d y r ^ 2 . K d y ž 
a j e n k d y ž ar. k ř i v k y Cax, C„y v y t v o ř u j í ar. o s n o v u Ra(xy) 
a s y m p t o t i c k y , j e s t C{/iX + /2y} a s y m p t o t i c k o u k ř i v k o u 
o s n o v y /?{xy}, k d y k o l i ti a t2 j s o u k o n s t a n t y . 

Vskutku rovnice 4 4 9 (1) je splněna — jsou-li tx a t2 libovolné 
konstanty — když a jen když a = b = c = 0. 

4 5 2 . Buď /?{xy}u z b o r c e n á o s n o v a t ř í d y r ^ 2 . B u ď t e {z(} 
( / = 1 ,2 ,3 ,4) č t y ř i r ů z n é b o d y i n c i d e n t n í s p ř í m k o u {xy}Bl; buď 

i 
d j e j i c h d v o j p o m ě r . Buď C a s y m p t o t i c k á k ř i v k a o s n o v y 

i > * 
R{xy}u o b s a h u j í c í b o d {zf}. Buď {z{} b o d k ř i v k y C i n c i d e n t n í 

9 
s p ř í m k o u {xy}U;i. B o d y {zt} (i—1,2,3,4) j s o u r ů z n é a j e j i c h 
d v o j p o m ě r r o v n á se d-

Bez újmy obecnosti můžeme předpokládati, že ar. křivky Cax, Cay vytvo-
t t i 

řují ar. osnovu asymptoticky. Dle 451 jest C = C{ř tx -j- t2y) ( / = 1,2,3,4) , 
i i ] 

při čemž {|/i,řa|»} jsou pevné body. Dvojpoměr bodů {z,} rovná se dvoj-
i t 

poměru jednorozměrných bodů {¡/i, řa|»}- Totéž však platí i o dvojpoměru 

bodů {¿}. 

4 5 3 . Buď Ra(xy)a r e g u l á r n í ar. o s n o v a t ř í d y Buď 
{zo} = {cix(u0) + c2y(u0)} l i b o v o l n ý b o d p ř í m k o v é p l o c h y /?{xy}-
Buď C = C{txxt2y\ a s y m p t o t i c k á k ř i v k a o s n o v y 7?{xy} ob-
s a h u j í c í b o d {z0}. B o d {z0} j e s t i n f l e x n i b o d k ř i v k y C, k d y ž 
a j e n k d y ž {z0} je f l e k n o d o s n o v y /?{xy} v p ř í m c e {xy}^. Je-li 

4 a n e n í l i {z0} i n f l e x n i b o d k ř i v k y C , e x i s t u j e « > 0 t a k o v é , 
ž e C{/iX + ř2y} (a v <u0 — « + 0, u0 + s — 0 » j e s t r e g u l á r n í k ř i v k a . 
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Dle 4 3 4 a 451 můžeme bez újmy obecnosti předpokládati, že 1° 
ar. křivky Cax, Cay, vytvořují ar. osnovu Ra (xy) asymptoticky, takže dle 
4 3 8 (1), (2) 

(1) D*x = - ( B + f ) x + Ay, Diy = -Cx + (B-j)y, 

2° h, t2 jsou konstanty (tx = cx, t2 = c2). Buď 

z = txx + t2y, 

takže C=C{z}. Dle (1) jest 

(z, Dz, D1z) = - (AtS + 2Btxt2 + Cti) (x, y, f,Dx + t2Dy), 

tedy dle 4 2 4 (1) a 4 3 0 (2) 

(2) (z, Dz Dlz) = -/(/„ t2) ( f , ? + trf). 

Je-li obdržíme derivováním ze (2) 
(z. Dz, D:'z) = - / ( / „ t2) (t.DÍ + LDtí) + ,t (z, Dz, Dlz) 

kde na hodnotě fi nezáleží. Odtud plyne dle 4 3 8 (8), ježto a = b = c = O 
a (z, Dz, D°z, D3z) = — 5 (z, Dz, D3z) D'z, 

( 3 ) (z, Dz, Dlz, D'z) = - o. [/(/, tJY. 

Ze (2) vychází, že bod {z(u)} jest inflexním bodem křivky C{z}, když 
a jen když je fleknodem osnovy #{:ty} v přímce {xy}u. Je-li / ( / i , / 2 )= |=0 
pro u = u0, platí táž nerovnost — a tedy dle (3) též nerovnost (z ,Dz, 
D*z, D3z)=£0 — pro všecka u dosti blízká k u0. Odtud snadno vidíme, 
že lze určití s > 0 tak, že C{z} (u v (u0 — « + 0, u0 + e — 0>) jest 
regulární křivka. 

4 5 4 . B u ď / ? « (jcy)u o r i e n t o v a n á r e g u l á r n í ar. o s n o v a t ř í d y 
r ^ 3 ; buď D j e j í d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r . Buď m z n a m e n í 
o s n o v y Buď y ™ v v C h a s l e s o v ě k o r e s p o n d e n c i 
o r i e n t o v a n é ar. o s n o v y Ra(xy)a v ar. p ř í m c e (xy)«. Bnd f{tx,t2) = 
= At* 2 Btifa + Ct2 f l e k n o d á l n í f o r m a ar. o s n o v y Ra(xy). Buď 
C = C { ř i X + ř2y} = C{ři(u)jc(u) + ř2(u)y(u)} r e g u l á r n í k ř i v k a t ř í d y 
^ 3 . K ř i v k a C buď a s y m p t o t i c k o u k ř i v k o u o s n o v y 
Z n a m e n í k ř i v k y C j e s t — w . Buďsgn \f(tx, f2)| = ff= + 1. D i f e r e n -
c i á l n í p a r a m e t r ar. k ř i v k y Catxx-{-t2y j e s t 

(1) A =-. 

J e s t 
(2) ©„o, O (tx i + ta) = Adj. Catxx + t2y. 

Č e c h , Projektivní diferenciální geometrie. I. 21 
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Ze 4 2 4 a 4 3 0 (7) vychází snadno, že lze bez újmy obecnosti 
předpokládati, že ar. křivky Cax, Cay vytvořují ar. osnovu Ra(xy) asym-
ptoticky. Je-li tomu tak, můžeme dle 451 předpokládati, že ^ a t2 jsou 
konstanty. Rovnice (1) vychází pak snadno ze 4 5 3 (2). Z (1) a 4 5 3 (3) 
vychází ihned rovnice (2). Ze 4 5 3 (3) je mimo to patrné, že — ío je 
znamení křivky C- Rovnice (2) dá se, nehledíme-li na znamení o>a = + \ , 
dle 3 5 9 též tak dokázati, že odvodíme, že 

(3) + tn, D (f,e + to)] = - « . [ / , * + tty, D(f,x+ Í,y)l. 

Mimo to plyne ze (3) dle 3 5 9 také znovu, že — a je znamení křivky C-
Ježto ti a ti jsou konstanty, jest rovnice (3) důsledkem rovnic 

(t,Dt) = -*(x,Dx), (i,Dn) = -w(y,Dx), 

fo, Dl) = - «. (x, Dy), (YJ, Dn) = - »> (y, Dy). 

Ukažme na příklad, že prvá rovnice (4) je správná; ostatní rovnice (4) 
dokáží se podobně. 

Dle 4 2 4 (3), (4), (7) a 4 2 7 (1) jest, ježto a = 0, 

{? ,D?}=Adj . { * , D x } . 

Dle 102 existuje tedy l takové, že 

(5) (í, Dl) = X (x, Dx); 

máme ukázati, že A = — w. Avšak dle 102 (3) a 4 2 2 ( 2 ) jest 

S (x, Dx) (y, Dy) = — 
takže dle (5) 

S(l,Dl) (y,Dy) = -Xu,, 
tedy dle 9 8 (1) 
(o) = Í.U) . 

SyDl SDy.Dl 

Levá strana v (6) jest však rovna 1 dle 4 2 4 , takže Ao>= — 1, X — — w, 
jak bylo tvrzeno. 

u 
4 5 5 . Buď Ra(xy).> r e g u l á r n í ar. o s n o v a t ř í d y 4. Buď R2 

o s k u l a č n í r e g u l u s o s n o v y /?{xy} v p ř í m c e {xy}«- B u d C= 
C{f , (u )x ( i ( ) - | - f e (u ) j ' 0 ' ) } regulární křivka třídy ^ 4 ; buď r { 9 ( u ) } = 

u 
Ass. C Křivka C buď a s y m p t o t i c k o u křivkou o s n o v y /?{xy}. BuďZ.c 

o s k u l a č n í lín. k o n g r u e n c e o s n o v y v p ř í m c e {g(u)}. Buď 
{z}" b o d i n c i d e n t n í s {q(u)}. Buď {£} t e č n á r o v i n a k v a d r i k y 

u 
MR2 v b o d ě {z}. S v a z e k p ř í m e k {z; f } r n á l e ž í l ín. k o n g r u e n c i Lc. 

Bez újmy obecnosti můžeme předpokládati, že ar. křivky Cax, Cay 
vytvořují ar. osnovu Ra(xy) asymptoticky a že tu t2 jsou konstanty. Dle 
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4 5 0 (1) jest, ježto a=b=c= O, 

z = X (f,* + t.j) + [i D(t,x + i.2y). 
Dle 441 jest 

Teorém nyní vychází snadno ze 3 7 6 a 4 5 4 (2). 
u 

4 5 6 . Buď R a ( x y ) j r e g u l á r n í ar. o s n o v a t ř í d y 5. B u ď # 2 
u 

o s k u l a č n í r e g u l u s o s n o v y /?{xy} v p ř í m c e {.xy}». Buď R'2 r e g u -
U M U 

l u s k o m p l e m e n t á r n í k B u ď / / i n v o l u c e v r e g u l u R'2 d e f i -
u 

n o v a n á v e 4 4 4 . B u ď L o s k u l a č n í l ín. k o n g r u e n c e o s n o v y 
v p ř í m c e {xy}a. B uď C= C{h (u )x (u ) + t2{u)y (u)} r e g u l á r n í 

k ř i v k a t ř í d y ^ 5 ; buď r {?(u)} = Ass. C. K ř i v k a C buď a s y m -
u 

p t o t i c k o u k ř i v k o u o s n o v y 7?{xy}. Buď Kc o s k u l a č n í l in. kom-
u 

p l e x o s n o v y f {<7} v p ř í m c e {g(u)}. Lin. k o m p l e x Kc o b s a h u j e 
u u 

l in. k o n g r u e n c i L. Lin. k o m p l e x Kc o b s a h u j e d v ě a j e n d v ě 
u 

p ř í m k y r e g u l u R'2, t o t i ž p ř í m k u {g(«)} a o n u p ř í m k u , j e ž s p o l u 
s {<7(u)} t v o ř í pár i n v o l u c e J/w 

Je dovoleno předpokládati, že ar. křivky Cax, Cay vytvořují ar. 
osnovu Ra(xy) asymptoticky a že tx, t2 jsou konstanty. Ze 4 5 5 snadno 

u 
vychází, že oskulační lin. kongruence L: osnovy ^{<7} v přímce {<7(0)} 

u u u 
obsahuje regulus R2. Ježto Kc zřejmě obsahuje Lc, vidíme, že lin. kom-

u u 
plex Kc obsahuje regulus R2. Položme 

(1) z = z(u) = tlx + tiy, c = /,5 + /1>j. 
Dle 4 5 0 (1) jest 

q(u) = (z,Dz). 
Buď 
(2) r = (Dz, D'2z) + to (Dl, D2Q. 

u 
Dle 3 7 8 a 4 5 4 jest lin. komplex Kc adjungován k {r}. Ježto a = b = c = 0, 
jest dle 4 3 8 

D2x = -(B+j)x + Ay, D2y = — Cx + (B —j)y, 

D2l^(B-j)l-Ari, D2vi = Cl-(B+j)rl. 

Ze (3) nalezneme snadno, že 

(Dz, D2z) = [(B + j) + CfJ [t, (xDx) + h(xDy)] -

- [Att + (B — j) /.J [ř, (yDx) + /2 (y Dy)], 
(D C, D2 !) = - [(£ - ;) t, + C7J [t, (l Dl) + ř, (l Dr,)] + 

+ [At, + (B+ j) ÍJ (rj Dl) + t, (rt Dn)], 
19* 
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takže dle (2) a 4 5 4 (4) jest 

(4) r = 2t\ (Bt, + C/2) (xDx) - (At? - Ct.fi [(xDy) + (yDx)] - 2<2 (At, + (y£>y). 
ti 

Buď libovolná přímka regulu R'2. Dle 128 a 4 4 0 jest 

(5) q = (X,x + X2y, X,£>x + X2£>y). 
U 

Přímka náleží do Kc, když a jen když Srq = 0. Avšak dle (4), (5) 
a 4 2 2 (2) jest 

mSrq = 2f.1(At, + B/2) - Ct.fi X, X, - 2 / , (Bt, + CfJ X2* = 
= 2 (X, t t - X2 / ,) X, ť, + fi (X, tt + X2 f,) + C X2 řJ. 

Prvý faktor vymizí, když {q} = {g}; druhý faktor vymizí, když (v. 4 4 4 (2)) 
přímky a {g} tvoří pár involuce Jf. 

u u 
Ježto lin. komplex Kc obsahuje R2

 a jeden pár involuce Jf, obsahuje 
u u 

Kc dle 136 a 4 4 4 lin. kongruenci L. 

4 5 7 . B u ď /?{xy} r e g u l á r n í o s n o v a t ř í d y r ^ 4 b e z p e n t a -
t a k t i c k ý c h p ř í m e k . O s k u l a č n í l ín. k o n g r u e n c e o s n o v y {/?(xy)}B 

v p ř í m c e {xy}u n e b u ď s p e c i á l n í pro ž á d n é u. K d y ž a j e n k d y ž 
o s k u l a č n í l in . k o m p l e x R{xy} v p ř í m c e {xy}u je s p e c i á l n í p r o 
k a ž d é u, o s n o v a i?{xy} má ř í d í c í př ímku*) . 

Má-li # { x y } ř í d i c í p ř í m k u \r), vidíme snadno že (speciální) lin. 
komplex adjungovaný k {r} jest oskulačnim lin. komplexem osnovy R {xy} 
v přímce {xy}u pro každé u. Obráceně předpokládejme, že oskulační lín. 
komplex osnovy 7?{xy} v přímce {xy}a je speciální pro každé u. Bez 
újmy obecnosti můžeme předpokládati, že ar. křivky Cax, Cay vytvořují 
ar. osnovu Ra(xy) asymptoticky, takže A = DA, B = DB, Č = DC• Dle 
4 4 6 diskriminant kvadratické formy 

g(W = 
At, + Btv BU + CU 
Átt + BU, Bti + Čti 

A B C 

= Á B Č 

V - f . f i fi2 

jest identicky roven 0. Odtud vychází, že lze určití jedním a jen jedním 
způsobem křivku C{řiX-j Uy) tak, že jest identicky g(ti,t2) = 0. Mimo 
to dle 4 4 6 řídící přímka oskulačnfho lin. komplexu osnovy i?{xy} v přímce 
{xy} jest incidentní s bodem {^x + t2y), takže, jak jsme rovněž ve 4 4 6 
viděli, {txx + t2y) je fíeknod osnovy # { x y } v přímce {xy}. Tedy funkce 

*) Pravíme, že osnova # { x y } má Hdlcl přímku {r}, když každá přímka osnovy 
R {xy} jest Incldéntnf s {r}. 
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tu ti splňuji identicky netoliko rovnici 

Aty + Btv Bti + Ct.1 
(1) . . . . = 0 , 

Att + Btlt Bt. + Ct, 

nýbrž i rovnici 

(2) (At, + Bt,) t, + (Bt, + Ct.,) t, = 0. 

Naproti tomu nejsou pro žádné u splněny současně obě rovnice 

At, + Bt,= o, Bt, + Ct,= o, 
neboř pro takové u bylo by B1 — AC = 0, takže dle 4 4 4 oskulační lín. 
kongruence osnovy /?{xy} v přímce {xy}« byla by speciální. Ježto tedy 
v determinantu nalevo v (1) pro žádné u nevymizí současně oba prvky 
prvého řádku, lze určiti k = k(u) tak, že 

Át, + Bt, = X (At, + Bt2), Bt, + Čti = X (Bt, + Cti). 

Odtud a ze (2) vychází, že jest identicky 

(3) (Á t, + B t,) t, + (B t, + Č/2) t, = 0. 

Ježto a = b = c = 0, vychází ze (2) derivováním 

(Át, + Bt,) t, + (Bt, + Či,) t, + (At, + Bt,) Dt, + (Bt, + Ct,) Dt, = 0, 

takže dle (3) jest identicky 

(4) (At, + Bt.,) Dt, + (Bt, + Ct.J Dt,, = 0. 

Ze (2) a (4) vychází, že jest identicky 

(5) t,Dt,-t.,Dt,= 0; 

nebof kdyby pro nějaké u neplatilo (5), bylo by dle (2) a (4) současně 

At, + Bt,= 0, Bt, + Ct,= 0, 

což není možné, jak jsme již viděli. Z (5) a 4 4 9 (1) vychází, že 
C = C {řiJC + t2y} jest asymptotickou křivkou osnovy # { x y } . Dle (2) a 
4 5 3 jsou tedy všecky body křivky C inflexní. Dle 186 jsou tedy všecky 
body křivky C incidentní s pevnou přímkou {/•}. Zřejmě {r} jest řídící 
přímkou osnovy /?{xy}. 

4 5 8 . B u ď R{xy)u r e g u l á r n í o s n o v a t ř í d y r ^ 4 b e z p e n t a -
t a k t i c k ý c h p ř í m e k . O s k u l a č n í li n. k o n g r u e n c e o s n o v y R {xy} 
v p ř í m c e {xy}u buď p a r a b o l i c k á pro k a ž d é u. P a k o s k u l a č n í 
l in. k o m p l e x o s n o v y 7?{xy} v p ř í m c e {xy}„ je s p e c i á l n í p r o 
k a ž d é u. 
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Dle 4 4 4 jest identicky = £ 3 — AC = 0, tedy též Dgi = O, takže 

Teorém nyní vychází ze 4 4 6 . 

4 5 9 . B u ď Ra (xy)B o r i e n t o v a n á r e g u l á r n í ar. o s n o v a t ř í d y 
/•¡>4. Buď /(řj, /2) = Atí + 2Btih + Ct2* j e j í f l e k n o d á l n í f o r m a ; 
buď Áti + 2 Bh U + Čti a s y m p t o t i c k á d e r i v a c e f o r m y f{tl} £>). 
Buď Ca h («) x (u) + U (u) x (u) r e g u l á r n í ar. k ř i v k a v i r t u á l n í 
t ř í d y r l > 6 ; buď @(u) j e j í d r u h ý u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t . 
K ř i v k a C{tiX + t2y) b u ď a s y m p t o t i c k o u k ř i v k o u o s n o v y i?{xy} . 
B u ď sgn | / (ři ,ř8) | = ® = ± 1. P a k j e s t 

(i) 
e = — 2a 

At, + Bt2, Bt, + Ct2  

Át, + Bt2, Btx + Čt2 

[f(tyJÙ l2 

Ze 7 8 (6), 4 3 0 (7), 4 3 4 a 4 3 5 (7) vychází snadno, že můžeme 
předpokládati, že ar. křivky Cax, Cay vytvořují ar. osnovu Ra(xy) asym-
ptoticky. Ze 3 8 8 (2) a 4 5 1 vychází, že můžeme mimo to předpokládati, 
že ti a t2 jsou konstanty. Dle 3 6 0 (2), 4 5 3 (3) a 4 5 4 (2) jest pak 

SD* (t,x + tiy) D^tč + ln)  H = — au , 

z čehož plyne (1), jakmile dokážeme, že 

u> SD'x D <í = 2{ADB — BDA), u, SD*x = ADC- CD A, 
(2) mSD^yD^l = ADC — CD A, u>SD*yD\=2{BDC-CDB). 

Dle 4 3 8 je však, ježto a = b = c = O, 

Dlx = -(B + j)x + Ay, D2y = - Cx + (B-j)y, 

D2t = (B - j ) Î - Ay Dhi = -Cl + (B-j) Ti, 

D*x = - (B-J) Dx + ADy — D (B —j). x + DA . y, 

D3y = -CDx + (B —j)Dy — DC.x + D(B -j)y, 

D*t — (B—f)Di — ADy + D(B - j ) .t-DA.y, 

D\ = - CDl + [B - j) D-n - DC . í + D(B-j) . 

z čehož plynou rovnice (2) dle 4 2 4 (3), (4), (7) a 4 2 7 (1). 

4 6 0 . Buď R(xy) r e g u l á r n í ar. o s n o v a t ř í d y r^6. K d y ž a 
j e n k d y ž o s n o v a /?{*y} j e s t o b s a ž e n a v p e v n é l in. k o n g r u e n c i , 
j e s t k a ž d á a s y m p t o t i c k á k ř i v k a o s n o v y R {xyj o b s a ž e n a 
v p e v n é m l in . k o m p l e x u . 

Vychází snadno ze 3 7 9 , 4 4 5 a 4 5 9 . 

takže 
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Norma osnovy. 

4 6 1 . Buď Ra(xy)« o r i e n t o v a n á z b o r c e n á a r . o s n o v a t ř í d y 
r ^ l . B u ď Z ) j e j í d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r . Buď x f u n k c e t ř í d y 1 
v š u d e r ů z n á o d n u l y . P a k d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r o r i e n t o -
v a n é a r . o s n o v y Rax(xy) j e s t J = \t\~1D. 

Buď ?=Í\~T. Buď x = qx, y = sgn r . qy, takže x (xy) — (xy)-
Zřejmě jest 

takže dle 4 2 2 (1) jest J = \ q\~*D = M " 1 D. 

4 6 2 . B u ď/?„ (xy)u o r i e n t o v a n á z b o r c e n á ar. o s n o v a t ř í d y 
r ^ l . B u d y ^ v v C h a s l e s o v ě k o r e s p o n d e n c i o r i e n t o -
v a n é ar. o s n o v y Ra(xy) v p ř í m c e {xy}. Buď x f u n k c e t ř í d y 1 
v š u d e r ů z n á od n u l y . P a k j e s t x ~ sgn x. y ~ sgn x. tj V C h a s -
l e s o v ě k o r e s p o n d e n c i o r i e n t o v a n é ar. o s n o v y Rar(xy). 

Buď opět p = f\ x |, x = gx, y = sgn x . qy, takže x (xy) = (xy)-
V Chaslesově korespondenci fí orientované ar. osnovy Rax(xy) je dle 4 2 4 

x cx> (x, ý, Ax), y <n> (x, y, Ay), 

kde A je diferenciální parametr pro Rax(xy)- Dle 461 je však J = \x\~1 D, 
takže 

(x, y, Ax) = sgn T . P (x, y, Dx) = sgn t . p?, 
(x, y, Ap) = ? (x,y,Dy) = ?yi, 

takže jest v S : x = qx ~ sgn x . (>£, y = sgn x . qy <v> gq, a tedy též 
X OJ sgn x . y OO sgn x . TJ. 

4 6 3 . B u ď R„(xy)u o r i e n t o v a n á z b o r c e n á ar. o s n o v a vir-
t u á l n í t ř í d y r ^ 2 . B u ď t e a, b, c a s y m p t o t i c k é f u n k c e o r i e n -
t o v a n ý c h ar. k ř i v e k C„x, Cay• Buď q f u n k c e t ř í d y 1 v š u d e 
r ů z n á o d n u l y . B u ď x = (>x, y-qy- B u ď t e a , b , c a s y m p t o t i c k é 
f u n k c e o r i e n t o v a n ý c h ar. k ř i v e k CaQX, Caqy- P a k j e s t 

(1) a = p _ 2a, b = p"lb, c = p - 2 c . 

Diferenciální parametr orientované ar. osnovy Ra(xy) = Raq* (xy) je 
(v. 461) J = (>-3D. Buď XOJ š, y ™ y v Chaslesově korespondenci orien-
tované ar. o s n o v y Ra(xy). Dle 4 2 7 (1) a 4 6 2 jest 

í = - - y S A ( ř * ) ů ( p í ) = - y p - < S D ( p * ) D ( p « ) = 

U) 
= — - P'4S i?Dx + D?.x) (p Dl + D? . 5), 



328 

tedy dle 4 2 4 
* _ U) 

a = — - p -'SDxDl 
2 

což je prvá rovnice (1). Stejně obdrží se druhé dvě rovnice (1). 

4 6 4 . B u ď Ra(xy)u z b o r c e n á ar. o s n o v a v i r t u á l n í t ř í d y 
r>3. Buď AtS + 2 Bhts-f-Ctt* j e j í f l e k n o d á l n i f o r m a . Buď g 
f u n k c e t ř í d y 2 v š u d e r ů z n á od nuly . B u ď j f = QX, y = py- D e f i -
n u j m e A, B, C v z h l e d e m k ar. k ř i v k á m Cax, C„y s t e j n ě , j a k o 
j s m e d e f i n o v a l i A, B, C v z h l e d e m k ar. k ř i v k á m CAX, Cay. 
Pak j e s t 

(1) Á = p~Ji4, B = ?~*B, Č=p"«C. 

Buď D(/í) diferenciální parametr orientované ar. osnovy Ra(xy) 
(Ra{xy)); dle 461 jest J = q~2D. Bud v Chaslesově korespon-
denci orientované ar. osnovy Ra (xy). Buď | = Je tedy 

« =• [dx + f » ) . A-, = • [D.x + - 2 <sf)x]. 

Dle 4 3 0 (1) a 4 6 2 jest 

takže dle 4 2 4 (3), (4), (7) a 4 2 7 (2), (3) jest 

2u>A=p~*S(DxDil — D1xDl) = 2vp-*A, 

v souhlase s prvou rovnicí (1). Stejně dokáži se další dvě rovnice (1). 

4 6 5 . Buď Ra(xy)a o r i e n t o v a n á z b o r c e n á ar. o s n o v a v i r t u -
á l n í t ř í d y r ^ 3 . Buď D j e j í d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r . Buď % 

f u n k c e t ř í d y r — 1 v š u d e r ů z n á od nu ly . B u í ^ ( ř i ) p r v n j 
u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t ar. o s n o v y Ra(xy)(Rat(xy)). Buď j ( j ) 
č t v r t ý u n i m o d u l é r n í i n v a r i a n t ar. o s n o v y Ra(xy)(Rar(xy))- J e s t 

(1) gl = *~*gu 
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J e - l i buď g2 (g2) d r u h ý u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t ar. 
o s n o v y Ra(xy){Rax(xy)). J e s t 

(3) 8t = 2 ^ Dg, + 4 J. 
J e - l i b u ď g3 (g3) t ř e t í u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t ar. 
o s n o v y Ra (xy) (Ra x (xy)). J e s t 

(4) 

Ze 4 3 6 a 4 3 7 vychází snadno, že unimodulární invarianty oriento-
vané ar. osnovy Ra(yx) = Ra — (xy) jsou: gu g2, g3, /'. Formule (1), (2), 
(3), (4) jsou tedy správné, když r = —1. Odtud snadno vidíme, že 
stačí je dokázati za předpokladu, že x > 0. Buď tedy x > 0 a položme 
x = (>", X — QX, y = ?y, takže (xy) = r(xy). Bez újmy obecnosti můžeme 
předpokládati, že ar. křivky Cax, Cay vytvořují ar. osnovu Ra (xy) asym-
ptoticky. Dle 4 6 3 vytvořují pak ar. křivky Cax, Cay ar. osnovu Ra(xý) 
asymptoticky. Buď J = q-*D (V. 461) diferenciální parametr orientované 
ar. osnovy Ra(xy). Rovnice (1) plyne ihned ze 4 6 4 (1). Rovnice (2) od-
vodí se ze 4 3 7 (1) stejným počtem, jako jsme odvodili 4 6 4 (1) ze 4 3 0 (1). 
Dle 4 6 4 (1) jest 

(5) AB = p"« ( D B - 4 ^ b | , AČ = p"c ( D C - 4 y c | , 

AM = p-e [ D M - \0—DA + 4 Í - — + l A 
P V P P1 J . 

D2B - 10 - DB + 4 í - — + 7 B 
p l p p M . 

D 2 C - 1 0 — D C + 4 Í - — + 7 ( - ^ - 2 ) C 
P \ P P1 ) . 

Dle (5) jest 
g\ = (AB)'2 - A í . AČ = p-12 j^DB - 4 ^ fij2 - |Di4 - 4 y ¿ j | d C - 4 y c j 

= p"12 j^(Dfl)1 -DA.DC+4 y (ADC + CDA - 2 BDB) + 16 ( y ) ' ( f l 2 - A C ) 

= - * J Dg, + 16 (yPj V,] 

v souhlase se (3). Dle (5), (6) a 4 6 4 (1) jest 

(6) A2B = p"8 

A 2 C = p"H 

A, B, Č A, B, C 

Ů.Á, AB, AČ = P - 1 8 DA, DB, DC 

AM, A2B, A2Č DM, D2B, D2C 

v souhlase se (4). 
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4 6 6 . B u ď 7?{jcy}B r e g u l á r n í o s n o v a v i r t u á l n í t ř í d y r ^ 3 . 
Buď ^ p r v ý u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t ar. o s n o v y #„(;ty). Pra-
v í m e , ž e j e s t 1° p o s i t i v n í , 2° n e g a t i v n í , 3° n u l o v á 
o s n o v a * ) , j e - l i p r o v š e c k a u: 1° gt > 0, 2° gí < 0 , 3° gi = 0. 

K této definici jsme oprávněni dle 4 6 5 (1). 

4 6 7 . B u ď #{jcy} p o s i t i v n í n e b o n e g a t i v n í o s n o v a vir-
t u á l n í t ř í d y r ^ 3 . B u ď g1 p r v ý u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t ar. 
o s n o v y #„(xy) . Buď a = + 1. Buď 

(0 Pjr=a*Í\Ai fry). 

Ar. o s n o v a Rapx n a z ý v á s e n o r m a o s n o v y o z n a č e n í 

(2) 

Má t e d y o s n o v a 7?{xy} d v ě n o r m y ( a = l , a = — 1). Rapx j e s t 
z b o r c e n á ar. o s n o v a v i r t u á l n í t ř í d y r — 2. 

Že jsme k definici normy oprávněni, vychází ze 4 6 5 (1). 

4 6 8 . Buď R {xy} p o s i t i v n í ( n e g a t i v n í ) o s n o v a v i r t u á l n í 
t ř í d y r ^ 5 . Ar. o s n o v a N/?{xy} j e s t r e g u l á r n í ar. o s n o v a vir-
t u á l n í t ř í d y r — 2, j e j í ž p r v ý u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t j e s t 
i d e n t i c k y r o v e n + 1 ( — 1 ) . O b r á c e n ě , k d y ž p r v ý u n i m o d u -
l á r n í i n v a r i a n t ar. o s n o v y R*(xy) v i r t u á l n í t ř í d y ^ 3 r o v n á 
s e i d e n t i c k y + 1 ( — 1 ) , j e s t o s n o v a 7?{xy} p o s i t i v n í ( n e g a -
t i v n í ) a j e s t 

/?0(xy) = /Vfl{xy}. 
Důkaz je snadný. 

4 6 9 . Buď /?{xy} p o s i t i v n í n e b o n e g a t i v n í o s n o v a vir-
t u á l n í t ř í d y r ^ 3 . B u ď 

RaPir = NRi*y}-

B u ď / f k o l i n e a c e ar. b o d ů . B u ď A ' = UP, k d e V j e s t k o l i n e a c e 
m o d u l u + 1 a P j e s t p o d o b n o s t . B u ď x ^ x ' , y ^ y ' v K; buď 
px ~ p'x v Ass. U• P a k j e s t 

Rap'x = NR{xy). 

Důkaz je snadný. 

4 7 0 . Buď R {xy}« o r i e n t o v a n á p o s i t i v n í n e b o n e g a t i v n í 
o s n o v a v i r t u á l n í t ř í d y 3. N o r m á l n í p a r a m e t r s o r i e n t o -

*) Mluvíce o nulové osnově, máme vždy na mysli r e g u l á r n í osnovy, 
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v a n é ar. o s n o v y n a z ý v á s e n o r m á l n í m p a r a m e t r e m 
o r i e n t o v a n é o s n o v y 7?{jcy}. P r o o p a č n ě o r i e n t o v a n o u 
o s n o v u j e s t — s n o r m á l n í m p a r a m e t r e m . 

Dle 4 2 3 (1) a 4 6 7 jest, je-li g^ prvý unimodulámi invariant ar. 
osnovy Ra(xy) a je-li c konstanta, 

"o 

471 . Buď 7?{jcy}a n u l o v á o s n o v a v i r t u á l n í t ř í d y r ^ 3 . Buď 
AtS + 2 BhtgCt2* f l e k n o d á l n í f o r m a ar. o s n o v y Ra(xy). L z e 
u r č i t i z n a m e n í / ? = + l a f u n k c e <pu q>2 t ř í d y r — 3, tak, ž e j e s t 
i d e n t i c k y 
(1) At+ 2Bt,tx + C//=3 (-f2/, - 'flř.2)2. 

Z n a m e n í /? n e n í o s n o v o u /?{xy} u r č e n o , n ý b r ž p ř e j d e v —/?, 
p ř e j d e m e - l i od 7?a(jcy) k Rar{xy), k d e r < 0 . V e d l e <pu <p2 rov-
n i c i (1) v y h o v u j í o v š e m — <pí} — <p2. B u ď t e klt X2, filt (i2 f u n k c e 
t ř í d y 2 t a k o v é , ž e j e s t i d e n t i c k y 

(2) >-iH-2 — *ÍM-I = S = ± 1. 
B u ď 
(3) x, = X,x + X.xy, yr-^^x + ^y. 

P ř e j d e m e - l i o d ar. k ř i v e k Cax, Cay k ar. k ř i v k á m Cax„ C„yi, 
p ř e j d o u (plf (f3 p o ř a d ě v e <p*, rp* tak, ž e j e s t i d e n t i c k y 

(4) <Pl = >-|,Pl* + H-|<Pa*» <P2 = >'2<Pl* + íJ-2<P2* 

B u d j) f u n k c e t ř í d y 2 v š u d e r ů z n á od n u l y . Buď 

(5) x = px, ý = oy. 

P ř e j d e m e - l i od ar. k ř i v e k Cax, Cay k ar. k ř i v k á m C a , Cay, 
p ř e j d o u tfi, (fi p o ř a d ě v e <pu ip2, k d e 

(6) = p—2 «i. ?4 = P-2<Pí. 

Rovnice (4) plynou snadno ze 4 3 0 (7). Rovnice (6) vycházejí 
ihned ze 4 6 4 (1). 

4 7 2 . B u ď R {xy}« n u l o vá o s n o v a v i r t u á l n í t ř í d y r > 4 . B u ď 
D d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r o r i e n t o v a n é ar. o s n o v y Ra(xy)-
B u ď t e a, b, c a s y m p t o t i c k é f u n k c e o r i e n t o v a n ý c h ar. k ř i v e k 
Cax, Cay. B u ď / t o , L) = P((Piti — 9iti)m3 = ± 1) f l e k n o d á l n í f o r m a 
ar. o s n o v y Ra(xy). Buď f(ti,U) a s y m p t o t i c k á d e r i v a c e f o r m y 
/ ( ř i , / 8 ) . B u ď 
(1) <Pi = D?, —Ď?, — ? ! = ©?! + fl'fi + bf,. 
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P r a v í m e , ž e f o r m a 5M1 — ý i / 2 j e s t ( p r v á ) a s y m p t o t i c k á d e r i -
v a c e f o r m y (p2ti — <pit2• P r o d a n é u j e s t ^</?a — <p2ýi = 0, k d y ž 
a j e n k d y ž {xy}„ j e s t p e n t a t a k t i c k á p ř í m k a o s n o v y # { x y } . 
J e s t i d e n t i c k y 
(2) /(*„ /,) = 2 - f , t.2) (hi, - f , t2). 

J e - l i r^>5, buď f(ti,t2) d r u h á a s y m p t o t i c k á d e r i v a c e f o r m y 
f(tut,) a b u ď 
(3) ¡h = 0<f, — bf, — c<f.2, ¡p2 = Df.2 + a<f>, + b<f>2. 

P r a v í m e , ž e f o r m a <p2tí — <pit2 j e s t d r u h á a s y m p t o t i c k á d e r i -
v a c e f o r m y —<jpit2- J e s t i d e n t i c k y 

(4) nu, t.2)=2? [(?í - <p, t2) (<p.2/, - 9, /.2) + (<f.2 - /j)2]. 

B u ď t e K t K i P i t l h f u n k c e t ř í d y r — 1 t a k o v é , ž e j e s t i d e n -
t i c k y 
(5) — X.j(i, = s = ± l . 
B u ď 
(6) x, = X, x + l2y, y, = m x + \x.2y. 

P ř e j d e m e - I i o d ar. k ř i v e k Cax, Cay k ar. k ř i v k á m CaXi, Cayi, 
n e c h f p ř e j d o u <pu y2, q>lt <p2, <plt <p2 p o ř a d ě v e (pf, <p2*, ýi*, <jp2*, 
<P*> tys*- P a k j e s t 

(7) ipj* — f4*í>,* = S ( f , <p2 — <pj<p,), 

(8) <p,* <p.2* — f.2* = S (<Pi f i — fiVt)-

Dle 471 (1) jest 
(9) A = p?t*. B = -p<hV.2, C = P<Pi2. 
tedy 

DA = 2 p<p2. D<p.2. Df l = -P(<p, . D ^ + f í - D<p,), £ > C = 2p<p,. £>?„ 

takže dle (1) a 4 3 5 (1) jest 
(10) ¿ = 2p<P.2<f>1. B = - P(<p,<f>2+ ?,<*>,), Č = 2p<p,<pi, 

z čehož plyne (2) dle 4 3 5 (11). Podobně obdrží se (4). 
Položme 

(11) = + m 'í*. 'i = t ,* + rn 

Dle (5) a 471 (4) jest 

(12) <P.2* /,* - <P,*/2* = s - <p, *,). 

Přejdeme-li od C .x , C.y k C a x „ C-y» nechf přejde /? v ft. Dle 4 3 0 (7) 
a 471 (1) jest 
(13) Č* = Sp. 
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Dle (2), (12), (13) a 4 3 5 (7) jest 

(14) ý,* / ,* - <p,*f2* = ®(*t<i - <P> 

Dle (4), (12), (13), (14) a 4 3 5 (10) jest 

(15) - * = « ( fc / . - ?,/,)• 

Buďte r l f t 2 nové neodvislé proměnné a položme 

(16) T ^ X . V + ^T./, T . ^ X ^ + ^T,*. 

Pak jest dle (12) a (14) 

< P i * í , 2 * . ?***,*- V,* t2* 
ti* Tl* — <P * T2*. <P-2* • 1* - Ťl* 

čili 
(?l*Ťi* — ( W — ¿2*Tl*) = (<Pl<P2 -<PJ<P|) CLTL — Í ^ I ) , 

z čehož plyne (7), nebof dle (5), (11) a (16) jest 

fl*T.*-/i*z* = s(tlr.1-tir,). 

Podobně obdrží se (8) ze (13). 
Zbývá ukázati (v. 4 4 5 ) , že ^ <f2 — <p2 = 0, když a jen když vymizí 

všecky determinanty matice 

To je však ihned patrné z (9) a (10). 

4 7 3 . B u ď R {xy} n u l o v á o s n o v a v i r t u á l n í t ř í d y r ^ 4 b e z 
p e n t a t a k t i c k ý c h p ř í m e k . Buď /?(<jP2/i — < * > i ¿ ¡ ) 2 = + O f l e k n o -
d á l n í f o r m a ar. o s n o v y Ra(xy)- Buď <pttL — <fit2 a s y m p t o t i c k á 
d e r i v a c e f o r m y <p2ti — <fit2. B u ď a = + 1 . B u ď 

(1) Pjv = a — «Pií-i ixy). 

Ar. o s n o v a Rapx n a z ý v á s e n o r m a o s n o v y /?{jcy}; o z n a č e n í 

(i) RaPjf = NR{xy}. 

M á t e d y o s n o v a 7?{xy} d v ě normy (a = 1, a = — 1). Rap\ je zbor-
c e n á ar. o s n o v a v i r t u á l n í t ř í d y r — 3. 

Je Iřeba ukázati, že ar. osnova NR {xy} jest osnovou R {xy} až na 
libovolné znamení a úplně určena. Ze 4 7 2 (7) jest nejprve patrné, že 
JV/?{xy} jest určena až na znamení a ar. osnovou Ra(xy)- Buď nyní t 
funkce třídy 3 všude různá od nuly. Máme ukázati, že W f l l x y } až na 

<PÍ'I — 9I'I< VITI—FITI 
9LT. — O.T.,, <P,T. —Ó.T., 
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znamení a zůstane nezměněna, když od Ra(xy) přejdeme k Rax(xy). 
Dle 4 7 2 (7) je tomu tak, když x = — 1. Buď tedy r > O a položme 
r = Q*, x = QX, Y = ?y- Zřejmě máme pouze ukázati, že, když Q>LF 

#>i> přejdou po řadě ve tplf (pir <plt (pif jest 

( 2 ) F , ? 2 - = P"G (V ÍŤ2 — ?2?i)-

Vzhledem ke 4 7 2 (7) stačí dokázati (2) za předpokladu, že ar. křivky 
CaX, Cay vytvořují ar. osnovu Ra(xy) asymptoticky. Dle 4 6 3 vytvořují 
pak také ar. křivky Cax, Cay ar. osnovu Ra(xy) asymptoticky, takže, je-li 
D (A) diferenciální parametr orientované ar. osnovy Ra (xy) (Ra (xy)), jest 

<f, = Dfi, f* = Afu (i=l,2) 

Dle 4 6 1 je však J = takže dle 471 (6) 

( 3 ) ^ = ( 1 = 1 , 2 ) 

Ze (3) a 471 . (6 ) vychází (2). 

4 7 4 . Buď 7?{xy.} n u l o v á o s n o v a v i r t u á l n í t ř í d y r ^ 7 b e z 
p e n t a t a k t i c k ý c h p ř í m e k . Ar. o s n o v a j e s t r e g u l á r n í 
ar. o s n o v a v i r t u á l n í t ř í d y r — 3, j e j í ž p r v ý ( d r u h ý ) u n i m o d u -
l á r n í i n v a r i a n t j e s t i d e n t i c k y r o v e n 0(1) . O b r á c e n ě , j e - l i ^ ( £ 2 ) 
p r v ý ( d r u h ý ) u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t ar. o s n o v y Ra (xy) v i r t u-
á l n í t ř í d y ¿ 4 a j e - l i i d e n t i c k y gi = 0, g2 = 1, o s n o v a i?{xy) 
j e s t n u l o v á a Ra {xy} = NR {xy). 

Vskutku dle 4 7 2 (10) jest identicky 

(1) B1 — ÁČ = (<pi <p2 — <p.2 Ví)2. 

4 7 5 . B u ď 7?{xy] n u l o v á o s n o v a v i r t u á l n í t ř í d y r ^ 4 . B u ď 

RaPN = NR{xy}. 

B u ď K k o l i n e a c e ar. b o d ů . B u ď K=UP, k d e U j e s t k o l i -
n e a c e m o d u l u + 1 a P j e s t p o d o b n o s t . B u ď x ~ x', y v K; 
buď v Ass. U. P a k j e s t 

Důkaz je snadný. 

4 7 6 . B u ď / ? { x y } „ o r i e n t o v a n á n u l o v á o s n o v a v i r t u á l n í 
t ř í d y r > 4 b e z p e n t a t a k t i c k ý c h p ř i m e k . N o r m á l n f p a r a m e t r 
s o r i e n t o v a n é ar. o s n o v y NflJjcy} n a z ý v á s e n o r m á l n í m para-
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metrem o r i e n t o v a n é o s n o v y P r o o p a č n ě o r i e n t o v a n o u 
o s n o v u j e s t — s n o r m á l n í m p a r a m e t r e m . 

Dle 4 2 3 (1), 4 7 3 (1) a 4 7 4 (1) jes t .v obvyklém označení, je-li c 
libovolná konstanta, 

du + c = 

«0 u 

-JV*1* du + c. 

4 7 7 . B u ď t e x0, Xi, x2, jcs 1 in. n e z á v i s l é ar. b o d y . M n o ž -
s t v í R z p ř í m e k {p}, k d e 

( 1 ) p = Xr>(x0x.2) + X,2 X2 [(x„ x,) + (x, x2)] - X, X22 (xs X,j - X./ (*„ X,) 

j e s t a l g e b r a i c k á o s n o v a . P r a v í m e , ž e R3 j e s t C a y l e y o v a 
osnova. 

Pro jasnost položme 

AO = (*n*i). (X0x2), X2 = (x„x3), X, = (x2xj), X4=(x3x4 ) , Xs = (x,x2) 

a považujeme Xt (i = 0, 1,2, 3, 4, 5) za pětirozměrné ar. body, tvořící jehlan 
dle 106 (1). Buď S0, Slf S2, S3, Si, Ss duální jehlan adjungovaný k X0, 
Xi, X2, Xs, Xi, X5• Mánie ukázati, že množství Ca pětirozměrných bodů 
AT}, kde 

X=\í*Xl + X,2X2(X2 + X,) - X,X.22X4 -

jest algebraická křivka. To však vychází snadno ze 168, neboť zřejmě jest 

Cj=C[SJ, 3.2 — St, E0H, — S2S4, S0S2 + S42, H,S4+B.22]. 
4 7 8 . Buď r e g u l á r n í o s n o v a v i r t u á l n í t ř i d y r ^ 4 

o b s a ž e n á v p e v n é p a r a b o l i c k é l i n e á r n í k o n g r u e n c i * ) . Buď 
P(<pit2 — ÇP2^)9(/? = ± 1) f l e k n o d á l n í f o r m a ar. o s n o v y /?a{xy}. 
B u ď (p2t! — (p2tx a s y m p t o t i c k á d e r i v a c e f o r m y (f2t\ — <f>tt2. L z e 
u r č i t i f u n k c i x t ř í d y r — 3 v š u d e r ů z n o u od n u l y t a k , ž e j e s t 
i d e n t i c k y 

Dy D y 
(1) Ť —<P, = ň - <p2=-o. 

y x x 

Z v o l m e z d l e (1); b u d a + O l i b o v o l n á k o n s t a n t a . B u ď 

(2) Px=ax(xy). 

*) Osnova R {xy} Je nulová. Je li totiž regulární osnova R {xy} obsažena v pevné 
lin. kongruenci L, snadno se vidi (v. 444) že R {xy} jest 1" positivní, 21 negativní, 
3" nulová, když lín. kongruence L jest 1° hyperbolická, 2' eliptická, 3° parabolická. 
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Ar. o s n o v a , R a p x n a z ý v á s e n o r m a o s n o v y fl{xy}; o z n a č e n í 

(3) RmPir=NR{xy}. 

M á t e d y O s n o v a i?{xy} n e k o n e č n ě m n o h o n o r e m (ježto a ^ O 
je libovolné). Rapx j e z b o r c e n á ar. o s n o v a v i r t u á l n í t ř í d y r — 2 . 

Ježto # „ { x y } jest nulová a jest obsažena v pevné lin. kongruenci, jest 
identicky ^ g>a — íPa <ři = O dle 4 4 5 a 4 7 2 . Lze tedy rovnicím (1) vyhověti 
a to ovšem nekonečně mnoha způsoby. Vzhledem k libovolné konstantě a 
ve (2) nezáleží však na tom, které řešení rovnic (1) zvolíme za x• Je třeba 
ukázati, že ar. osnova N R {jcy} jest až na libovolnou konstantu a osnovou 
R {xy} úplně určena. Ukažme nejprve, že NR {xy} jest určena ar. osnovou 

Ra {xy}; t. j., že ar. osnovou Ra {xy} jest určena funkce — . To však je 
P D v 

snadno patrné ze 4 7 2 (12), (14), vyslovíme-li podmínku (I) pro — -
X 

takto: Forma 
<Pl t-i — "Pi1, + — (<p, ti — <p2 tx) 

jest identicky rovna nule. Dále máme ukázati, že ar. osnova JV/?{xy} se 
nemění, přejdeme-li od 7?„{xy} k Rat{xy). Z cit. rovnic 4 7 2 (12), (14) 
vychází, že tomu tak jest, když % = — 1 . Můžeme tedy předpokládati, že 
r = ( » a > 0 . Zřejmě stačí ukázati, že, přejdeme-li od Cax, C a y k CaQX, 
Ca?y, přejde x v Mimo to dle toho, co již bylo dokázáno, můžeme 
předpokládati, že ar. křivky Cax, Cay vytvořují ar. osnovu Ra{xy} asym-
ptoticky, takže dle 4 6 3 totéž platí o ar. křivkách CaQX, CaQy a o ar. 
osnově RaQ3 (xy). Že však za těchto předpokladů přejde x skutečně v p~3x> je 
zřejmé; nebof rovnice (1) dají se pak psáti — ježto ^¡ — D<f{(i— 1, 2) — 

d ( t H ( 7 H 
a <p1} <p2 přejdou ve (>-aíPi, Q~3<fi dle 471 (6). 

4 7 9 . B u ď 7?{xy}„ r e g u l á r n í o s n o v a v i r t u á l n í t ř í d y r ^ 5 . 
o b s a ž e n á v p e v n é p a r a b o l i c k é l in . k o n g r u e n c i . B u ď Z ) d i f e -
r e n c i á l n í p a r a m e t r ar. o s n o v y /?„(xy); b u ď j č t v r t ý u n i m o d u -
l á r n í i n v a r i a n t t é t o ar. o s n o v y . B u ď R a x (xy ) = Af f l fxy} ; X > 0 * ) . 
K d y ž a j e n k d y ž j e s t i d e n t i c k y 

0) y + 

j e s t o s n o v a i?{xy} o b s a ž e n a v p e v n é C a y l e y o v ě osnově* '* ) . 

*) Předpoklad n e n l n a ú l m u obecnosti, nebof x i e určeno pouze až na 
multiplikativní konstantu. 

**) Je-li (1) splníno pro u = u„, pravíme, že {xy}«« Jest C a y l e y o v s k á p ř í m k a 
o s n o v y /?{xy} . 
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Předpokládejme nejprve, že rovnice (1) je splněna. Předpokládejme 
také — což je dovoleno — že ar. křivky Cax, Cay vytvořují ar. osnovu 
Ra (Jty) asymptoticky. Buď Atť + 2 Bh U +.C&" = fi — y^f (/? = ± 1) 
fleknodální forma ar. osnovy Ra(xy). Dle 4 7 8 (4) jest 

(2) <P, = CiX- "PÍ = CtX> 

kde Ci, c2 jsou konstanty, z nichž aspoň jedna je různá od nuly; buď 
na př. Ci=t=0. Dle (1), (2) a 4 3 8 jest 

(3) 
+ v x + ficfxiy, 

D>y = - P C , 2 X s x + [ - PC,C 2 X 2 - H V x O 1 ( t ^ ) ] ? -

Položme _ _ 
(4) *'=\/x (eix + c2y), y' = Vxy. 

«1 

du. 

Ze (3), (4) a (5) vychází po snadném počtu 

ď2 x' ď2v' 

Buď y = sgn Ci = + 1. Z (6) vychází snadno, že existují lin. nezávislé pevné 
ar. body xlt xit x s takové, že 

X ' = _ B T \ l l l ( 3 f 0 + SX, ) ' 
1 \L3 X/ÍČTÍ 

y = - r ^ = ( 3 c , s 2 x 6 + C, S3X.) + ^ ( X 2 + SX,), 

takže 

(7) - pT (x'y') = - Tx | c, | (xy) = (x„ x2) + s [(x„ x,) + (x, x.2)] - s2(x3x,) - s'(x0 *, ) 

Ze (7) a 4 7 7 (1) plyne, že fl{xy} jest obsažena v Cayleyově osnově. 
Obráceně předpokládejme, že /?{xy} jest obsažena v Cayleyově 

osnově. Ze 4 7 7 (1) vychází snadno, že můžeme zvoliti ar. křivky Ca x, C„y 
a parametr u tak, že jest 

( 8 ) X = X0 + IÍX„ 
V = X.t + UXj + t tfix0 + i u3 x„ 

při čemž Xo,Xi,X3,Xs jsou pevné lin. nezávislé ar. body; vskutku dle (8) 
jest 

(xy) = (x0 x2) + u [(x„ x3) + (x, x.2)] — u2 (x, x,) - u3 (x„ x,), 
Č e c h , Projektivní diferenciální geometrie. I- 22 
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v souhlase se 4 7 7 (1). Z (8) vychází po snadném počtu, že podmínka (1) 
je splněna. 

4 8 0 . B u d R {xy}a o r i e n t o v a n á r e g u l á r n í o s n o v a v í r t u á l n í 
t ř í d y r^>5 o b s a ž e n á v p e v n é p a r a b o l i c k é l ín . k o n g r u e n c i 
b e z C a y l e y o v s k ý c h b o d ů . B u ď D d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r 
ar. o s n o v y Ra(xy)\ buď / č t v r t ý u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t t é t o 
ar. o s n o v y . B u ď Rax(xy) = N R{xy}. 

V ý r a z 

(O ' - /VMi i -y iVBS du + c, 

k d e c j e s t l i b o v o l n á k o n s t a n t a , n a z ý v á s e n o r m á l n í p a r a -
m e t r o r i e n t o v a n é o s n o v y #{.xy}. N o r m á l n í p a r a m e t r o p a č n ě 
o r i e n t o v a n é ar. o s n o v y j e s t — s . 

Je třeba ukázati, že normální parametr s jest orientovanou ar. osnovou 
úplně určen, nehledíme-li na libovolnou konstantu c. Nejprve je 

zřejmé, že s jest určen orientovanou ar. osnovou Ra(xy)- Přejdeme-li však 
od ar. osnovy Ra (xy) k ar. osnově Ra x (xy), přejde j v hodnotu / udanou 
ve 4 6 5 (2), |jf| přejde — jak jsme ve 4 7 8 viděli — v \x\~l% 

a Přejde patrně v x2 |xy Odtud a ze 461 snadným 

počtem vychází, že s se neměnf. 

Hlavni přímka oskulačniho regálu. 

481. Buď7?{jcy}„ r e g u l á r n í o s n o v a t ř í d y r24. B u d f ( t » U ) = 
= i4řia + 2#řiřa + C V f l e k n o d á l n í f o r m a ar. o s n o v y R a ( x y ) ; b u ď 
/(tlft,) = Áh2 + 2BUh + ČU2 a s y m p t o t i c k á d e r i v a c e formyf ( tt ,t2 ) . 
N e c h ť ar. b o d y x, y v z n i k n o u z ar. b o d ů x, y a s y m p t o t i c k ý m 
d e r i v o v á n í m . B u ď C = C { / i X + /2y} a s y m p t o t i c k á k ř i v k a o s n o -
v y 7?{xy}. Z v o l m e l i b o v o l n ě « ; p r o t o t o u b o d { h x + Uy} n e b u ď 
f l e k n o d o s n o v y 7?{xy}. P o l o ž m e 

(O * = 4 / ( f „ h) (/, x + tj) + / ( / „ y ( / , * + í2y). 

B o d {z} j e s t p ó l p ř í m k y {xy} v z h l e d e m k o s k u l a č n í k u ž e l o -
s e č c e k ř i v k y C v b o d ě [fax + t2y}. P o n e c h m e u p e v n é a m ě ň m e 

u 
,ar. b o d \ti,U\b- M n o ž s t v í b o d ů {z} j e s t a l g e b r a i c k á k ř i v k a C«. 

K d y ž {xy}a n e n í p e n t a t a k t i c k á p ř í m k a o s n o v y i?{xy} 
a k d y ž o s k u l a č n í k o m p l e x o s n o v y /?{xy} v p ř í m c e {xy}„ n e n í 
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u 
s p e c i á l n í , C. j e s t k u b i c k á k ř i v k a . K d y ž {xy}« n e n í p e n t a t a k -
t i c k á p ř í m k a o s n o v y /? {xy} a k d y ž o s k u 1 a č n í k o m p 1 e x o s n o v y 

u 
7?{xy} j e s p e c i á l n í , C, j e s t k u ž e l o s e č k a . K d y ž {xy}« j e s t p e n t a -

. . . « 

t a k t i c k á p ř í m k a o s n o v y /?{xy}, C2 j e s t ř a d a b o d o v á . 
Dle 4 3 0 (7), 4 3 2 (6), 4 3 5 (7) a 4 5 1 můžeme předpokládati, že 

ar. křivky Cax, Cay vytvořují ar. osnovu Ra(xy) asymptoticky — takže 
Á = DA, x~Dx atd. — a že tly t2 jsou konstanty. Buď 

rap = Ass. Ca t, x + t2y. 

Dle 351 (1) a 4 5 4 (1) jest 

(2) P = ,. 1 (ttx+ t.2y, t, Dx + t2 Dy), 
V'/('i. tíI 

takže 
(3) Dp = ,, 1 ["(*, x + ř2y, + t.2D2y) -

- ý (', x + hy. t, Dx + řžDy)J. 

Dle 4 3 8 je však, ježto a = b = c — O, 

(4) (/, x + f2y. í, D 2 * + t2D2y) =f(tt, t2) (xy). 

Ze (2), (3) a (4) vychází, že 

= { 3 / ( f „ « Dp + / ( / „ Í2)P}. 

takže dle (1) a 3 8 3 bod {z} je vskutku pól přímky {xy} vzhledem k os-
kulační kuželosečce křivky C v bodě {řiX + /ay}. 

Předpokládejme nejprve, že {xy}« není pentataktická přímka osnovy 
# { x y } a že oskulační lin. komplex osnovy # { x y } v přímce {xy}« není 
speciální, takže dle 4 4 6 . 

4 Si Si — (DgJ2 = 4 (B2 -AC) (B2 - AČ) - (AČ +CÁ-2 BB)2 jz 0. 
Buď 

y, = 4Ax + Áx, y.2 = 8Bx + 4 Aý + 2Éx + Áy, 

yi=4Cx + 8Bý + Čy + 2By, yt = 4Cý+Čy, 
takže dle (1) 

(5) z = t}y, + t,2 t.2y.2 + t22y3 + t./y,. 

Ar. body yi,y2.ys>yá jsou lin. nezávislé, neboť 

(y.y2y3y4) = 

A, O, 4A, O 

2 B, Á 8 B, 4 A 

Č, 2B, 4 C, 8 B 

O Č, O 4 C 

(xyxy) = -16« . [4g,g2 - (Dg,)2] 4= 0. 

19* 
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Buď TJ1( T}3, T}3, TJ4 duální jehlan adjungovaný k y i , y a , y 8 , y 4 . Z (5) vychází 
ihned, že 

č, = c h * H 
LTÍ-2 T1S TiJ 

U 
takže C, jest kubická křivka. 

Předpokládejme nyní, že {jty}B není pentataktická přímka osnovy 
a že oskulační lín. komplex osnovy # { x y } v přímce {.xy}B je 

speciální. Forma 
A B C 

\Atl+Bt.l, Bí. + Ct., 
A B C 

t* —ff f2 h »1 'i 'i 
At, + Bt-i, Bt, + Ct2 

má dle 4 4 6 dvojnásobný kořen {|Aa, — Dle 7 8 jest tento kořen 
společným kořenem forem / (ř i , / a ) , / ( / i , /g) , takže 

/(fi.fi) = (M« + V i X f t + 

/(* . , ' I ) = ( V I + M Í ) G V I + C V » ) -
(6) 

Dle (1) je tedy 

(7) {z} = {4 Oi, f, + ( j ( ř , i + ř2y) + Oi', t, + p.\tt) (f,x + í.2y)j. 

Jest fiifi'2 — f c 4=0, nebof jinak by zřejmě vymizely všecky determi-
nanty matice 

(8) i" B C

) 

U B c) 
a {jcy}„ byla by pentataktická přímka. Položme 

y-i = 4fxa5r + 4(i,ý + ¡i',* + n^y, 
y3=4|i.2ý + H-'sy-

Ar. body ylr y3 jsou zřejmě lin. nezávislé. Kdyby bylo y2 = r1y1 -)- r3y3, 
bylo by — jak vychází porovnáním koeficientů při x a x — 

(1'2 = TIH-'I. N = T(II 

a tedy Pi.fi'2 — i = 0, což, jak jsme viděli, nenastane. Jsou tedy ar. body 
yi>yn,ys lin. nezávislé a můžeme určití ar. bod y4 tak, že ( y ^ y s y O + O. 
Dle (7) jest 
O) {*} = *&! = *,Uyt + Vy*. 

Buď 7)i, TJ4 duální jehlan adjungovaný k y i ,y a ,y 8 ,y4 . Z (9) vychází 
ihned, že 

takže Ci jest kuželosečka. 
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Konečně předpokládejme, že {xy}u jest pentataktická přímka osnovy 
/?{xy}. Všecky determinanty matice (7) jsou rovny nule, takže poměr 
/ ( ' o fis) : / ( M 2 ) = «'--« (a + O) nezávisí na \U,ti\b. Dle (1) jest 

{z} = {4« + t j ) + a' (t,x + ¿2y)}, 
takže . a 

C2 = { 4ax + a'x, 4aý + a'y}. 

4 8 2 . B u ď #{xy}« p o s i t i v n í n e b o n e g a t i v n í o s n o v a t ř í d y 
r í>4 . B u ď Z ) d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r o r i e n t o v a n é ar. o s n o v y 
Ra(xy)u• B u ď gi p r v ý u n i m o d u l á r n i i n v a r i a n t t é t o ar. o s n o v y . 
N e c h ť ar. b o d y x, ý v z n i k n o u z ar. b o d ů x, y a s y m p t o t i c k ý m 

u 
d e r i v o v á n í m . B u ď / ? 2 o s k u l a č n i r e g u l u s o s n o v y / ? {xy} v p ř í m c e 

u 
{xy}„. B u ď Rapy — N 7?{xy}. Buď Kn l in . k o m p l e x a d j u n g o v a n ý 

u 
k {Dp}- D v ě a j e n d v ě p ř í m k y r e g u l u # 2 n á l e ž e j í l in . k o m p l e x u 
u 

Kn; j e to p ř í m k a {xy} a p ř í m k a {^.v}, k d e 

(1) = + sg,ý + Dgt.y)-
H 

P r a v í m e , ž e {^.v} j e h l a v n í p ř í m k a o s k u l a č n i h o r e g u l u R2. 
K d y ž a j e n k d y ž p r o k a ž d é u j e s t {^.v} = {xy} , e x i s t u j e k o n -
s t a n t a A t a k o v á , ž e N # { x y } = Ra A (xy). 

Dle 4 6 7 jest, je-li a = ± l , 

pN = af\iA (xy). 
tedy dle 4 4 0 (2) 

(2) DpN = a VTfiTT [(*ý) - (yx) + 7 ^ (xy)] • 

u 
Dle 4 4 0 (1) přímka {r} náleží regulu R2, když a jen když 

( 3 ) R = ( X , * + X . J I - , X , Y -(- X 2 Y ) . 

Přímka {/•} náleží lin. komplexu Kn, když a jen když SrDpx = 0. Dle (2) 
a (3) je však, ježto (xy xý) = OJ, 

SrDpN = » VT^S [(*y) - (yx) + (xy)] { v ( * y ) + x ,x 2 [W) - ( y * ) ]+ = 

^«.X2 [ -2X1 + i ^ X . 2 ] . 

je-li As = 0, jest {r} = {xy}; je-li -21, + A, = 0, jest {#•} = {?*}• 

Dle (1) jest {xý} = {^v}, když a jen když D g i = O, tedy g , kon-
stantní, tedy px = c (xy), kde c je konstanta. 
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4 8 3 . B u ď 7?{JCJ>}U p o s i t i v n í n e b o n e g a t i v n í o s n o v a t ř í d y 
„ H 

4. B u ď R2 j e j í o s k u l a č n í r e g u l u s v p ř í m c e {xy}«. B u ď R'2 

U 
r e g u l u s k o m p l e m e n t á r n í k R2- Buďjgjv} h l a v n í p ř í m k a re g u l u 
U tí u 

R2. D e f i n u j m e a l g e b r a i c k o u k ř i v k u C. j a k o v e 481. K d y ž C. 
u 

j e b o d o v á řada , p ř í m k a {̂ JV} j e s ní s o u m í s t n á . K d y ž C* j e s t 
u 

k u ž e l o s e č k a , t a k ž e o s k u l a č n í l ín . k o m p l e x K o s n o v y /?{jty} 
je s p e c i á l n í , p ř í m k a j e s t i n c i d e n t n í s ř í d i c í p ř í m k o u 

u 
l in. k o m p l e x u K-, buď {z*} p r ů s e č í k t ě c h t o d v o u p ř í m e k : b o d 

lt ti 

{z.v} n á l e ž í k u ž e l o s e č c e C - K d y ž C, j e s t k u b i c k á k ř i v k a 
a k d y ž e x i s t u j í ( d v a ) k o m p l e x o v é b o d y o s n o v y # { x y } v p ř í m c e 
{xy}a, a s y m p t o t i c k é t e č n y o s n o v y /?{xy} v t ě c h t o k o m p l e -
x o v ý c h b o d e c h j s o u i n c i d e n t n í k a ž d á s p r á v ě j e d n í m b o d e m 

k u b i c k é k ř i v k y G : b u ď t e {zi}, {z2} t y t o d v a b o d y . B u ď 
H 

( / = 1 , 2 ) p ř í m k a r e g u l u R2 i n c i d e n t n í s e {z<}. P ř í m k a {p,} 
« 

(/ = 1,2) j e t e č n o u k u b i c k é k ř i v k y C v b o d ě {ZÍ}. P á r y pří-
ti 

m e k : {jcj/}, {<7 a}; {pí}» r e g u l u j s o u h a r m o n i c k é . K d y k o l i 
u n 
Cz j e s t k u b i c k á k ř i v k a , e x i s t u j e n e p a r a b o l i c k á i n v o l u c e Jh 

u 
v r e g u l u R2 O t é t o v l a s t n o s t i : J s o u - l i {z,-} ( ¿ = 1 , 2 , 3 , 4 ) č t y ř i 

il 
r ů z n é b o d y k u b i c k é k ř i v k y C. t a k o v é , ž e p ř í m k y {ziz2}, {zszi) 

li u 

n á l e ž e j í r e g u l u Rit a je-l i {r.} ( / = 1 , 2 , 3 , 4 ) p ř í m k a r e g u l u R\ 
i n c i d e n t n í s e (z<}: p á r p ř í m e k {z iz 2 } , {z 3 z i} n á l e ž í i n v o l u c i 
u « 

k d y ž a j e n k d y ž p á r y p ř í m e k {^J, {r2}; {r3}, {r4} r e g u l u R\ 
u 

j s o u h a r m o n i c k é . P ř í m k y {xy} a {q-jvj t v o ř í p á r i n v o l u c e Jk. 
u 

Užijme téhož označení, jako ve 481 a 4 8 2 . Nechf nejprve C« je řada 
bodová. Dle 4 4 5 a 481 existuje l takové, že 

i4 = Xi4, B = \B, Č = XC. 
Dle 4 3 6 (1), (2) jest 

Dg, = -{AČ+CÁ — 2BB)=2\(B2 - AC) = 2X^„ 

takže / ' ( / ! . / , ) = A/ ( / l , ř J ) = i ^ t e d y d l e 4 8 1 M 
* S i 

{z} = {8^, (í, x + t.J) + Dgx (f, x + f,y)}. 
n 

Srovnáním se 4 8 2 (1) vychází, že přímka a řada bodová C, jsou 
soumístné. 
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Buď nyní C« kuželosečka. Dle 4 8 1 (7) a 4 8 2 (1) bod {z} jest 
incidentní s když a jen když zvolíme \ti,t2\h tak, že 

(1) Dgi Oi, í, + h t,) -2g, (fi', ř, + ji', /,). 

Máme ukázati, že takto určený bod jest incidentní s řídící přímkou os-
kulačního komplexu osnovy /?{jcy} v přímce {jcy}, t. j. (v. 4 4 6 a 481 (6)), 
že forma (1) jest — až na faktor nezávislý na tx, t2 — rovna V í + ^ s f e -
Že tomu tak jest, vychází z identity (na hodnotě q nezáleží) 

(2) ft (h U + H--2 tlí1 - Dg, (¡X, f, + IH t,) (H-', t, + (J.'2 t2) + g, ([i.', t, + H-'2 t-i)1 = 
= P(X, Í. + X,/,)*; 

neboř ježto levá strana ve (2) jest úplný čtverec, jest zřejmě rovna 

7T~ I2^ + A f-i) ~ Dg, (ft, t, + (i, ř2)]*. 
4 g\ 

Identita (2) vychází ihned ze 7 8 (8) a 481 (6). 
H 

Konečně předpokládejme, že C% jest kubická křivka. Hledejme nejprve, 
u u 

zda některá tečna kubické křivky C« náleží regulu /?2. Abychom obdrželi » 
tečnu křivky C. v bodě {z}, v němž ^ + můžeme zřejmě ve 481 (1) 
považovati t2 za konstantu a ti za parametr. Obdržíme, že hledaná tečna 

Avšak 
l [dz dz \ t 3z\ l (3z dz\ 

z = 3 \dt, ví, <>)• I2- , 7 ) = - 1 • 

Hledaná tečna je tedy c o ž ovšem platí i když /2 = 0. Avšak 

ze 4 8 1 (1) obdrží se po snadném počtu 

(sf/B) = 3 + X2f«» v vxý> ~ + 

+ 48 f f(t„ t.i)Y (V) - 24 | ^ + + [t* (xi) + t, t2 {(xý) + (yx)} + (yýj]. 

Die 4 4 0 náleží tedy přímka regulu R2} když a jen když 

At, + Bt.2,Bt, + Ct.2 

Át,+Bt,,Bt, + Čt2 
= 0. 

To je však (v. 4 4 8 ) podmínka, aby bod {/iX + ^y} byl komplexový bod 
osnovy # { x y } v přímce {xy}. 
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Buď nyní 
(3) {/>,} = + + 

11 H 
přímka regulu R2, obsahující body {z2} kubické křivky Cr, buď také 

(4) {P-4 = {(H-i * + m H-. y + mý)} 

u u 
přímka regulu fa, obsahující body {z8}, {z4} kubické křivky C«. Buď 

O) z, = 4/(/„ ¿) (í\i + t j ) + f\t„ ř2) (/,*+ iy). (/= 1, 2,3, 4) 
11 i 2 

Ze (3) a (5) vychází snadno, že {|/i,/»|»} a ř2|s} jsou kořeny kvadra-
tické formy 

(6) 
W ( M i ) 

4/(/„4) 
= (4 I4X,—j4X. 2 ) + 2 (4BX, — fíX2) /2 + (4 CX, - CX2) t.?. 

3 3 4 4 

Podobně ze (4) a (5) vychází, že {]/i,řa|»} a {|ři/2|»} jsou kořeny kvadra-
tické formy 

(7) i = ** + 2 - 'i 'í + (4 - c w v -
u 

Buď {ri} ( / = 1 , 2 , 3 , 4 ) přímka regulu ^ 2 incidentní se ; buď {x;} bod 
přímky {yz} incidentní s {/;}• Dle (5) jest 

(8) Xi = ř, X + f2y. 

u 
Dle 129 páry přímek {ri}, {r2}; {/-3}, {r4} regulu jsou harmonické, 
když a jen když páry bodů {xi}, {x2}; {x3}, řady bodové {x,y}° jsou 
harmonické, tedy dle (8) a 87 , když a jen když páry jednorozměrných 

b 0 d Ů r 1 1 w 4 2 . , 9 » . , 4 4 » 

jsou harmonické, tedy dle 7 6 , když a jen když kvadratické formy (6) 
u 

a (7) jsou apolární, t. j., když přímky (3) a (4) tvoří pár involuce Jh, 
definované rovnicí 

( 9 ) ( 4 A X , - Í4X2) (4 CH-, - Q I Y ) + (4 CX, - Č X 2 ) ( 4 ¿ ¡ I , - I A 2 ) -

— (4 FÍX, — BXJ) (4 FIFJ., — FIFJ-2) = 0. 

Je-li i*i = í , (i2 = 0, t. j. je-li {p2} = {*y}> rovnice (9) redukuje se na 

(4 I4X, — A X 2 ) C + ( 4 C X , — Č X 2 ) A — ( 4 B X , - ¿ X 2 ) B = 0 

čili 

8 (B1 - AC) X, + (VLČ +CÁ- 2BB) X2 = 0, 

což dává X1:X2 = Dg i - Sg i , t. j. {pi} = {^a}-
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4 8 4 . B u d /?{xy}B n u l o v á o s n o v a t ř í d y r ^ 5 b e z p e n t a -
t a k t i c k ý c h p ř í m e k . B u ď D d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r o r i e n t o -
v a n é ar. o s n o v y ^ ( x y ) « . B u ď ¿S($P2/I —SPířg)' 0? = ± 1 ) f l e k n o -
d á l n í f o r m a t é t o ar. o s n o v y . B u ď <p2tx— ty\t2 a s y m p t o t i c k á 
d e r i v a c e f o r m y <f2tx—<pxt2. N e c h ť ar. b o d y x, y v z n i k n o u 

u 
z ar. b o d ů x, y a s y m p t o t i c k ý m d e r i v o v á n í m . B u ď / ? 2 o s k u -
l a č n í r e g u l u s o s n o v y /?{xy} v p ř í m c e {xy}„. Buď Rapx=Nft{xy}. 

u 
B u ď Kn l ín. k o m p l e x a d j u n g o v a n ý k {Dp \ . D v ě a j e n d v ě 

u u 
p ř í m k y r e g u l u R2 n á l e ž e j í l in . k o m p l e x u Kn\ je to p ř í m k a {xy} 
a p ř í m k a {<7*), k d e 

(1) q„=[D (<p, <p2 — <Pi<P|) x + 6 (<p, <p2 — <p2 <p,) x, Z) Op,<p, — <p2 f>,)y + 6(®, ?.2 — <p2<p,)ý]. 
u 

P r a v í m e , ž e {^.v} j e h l a v n í p ř í m k a o s k u l a č n i h o r e g u l u R2. 
K d y ž a j e n k d y ž p r o k a ž d é u j e s t {^.v} = {xý}, e x i s t u j e kon-
s t a n t a X t a k o v á , ž e JV/?{xy} = Ra ¿ (xy) . 

Důkaz je takřka stejný jako ve 4 8 2 . 

4 8 5 . B u ď 7?{xy}« n u l o v á o s n o v a t ř í d y r^>5 b e z p e n t a t a k -
t i c k ý c h p ř í m e k . Buď (3(<p2ti— (pit2)a 0? = ± 1) f l e k n o d á l n i f o r m a 
ar. o s n o v y 7?{xy}, t a k ž e p r o k a ž d é u b o d {«¡PiX + <jP2y} j e s t 
( j e d i n ý ) f l e k n o d o s n o v y T ? {xy} v p ř í m c e {xy }«• B u ď {g,v} h l a v n í 
p ř í m k a o s k u l a č n i h o r e g u l u o s n o v y # { x y } v p ř í m c e {xy}. De-

u a 
f i n u j m e C* j a k o v e 481 ; v n a š e m p ř í p a d ě C r j e s t k u ž e l o s e č k a , 
o b s a h u j í c í f l e k n o d {«¡pjX + y 2 y} . B u ď {£} o s ku l a č n í r o v i n a 
k ř i v k y C{sPiX + <p2y)- P r ů s e č í k {z.v} p ř í m k y {^v} s r o v i n o u {£} 

u 
n á l e ž í k u ž e l o s e č c e C«. 

Že Č. je kuželosečka, plyne ze 4 5 8 a 481. Dle 471 (1), 4 7 2 (2) 
a 481 (1) jest 

(1) {2} = {2 (M, - f, U) U. X + Ítý) + (*2/, - ř, řj) (ř,X + tty)}. 
Buď 
(2) 4' = "Pí Vi—tiVi, 

(3) zN = 184"2(Ťi* + Viý) — (iýDtyfoiX -+- <p2y) + 3$D'K<p,x+ ^y)-W<P.*+"Piy)-

Snadno vidíme, že {z} = {z.v}, když tt = 3(pi-^ — ( p i D ^ ( / = 1,2), takže 
11 

bod {^jv} náleží kuželosečce G- Rovněž snadno vidíme, že bod {z>-} jest 
incidentní s přímkou {gA}. Zbývá ukázati, že bod {¿jy} jest incidentni 
se t. j. že jest lin. závislý na ar. bodech 

<PiX + <fiy, D ( f , * + <p4y), D ^ x + f jy ) . 
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Dle 4 3 8 a 4 7 2 (1), (3), (9) je však 

W D (<p,x + -f2y) = <p,x + <p.J + <p,x + ?2y, 

(5) D2 (<p,x + f.zy) = 2(ftx + <p2y) + + ?2y — j (<p,x -f <p.2y). 

Ze (3), (4) a (5) vychází ihned, že 

Zjv - 9-lK D2 (<p,x + <psy) + 6 } . D \ . D (®,x + <p2y) = 
= - »<!< M (¥,* + ny) - Dit (<P,X + <P2Y)] + [ 9 w - ( D m + W ) , 

takže stačí ukázati ještě, že ar. bod 

4 (ÍPi* + íPJÍO — ¿>4 (<p,x + <¥ ,y) 

jest lín. závislý na ar. bodě (PiX-\-(p2y, což plyne ihned z identity 

( ? i ? i — <p-2f,) (<p,x - r <p 4y) — Cf t <p2 — ?2ÍPi) (<PiX + <p-2y) + (<Pi^2 — <p2íp,) (<p,x + <p2y) = 

<ři. ?2. ?i* + ?2y 
<ěi, ?2> <p>x + <p2y =o, 
<pi. ¥-2. ?i* + ?2y 

nebof dle (2) a 4 7 2 (1), (3) jest 

(6) <pi tp2 — f.2lp, = D (®, <p2 — <p4?i) = D -i. 

4 8 6 . Buď # { x y } u r e g u l á r n í o s n o v a t ř í d y r > 5 o b s a ž e n á 
v p e v n é p a r a b o l i c k é l ín . k o n g r u e n c i . B u ď Z) d i f e r e n c i á l n í 
p a r a m e t r o r i e n t o v a n é ar. o s n o v y Ra (xy). N e c h ť ar. b o d y x,y 

v z n i k n o u z ar. b o d ů x, y a s y m p t o t i c k ý m d e r i v o v á n í m . B u ď 
o s k u l a č n í r e g u l u s o s n o v y / ? {xy} v p ř í m c e {xy }«• B u ď Ra % (xy) = 

« 
= jV/?{xy}. B u ď K n l ín . k o m p l e x a d j u n g o v a n ý k {Z)[x(xy)]}. D v ě 

u u 
a j e n d v ě p ř í m k y r e g u l u R2 n á l e ž e j í l ín . k o m p l e x u K„ 

; je t o 
p ř í m k a {xy} a p ř í m k a {<7JV}, k d e 

<7.v = (2xx + D/_. x, 2/ý + D/_. y). 
it 

P r a v í m e , ž e {̂ JV} j e h l a v n í p ř í m k a o s k u l a č n í ho r e g u l u j . 
K d y ž a j e n k d y ž p r o k a ž d é u j e s t {tf.v} = {xý}, j e s t Ru(xy)~ 
= NR{Xy}. 

Důkaz je' stejný jako ve 4 8 2 . 

4 8 7 . Buď ^?{xy}u r e g u l á r n í o s n o v a t ř í d y 5 o b s a ž e n á 
v p e v n é p a r a b o l i c k é l in. k o n g r u e n c i . Buď{^jv} h l a v n í p ř í m k a 
o s k u l a č n í h o r e g u l u o s n o v y # { x y } v p ř í m c e {xy}„. D e f i n u j m e 
ti u 

C. j a k o v e 4 8 1 ; C. j e s t ř a d a b o d o v á s o u m í s t n á s {?JV}. 
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Dle 471 (1), 4 7 2 (2) a 4 7 8 (1) jest 

takže dle 481 (1) 
{ z } = {2 x (*,* + Uf) + DZ (t,x + tj)}. 

Lokální jehlan a projektivní křivosti positivní nebo negativní osnovy. 

4 8 8 . Buď i?{*y}« o r i e n t o v a n á p o s i t i v n í n e b o n e g a t i v n í 
o s n o v a v i r t u á l n í t ř í d y /-¡>4. B u ď D d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r 
o r i e n t o v a n é a r . o s n o v y Ra (xy)«- Buď gx,g2,j p o ř a d ě p r v ý , d r u h ý 
a č t v r t ý u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t t é t o ar. o s n o v y . B u ď e = sgn 
gi = +\, t a k ž e e = l (e = — 1), k d y ž ^ { x y } « j e s t p o s i t i v n í (ne-
g a t i v n í ) o s n o v a . Je- l i r ^ 5 , b u d t ř e t í u n i m o d u l á r n i i n v a r i -
a n t o r i e n t o v a n é ar. o s n o v y Ra{xý)*. B u ď * ) 

(1) h=B g , 
4|*ilT 

(2) k = g i _ 9 . 
Iřil T 

(3) i = — h r [ f f iV - i g i&g t + A (O^W. 
I* 

H o d n o t y v ý r a z ů h, k, t- p r o d a n é u j s o u o r i e n t o v a n o u o s n o v o u 
7?{*y}« a p ř í m k o u {xy}» ú p l n ě u r č e n y ; p r a v í m e , ž e h, k, i j e s t 
p o ř a d ě p r v á , d r u h á , t ř e t í p r o j e k t i v n í k ř i v o s t o r i e n t o v a n é 
o s n o v y /?{xy}. Z m ě n í m e - l i o r i e n t a c i o s n o v y #{xy},», h a i s e 
n e m ě n í , k p ř e j d e v —A:. Je- l i s = — 1, j e s t / ¡ ¿ O . Je-l i i d e n t i c k y 
h = 0, j e s t i d e n t i c k y k = 0. 

Je-li o s n o v a i?{xy} o b s a ž e n a v p e v n é l in . k o n g r u e n c i , 
j e s t i d e n t i c k y h = 0. N e m á - l i o s n o v a /?{xy} p e n t a t a k t i c k ý c h 
p ř í m e k , j e s t i d e n t i c k y / r = 0, k d y ž a j e n k d y ž R { x y } má ř í d í c í 
p ř í m k u . 

B u ď / f k o l i n e a c e a r . b o d ů ; b u ď v A r : x(a) ~ x'(u), y ( u ) ~ - y ' ( u ) ; 
k a ž d á p r o j e k t i v n í k ř i v o s t o r i e n t o v a n é o s n o v y /?{x'y'}« r o v n á 
s e i d e n t i c k y p ř í s l u š n é p r o j e k t i v n í k ř i v o s t i o r i e n t o v a n é 
o s n o v y # { x y } „ . 

Dle 4 2 2 , 4 3 6 a 4 3 7 jsou h, k, i úplně určeny orientovanou ar. osnovou 
Ra(xy)a a přejdou po řadě v h, —k , i, změníme-li orientaci této ar. osnovy. 

*) A má význam, když k a •• maji význam, když 
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Zbývá ukázati, že h, k, i se nemění, přejdeme-li od Ra(xy) k Ra t{xy). 

To vychází po snadném počtu ze 4 6 1 a 4 6 5 . 
Je-li £ = — 1, forma At* + 2 BhU + Ct2* jest eliptická. Forma 

A^ + Bt^B^ + Ct, 

Á t, + Bt* Bt, + Čt, 

nemůže pak (v. 7 8 ) býti eliptická, takže dle 7 8 (7) jest 0. Abychom 
ukázali, že, je-li identicky h = 0, je také k= O, předpokládejme — což 
je dovoleno — že ar. křivky Cax, Cay vytvořují ar. osnovu Ra(xy) 

asymptoticky. Jest 

A B C 

DA DB DC 

D2A D2B D1C 

C - 2 B A 

DC —2 DB DA 

D2C -2 D2B D2A 

— 2(B2 — AC), ADC+ CD A — 2 BDB, ADlC + CD2 A — 2 BD2B 

ADC + CDA — 2BDB, — 2 [(DB)2 — DA . DC], DA.D2C + DC.D2A — 2DB 

AD2C + CD2A - 2 BDlB, DA ,D2C+DC.D2A -2DB.D2B, —2 {(D2By2 -D2AD2C] 

t. j. 

(4) 2g32 = 
-2 gv — Dglt — D2g, + 2g, 

-Dg„ -2g.2, -Dg, 

-D1gi + 2g.1, -Dg,. — 2[(D2B)'2 — D'2AD'2C] 

Bud identicky h — 0, tedy 

(5) 
4ári g, — (Dg,)2 = 0, 

i D (4g, g, — Dg,)2 = 2g, Dg, + 2g,Dg, - Dg, D2g, = 0. 

Bud M matice prvých dvou řádků determinantu napravo ve (4). Dle (5) 
determinant z prvých dvou sloupců matice M, a rovněž determinant z prvého 
a třetího sloupce matice M jsou rovny nule. Kdyby tedy determinant ze 
druhého a třetího sloupce matice M nebyl roven nule, byly by dle známé 
věty elementární algebry oba prvky prvého sloupce matice M rovny nule; 
to je nemožné, neboť ¿'t + O. Má tedy matice M hodnost 1, prvé dva 
řádky v determinantu napravo ve (4) jsou lin. závislé a ga — 0, takže 
k= 0. 

Náleží-li osnova 7?{jry} pevné lin. kongruenci, forma 

At, + Btu Bt, + Ct, 

Á t, + Bt,, Bt, + Ct, 

jest dle 4 4 5 identicky rovna nule, tedy její diskriminant je roven nule, 
takže ^ = 0 dle (1) a 7 8 (7). Nemá-li osnova tffjcy} pentataktických 
přímek, je dle (1) a 4 4 6 identicky h = 0, když a jen když všecky osku-
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lační lín. komplexy osnovy 7?{xy} jsou speciální, t. j. (v. 4 5 7 ) když a jen 
když / ? { x y } má řídící přímku. 

Že h, k, í se nemění kolineacemi, je zřejmé. 

4 8 9 . B u d /?{xy}„ o r i e n t o v a n á p o s i t i v n í n e b o n e g a t i v n í 
o s n o v a v i r t u á l n í t ř í d y r ^ 4 . B u ď D d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r 
o r i e n t o v a n é ar. o s n o v y Ra(xy)*. f(,U,U) = Atf + 2 BtxU + Ct2* 

f l e k n o d á l n í f o r m a t é t o ar. o s n o v y . B u ď g1 = B2— AC, e = sgn 
* i = ± l . B u ď f(tut2) = Áti2 + 2Btita + Čt2 a s y m p t o t i c k á d e r i -
v a c e f o r m y f(tut2). B u ď h p r v á p r o j e k t i v n í k ř i v o s t o s n o v y 
/?{xy} . B u ď 

o P(t„ti)=i^rvc..^ 

(2) F {t„ ř4) = ! \g, I [2 g, f{t„ Q + Dg, fit, m, 

(3) G(tut.i) = \g,\~* 
At, + Bt.a Bt, + Ctt 

At, + Bt* Bt, + Čti 

J e s t i d e n t i c k y 

(4) h [F (f„ t2W + * [F (t„ t-iW - [G{t„ ťiW = 0. 

J e - l i r ^ 5 , b u ď f(ti,t2) d r u h á a s y m p t o t i c k á d e r i v a c e 
f o r m y f(tu t2) a b u ď 

(5) F{t„ ti) = ^ { ! 6 , V ( / „ ti) - 20g, Dg, f(t„ ti) + 

+ [^(Dg^-Bg^ig^fíAJi)}. 

Z m ě n í m e - I i o r i e n t a c i o s n o v y R {xy}, f o r m y F (tu t2), F(tlt t2). 

G (ti, t2), F(ti, tt) p ř e j d o u p o ř a d ě v e F(t» t2), - F(tu t2), — G (tu t2), 

F(tu t2). 

B u ď t e lu l2, míf m2 f u n k c e t ř í d y r— 1; buď 

, mi mi 
7 ^ - V i í i ' ^ ~ Visi' ^ " V í i i " 

B u ď 
x, = l,x + íiy, y, = m,x + mly. 

P ř e j d e m e - l i o d ar . k ř i v e k Cax, Cay k ar. k ř i v k á m Caxi, C«yi, 
n e c h f p ř e j d o u f o r m y F(tuh), F(h,t2), G(ti,t2), F(tut2) p o ř a d ě 
v e f o r m y Fiifut**), F,(tS, t2*), G,(h*, h*), K(U*,t2*). B u ď 

= \ t,* + ,1, ti*, ti = \i ti* + h ti*. 
P a k j e s t 
(6) F,(t,*,t.i*) = sgns F(t„t.i), 
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(7) Fl(ti*t1*) = agns.F(t1.ti), 

(8) G, (/,•/,•) = O, (řp/J. 

(9) Fí(tl*,ti*) = sgnsF(t„t1). 

Že formy F, F, G, F přejdou po řadě ve F, — F,— G, F, změníme-li 
orientaci osnovy R{xy}, je zřejmé. 

Identita (4) vychází snadno ze 7 8 (8). 
Že rovnice (6), (7 ) a (9) jsou správné, když s = + 1, vychází snadno 

ze 4 3 0 (7) a 4 3 5 (7), (10). Odtud vychází ihned dle 7 8 (6), že také 
rovnice (8) je správná, když s = ± 1. Abychom ukázali, že (6), (7), (8) 
a ( 9 ) platí, af s je jakékoli, potřebujeme tedy ještě pouze — jak snadno 
se nahlédne — dokázati je za předpokladů: 1°. 

'i = = P + O, = m , = 0. 

2° ar. křivky Cax, Cay vytvořují ar. osnovu 7?«(xy) asymptoticky. Za 
těchto dvou předpokladů vycházejí však rovnice (6), (7), (8) a (9) snadno 
ze 4 6 1 , 4 6 4 a 4 6 5 (1) . 

4 9 0 . B u ď #{ .xy}a o r i e n t o v a n á p o s i t i v n í o s n o v a t ř í d y 
r ^ 4 b e z p e n t a t a k t i c k ý c h p ř í m e k . Ž á d n ý o s k u l a č n i l i n . 
k o m p l e x o s n o v y n e b u ď s p e c i á l n í . B u ď D d i f e r e n -
c i á l n í p a r a m e t r o r i e n t o v a n é ar. o s n o v y /?{xy} . B u ď ^ p r v ý 
u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t t é t o ar. o s n o v y . N e c h ť ar. b o d y x, y 

v z n i k n o u z a ř . b o d ů x, y a s y m p t o t i c k ý m d e r i v o v á n í m v z h l e -
d e m k ar. o s n o v ě Ra (xy). B u ď Ra a V^i ( x y ) = t a k ž e 
a = + 1. B u ď a z n a m e n í o s n o v y /?{xy}- B u ď / i p r v á p r o j e k t i v n í 
k ř i v o s t t é t o o s n o v y . D e f i n u j m e f o r m y F(tltt2), F{ti,t2), G(t»U) 
j a k o v e 4 8 9 . L z e u r č i t i f u n k c e l2, /uu fi2 t ř í d y r — 4 a z n a -
m e n í /? = ± 1 t a k , a b y b y l o i d e n t i c k y , 

(1) h - h W = \G (t„ t2) - F(tu t2)}, 

(2) (ih U-Mi)2 = [G ( í„ t2) + F(tv t2)}, 

(3) 2 (X, t2 - X2 ř.) (¡i, t2 -Ht,) = F(tu t2), 

p ř i č e m ž j e s t 
(4) f = sgn h = ±\ . 
J e s t t a k é i d e n t i c k y 

(5) X l f l 2 - X 2 H = ± 1 . 

J s o u - l i fj,u fi2, ¡3 t a k t o u r č e n y , p o l o ž m e : 1° k d y ž a = 1 

= VTl <X1 * + X4y), X2 = Mg, ((i, X- + |l2y), 

(6) x , = l y . H [8*. (X, x + l.J) + Dg, (X, X + X2y)], 

*4 = * (|i, x + |x2ý) + Dg, (ji, x + (i.2y)], 
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2° k d y ž a = — 1 

x, = — ^ * + y~2y), x2 •= \i~gl (X, x + X2y), 

(7) *3 = - í [ 8 Si ( | i , i + + (ji,* + (jy)], 

= [8^1 ( M + *J>) + -Dg-, (X,x + Xy)]. 

J e s t i d e n t i c k y 
(8) (x,jr2r3x4) = u.. 

Z v o l í m e - l i z n a m e n í a, j e s t p r o k a ž d é u j e h l a n Xi, x2, 

x3, Xi o r i e n t o v a n o u o s n o v o u 7?{xy} a p ř í m k o u {xy}u d v o j -
z n a č n ě u r č e n : v e d l e x i , x2, x3, x 4 s t e j n é o p r á v n ě n í m á j e h l a n 
— Xi, — x2, — x 3 , — x^ P r a v í m e , že xux2,x3, Xi j e s t l o k á l n í j e h l a n 
o r i e n t o v a n é o s n o v y # { x y } v p ř í m c e {xy}„ v z h l e d e m k n o r m ě 

a Vři (*y)- Z m ě n í m e - 1 i z n a m e n í a, j e s t — x2, JCi, — xir x 3 l o -
k á l n í j e h l a n . Z m ě n í m e - l i o r i e n t a c i o s n o v y /?{xy} , j e s t Xi, x2, 

— x 9 , — X i l o k á l n í j e h l a n * ) . 
B o d y {xi}, {x 2} j s o u f l e k n o d y o s n o v y 7?{xy} v p ř í m c e {xy}„. 

J e - l i y = — 1, b o d y {xi + x 2 } , {xi — x 2 } j s o u k o m p l e x o v é b o d y 
o s n o v y / ? { x y } v p ř í m c e {xy}*. Přímky {x i x 3} , {x2 x*} j s o u f l e k n o -
d á l n í t e č n y o s n o v y # { x y } v p ř í m c e {xy}„. P ř í m k a {x3 x 4 } j e s t 
h l a v n í p ř í m k a o s k u l a č n í h o r e g u l u o s n o v y # { x y } v p ř í m c e 
{xy}u-

Ukažme nejprve, že kvadratické formy F(tíft2), F(ti,t2), G(tift2) 
jsou lín. nezávislé. Dle 4 8 9 (1), (2), (3) stačí ukázati, že jsou lin. ne-
závislé formy 

/('i, **),/('. f±), 
A^ + Bti, Bt, + Ct.2 

Át,+Bt.2, Bt, + Ct2 
= (AB - BA) t,1 + (AC- CA) í, t2 + (BC-CB) t2l. 

Máme tedy ukázati, že jest různý od nuly determinant 

A, A, AB — BA 

2 B, 2 B, AČ-CA 

C, Č, BČ-CB 

= 4(AB — BA) (BC — CB) — (AC— CAY = 

= 4 (Bi—AC) (&-ÁČ) - (AČ +CÁ-BBY = 4g ig2- (Dg,)\ 

tedy dle 4 8 8 (1), že h ̂  0. Ježto však # { x y } nemá pentataktických přímek, 
je dle 4 4 6 pro každé u 4g\g2 — (Dgi)2 =Ň0, neboť oskulační komplex 
osnovy 7?{xy} v přímce {xy}„ není speciální pro žádné u-

*) Nezáleži-ll na tom, jak bylo zvoleno znamení a a orientace osnovy /?{xy}, 
pravíme stručně, že x„ x.2, x3, x4 jest lokální jehlan osnovy R {xy} v přímce {xy}„. 
Pak jest ovšem lokální jehlan určen osmiznačně. 



. 3 5 2 

Ježto « = sgn (B* — J 4 C ) = 1 (nebof 7?{:ty} je positivní osnova), 
lze určití Xu X2, f i u fi2 tak, že jest vyhověno rovnici (3). Diskriminant 
pravé strany ve (3) jest však dle 4 8 9 (1) roven 1; počítáme-li diskrimi-
nant levé strany, vidime, že platí (5). Součin pravých stran rovnic (1) a 
(2) jest dle (4) roven 

¿•{ [0(/ I Iř i ) ]1-|F( í1 ,ř I ) ]* } I 

čili dle 4 8 9 (4), ježto e = 1, roven í[F(ti, /2)]a, t. j. dle (3) roven 

( M Í - M I N M Í - M I ) 1 . 

Odtud vychází nejprve, že bude-li vyhověno rovnicím (2) a (3), bude vy-
hověno též rovnicím (1) a (5). Za druhé však vychází odtud, že zvolíme-li 

^sí Mi» tak, že jest vyhověno rovnici (3), pravá strana rovnice (2) 
nabude některé ze tří hodnot 

v, ( V 2 — MI ) OMI — MI ) , 
V, ( M I - M I ) 1 , 
V3 ( M I — MI)'2> 

kde v( {i — 1, 2, 3) nezávisí na tu h- Prvý případ je však vyloučen, nebof 
dle (3) by pak bylo identicky v /a 

[ G (/„ tt) + F ( / „ f , ) ] - v, F (t„ t2) = 0, 

což je nemožné, nebof formy F, F, G jsou lin. nezávislé. Druhý případ 
přejde ve třetí, píšeme-li místo Xu l2, (i¿, fi2 po řadě fiu t*2> Kťhj čímž 
rovnice (3) se nezmění. Můžeme tedy předpokládati, že nastane případ 
třetí, t. j. že 

> 

v3 (m-1 h - Htť = [ G ( f „ U) + F(tu « ] . 

Jest f3 4= O, nebof jinak by formy F, G byly lin. nezávislé; můžeme tedy 
— majíce k disposici libovolné znamení /? — předpokládati, že t>3 > 0. 

Stačí nyní místo A,, X2, f i u fc zavěsti po řadě i v 3 . i v 3 . X2, 
j i * 3 

-7=/U2, čímž rovnice (3) se nezmění, načež bude splněna i rovnice (2), 
F 3 
a tedy — jak jsme viděli — též (1) a (5). Je-li Xlf X2, Ih jedno řešení 
těchto rovnic, je patrně — — X 2 , — / i l f — m druhé řešení a jiných řešení 
není. Vidíme tedy, že, jsou-li dány ar. křivky Cax, Cay a znamení a, 

jehlan xL, x2, x3 , *4 j e u r č e n dvojznačně. 
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Přejděme nyní, jako ve 4 8 9 , od ar. křivek Cax, Cay k ar. křivkám 
C . x » C„yi, kladouce 

x, = + /2y, y, = m,x + my, 

li m1 — l1mt = s, 

. l\t* + ff»i t-i* i, + m.j t.j*  
(9) Víš] VTš] ' 

a zaveďme současně t2* místo tu U substitucí 

(9) 
takže jest 

(10) ř,*X, + = | * |* (/, X + jr). 

Vzniknou-li xu ýi z Xi, yt asymptotickým derivováním, je také 
_ i r i ds i 

(11) + = + + - • - ( ' , * + í i y ) J . 

Snadno vidíme, že rovnici (11) stačí verifikovati ve dvou případech: 
1° když | s | = 1, 2° když s>0, li = m2 = Vš, U = mi = 0. V prvém 
případě (11) plyne ze 4 3 2 ( 6 ) , ve druhém případě ze 4 6 1 a 4 6 3 ( 1 ) . 
Nechť /?, lir X2, filt fi2 přejde těmito substitucemi po řadě v ¡3U A,*, l*2, 

(.i,,*, (i2* Die (1) , (2), (3) a 4 8 9 (6), (7), (8) máme vyhověti: 1° když 
s > 0, rovnicím 

P , (K*t2* - W ) 1 = P ' » - MI)1, 
P. - h-2* W 2 = P (ii, ř i - h í , ) 2 , 

(X,* F2* - X2* t{*) (|X,* F2* - F)-2* /,*) = (X, Ř2 - X2 Ř,) FCI, - [I21,); 

2° když s < 0, rovnicím 
P> (X,* h* - x2* f,*)2 = p T (i i, u - ¡x, í ,) 2 , 
P. Om* t,* - /,*)* = p T (X, ř2 - x2 / ,) J , 

(X,* í 2 * - x.2* /,•) í 2 * - / , . ) = - (X, t, - x2 /,) (p, t, - ¡x, t,). 

Ježto je dovoleno současně změniti znamení při k f , X2*, H*, stačí 
dle (9) zvoliti tyto výrazy: 1° když s > 0, dle rovnic 

/,X,* + OT,X2* /.2X,* + /N2X2* 
Kl ./ • ; I 

(12) ' V a 
11 ř1* + f-2* (tHi* + m2ři-2* 

^ vT ' 114 = — v ř — ' 

2° když s < 0, dle rovnic 

x = _/ L f i 1 * + mlii2* __/2ťL,*+m.2M.2* 

(13) ' V l * l ' 2 V i s i 
_ l .X ,* + >N,X2* /.2X,* + M.2X2* 

1 1 1 - VTTT ' T V T š l • 
Č e c h , P ro j ek t i vn í diferenciální geometr ie . I. 2 3 
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takže dle (10) a (11) jest: 1° když s> 0, 

V * . + Vy> - s *^ ! * + m**. + m*y. = si(ji.x + ,1^), 

- i T . I D s "I 
m**i + m*^ = ® * I m* + my + — — (m* + my) ; 

\_Ds 

2 s 

2° když s < 0, 

xi**i + Vy. =! s !* (m* + my), i»,»*, + m*y. = -1 s !*(*.* + *2y), 
(i5) V*' + = is r* [m* + my + 7 ~ (t1«* + my)]. 

m**i + m*J>. = - i s r * [ * , * + \ý + ~ ^ (X,.x + X.2y)J. 

( 15 ) 

Chceme-li při přechodu od Cax, Cay k C*Xi, C»yi zachovati normu 
Raďigxixy), musí znamení a přejiti ve znamení ai = a . s g n s- Je-li 
totiž g* prvý unimodulární invariant ar. osnovy Ra(xiyi) = Ra s(xy), jest 
dle 4 6 5 (1) 

takže a, 4^g* (je, y x ) = a V ^ (xy). Je-li A diferenciální parametr ar. osnovy 
Ra(x1y1), jest A = | s | _ 1 D dle 461 , takže dle (16) 

Ze (6) , (7), (14), (15), (16) a (17) vychází, že lokální jehlan zůstane 
nezměněn. Že lokální jehlan změní se v souhlase s teorémem, přejdeme-li 
od normy Ra a ^ (xy) k normě Ra—a V ^ (xy ) nebo změníme-li orien-
taci osnovy /?{xy} , je zřejmé. 

Rovnice (8) vychází ihned z (5) a 4 3 3 (2). 
Že {xj}, {jt2} jsou fleknody, je zřejmé dle (3). Ježto {jca}, {x 2} jsou 

fleknody, jsou {xi x3}, { x 2 x 4 } fleknodální tečny dle 4 4 3 ( 1 ) . Dle (6) a 

takže {XSJC4} jest hlavní přímka oskulačního reguíu dle 4 7 4 ( 1 ) . Buď 
y — — i ; dle (1) a (2) jest 

p y ÍA1G (ř„ t2) = Om t2 - m UY - (X, U - Xž / , )2 = 
= - [(X. + F-,) t2 - (X2 + tt] [(X, - hl,) t2 - (X2 - ¡i.2) /,], 

takže dle 4 4 8 (1) a 4 8 9 (3) komplexové body jsou 

(16) S , * = s"S>. 

(7) jest 
{ *A* i } = { ( 8 S i * + Dgí . X, 8 g j + Dg,. y)}. 

t. j- {xi ± X2}. 
{X,x -)- X.2yjf (¡itx + my)}. 
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4 9 1 . B u ď 7?{xy}u o r i e n t o v a n á n e g a t i v n í o s n o v a t ř í d y 
r ^ 4 b e z p e n t a t a k t i c k ý c h p ř í m e k . B u ď D d i f e r e n c i á l n í p a r a -
m e t r o r i e n t o v a n é ar. o s n o v y Ra(xy)». B u ď ^ p r v ý u n i m o d u -
l á r n í i n v a r i a n t t é t o ar . o s n o v y . N e c h f a r . b o d y x, y v z n i k n o u 
z ar. b o d ů x, y a s y m p t o t i c k ý m d e r i v o v á n í m v z h l e d e m k ar. 
o s n o v ě Ra(xy). B u ď w z n a m e n í o s n o v y # {xy}. B u ď A p r v á p r o -
j e k t i v n í k ř i v o s t t é t o o s n o v y . D e f i n u j m e f o r m y F(tlt t2), 
G(ti, t2) j a k o v e 4 8 9 . L z e u r č i t i f u n k c e Xlf l2, fiu fi2 t ř í d y r — 4 
a z n a m e n í /? = ± 1 t a k , a b y b y l o i d e n t i c k y 

(1) (X, t.2- x.2tty = [ f Í F ( t „ t2) — P(tt, y ] , 

(2) (H, t2 - H tty = ^= [\jh~F t.2) + F(ti, f2 ) ] , 

(3) 2 y i ( X , t, - X2f,) (jjl, t2- mř . ) = G (t„ t,). 

J e s t t a k é i d e n t i c k y 

(4) ÎH-2 —X-2|J-1 = ± 1. 

J s o u - l i A), X2, pu fi2, /? t a k t o u r č e n y , p o l o ž m e 

*i = (K x + X.2y), x2 = V|g t | (ij., x + (j..2y), 

(5) *3 = — y Iťi r ! [8S. x + X2ý) + Dgi (X, x + X2y)l, 

= - J íři F " [8^1 (rnX + |x2ý) + Dgi (h-IX + |x.2y)]. 

J e s t i d e n t i c k y 
(6) (X,X2X,X4) = U>. 

P r o k a ž d é u j e s t j e h l a n xi , x 2 , x3 , Xt o r i e n t o v a n o u o s n o v o u 
7?{xy} a přímkou {xy}u d v o j z n a č n ě u r č e n : vedle xu x2, x3 , x 4 s t e j n é 
o p r á v n ě n í m á j e h l a n — Xi, — x2, — x 3 , — x^ P r a v í m e , ž e Xi, x2, 
x3, x 4 j e s t l o k á l n í j e h l a n o r i e n t o v a n é o s n o v y 7?{xy} v p ř í m c e 
{xy}„. P r o o p a č n ě o r i e n t o v a n o u o s n o v u j e s t —x2, xu xif—x3 

l o k á l n í j e h l a n * ) . 

B o d y {*i}, {x2} j s o u k o m p l e x o v é b o d y o s n o v y fl{xy} v p ř í m c e 
{xy}u• P ř í m k a {xi x 9 } ({x2 x 4 } ) j e s t a s y m p t o t i c k á t e č n a o s n o v y 
# { x y } v b o d ě {xi} ({x2}). P ř í m k a {x 3 x 4 } j e s t h l a v n í p ř í m k a 
o s k u l a č n í h o r e g u l u o s n o v y 7?{xy} v p ř í m c e {xy}u . 

*) Nezáleží-ll na tom, jak osnova R {xy} byla orientována, pravíme stručně, že 
x„ x2, x3, x4 jest lokálni jehlan osnovy R {xy} v přímce {xy}„. Pak Jest ovšem lokálni 
jehlan určen čtyřznačně. 

25* 
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Důkaz jest obdobný důkazu ve 4 9 0 . Všimněme si, že pro všecka 
u jest h > 0. Ježto e = — 1, jest ň^>0 dle 4 8 8 . Kdyby pro nějaké u bylo 
h = 0, musila by pro toto u forma 

(7) 
At, + Bt,, Bt, + Ct2 

At, + BU, Bt, + Čt, 

býti identicky v tu t2 rovna nule, takže {.xy}« byla by pentataktická přímka. 
Jinak by totiž dvojnásobný kořen formy (7) byl dle 7 8 kořenem formy 
Ati* + 2 Bti U + Ct2, což je nemožné, neboť tato forma jest eliptická, 
ježto 7?{jcy} jest negativní osnova. 

4 9 2 . B u d i ? { x y } u o r i e n t o v a n á p o s i t i v n í o s n o v a t ř í d y 5 
b e z p e n t a t a k t i c k ý c h p ř í m e k . Ž á d n ý o s k u l a č n í l in. k o m p l e x 
o s n o v y /?{xy} n e b u ď s p e c i á l n í . B u ď Rar(xy) = A ^ x y } ; b u ď 
a - - sgn r. B u ď h, k, i p o ř a d ě p r v á , d r u h á , t ř e t í p r o j e k t i v n í 
k ř i v o s t o s n o v y /?{xy}». B u ď y = sgnh = ± 1. B u ď x2, Xs, JC4 

l o k á l n í j e h l a n o r i e n t o v a n é o s n o v y i?{jcy}B v p ř í m c e {xy}u 

v z h l e d e m k n o r m ě Rar{xy). U r č e m e z n a m e n í (3 = ± 1 j a k o v e 
4 9 0 * ) . B u ď s n o r m á l n í p a r a m e t r o r i e n t o v a n é o s n o v y i?{xy}. 
P l a t í r o v n i c e 

as 4 A 2 

(1) 

as 2 4 A 

g = ( l - O x . - l A x . + i ^ x * 

^ 4 = - d + o *.—fe vi*í *3+-j " 4 **• 

B u ď ři,^»řsj^i d u á l n í j e h l a n a d j u n g o v a n ý k xux»,x9>Platí 
r o v n i c e 

^ { ' ^ v m - u - O É , . 

Rovnice (2) vycházejí z (1) dle 6 9 . Rovnice (1) stačí zřejmě doká-
zati za předpokladu, že 9, takže Caxt, Cax2 jsou třídy 5. Můžeme 

(2) 

*) Dle 490 (2) p je na př. rovno znamení koeficientu při ř,J ve formě 

O (/„tí + F (/„/,). 
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tedy při důkaze rovnic (1) předpokládati, že 

(3) x, = x, x2 = y. 

Pro určitost předpokládejme, že a — l . Dle 4 9 0 (5), (6) jest 

(xlx.l) = ±\'g~Axy), 

takže dle (3) = 1. Je tedy dle prvých dvou rovnic 4 9 0 (6) 

(4) X, = í , X2 = 0, ( i , = 0 , | x . 2 = l , 

takže dle ostatních rovnic 4 9 0 (6) 

x3 = x, *4=y. 
Je tedy dle 4 3 8 

Dx, = — bxt + ax2 + x3, Dx± = — cx, + bx2 + x4, 
(5) 

Dx3 = -(B+ j) x, + Ax2 - bx3 + axit Dxt = - Cx, + {B - j) x2 - cx3 + 6x4. 

Dle (4) a 4 9 0 (3) jest, ježto g t = í , 

(6) A = 0, B = — 1, C = 0. 

Ježto gx=\, jest = 0, tedy dle 4 8 9 (2) 

F{ttlt.i) = Átii+2Bt„ti + Čtfi 

Na druhé straně dle (4) a 4 9 0 (1), (2) jest 
F(tu = —Y^2), 

takže 

(7) Á=HW\, B=o, č = — PrN/Taí-

Dle (6) a 4 3 5 (1) je však 

Á = 2a, B=o, Č= — 2c, 

(8) « = | V I A | , C = ^V|A| . 

tedy 

(8) 

Dle (7), (8) a 4 3 5 (8) jest 
(9) -*>>). 

Dle (6), (7) a (9) jest 

o, Ni A!, ? 
2 v n ) j 

1, O, fi ! = 4 i>A. 

O, -PTVIAI, -^VÍAJ | 
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Dle 4 8 8 (2) je však g3 = k, tedy 

00) * = ! £ 

Ježto = Dgi = 0, D\gx = 0, jest dle 4 8 8 (3) 

( l i ) < • = ] • 

Konečně dle 4 7 0 (1) jest 
(12) T = 

ds 

Z (5), (6), (8), (10), (11) a (12) vychází (1). 

4 9 3 . B u ď o r i e n t o v a n á n e g a t i v n í o s n o v a t ř í d y 
r ^ 5 b e z p e n t a t a k t i c k ý c h p ř í m e k . B u ď h, k, i p o ř a d ě p r v á , 
d r u h á , t ř e t í p r o j e k t i v n í k ř i v o s t o s n o v y ¿?{xy}. B u ď xi, xa> x3, 
l o k á l n í j e h l a n o r i e n t o v a n é o s n o v y 7?{xy} v p ř í m c e {jty}«. Ur-
č e m e z n a m e n í /J = + 1 j a k o v é 4 9 1 * ) . B u ď s n o r m á l n í p a r a m e t r 
o r i e n t o v a n é o s n o v y /?{xy} . P l a t í r o v n i c e 

dxi l i— p k 

dx2 P k í ,— 

(1) dxj „ 1 p k 

Ťs— 

B u ď f i , £s, & d u á l n í j e h l a n a d j u n g o v a n ý k X i , X s , P l a t í 
r o v n i c e 

II i 
~~ 2 + i í « t + ^ + Pfif 

II 1 
8 

II - í . - r ^ + H « ' 

II 
gl-5 - í 4 

(2) 

Důkaz je podobný jako ve 4 9 2 . 

4 9 4 . B u ď # { x y } „ o r i e n t o v a n á p o s i t i v n í o s n o v a t ř í d y 
r ^ 5 b e z p e n t a t a k t i c k ý c h p ř í m e k . O s n o v a # { x y } m ě j ř í d í c í 

*) Dle 491 (l), (2) p je na pf. rovno znamení koeficientu při í ,1 ve formě F (/„ ¿,). 
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p ř í m k u . D e f i n u j m e f o r m y F ( / u / 2 ) , F(h,t2) j a k o v e 4 8 9 . L z e 
u r č i t i l=l(u) t a k , ž e j e s t i d e n t i c k y 

(i) F(tl,t.1) = 2lF(ti,t.l). 

H o d n o t a v ý r a z u / p r o d a n é u j e s t o r i e n t o v a n o u o s n o v o u 
/ ? { x y } a p ř í m k o u {xy}u ú p l n ě u r č e n a . Z m ě n í m e - 1 i o r i e n t a c i 
o s n o v y R { x y } , p ř e j d e / v — /. P r a v í m e , ž e / j e s t p r o j e k t i v n í 
t o r s e o r i e n t o v a n é o s n o v y i?{xy}-

B u ď / f k o l i n e a c e ar. b o d u ; b u ď v A ' : x ( u ) ~ x'(u),y (u) ~ y ' ( u ) ; 
p r o j e k t i v n í t o r s e o r i e n t o v a n é o s n o v y R{x!y') j e s t r o v n ě ž l. 

Ze 4 8 9 vychází ihned, že, lze-li vůbec nalézti l tak, aby rovnice 
(1) byla splněna, jest / určeno jednoznačně orientovanou osnovou # { x y } 
a mění znamení, změníme-li orientaci. Abychom dokázali, že rovnici (1) 
lze vyhověti, můžeme zřejmě předpokládati, že r ^ 8 , takže N # { x y } je 
třídy 5. Mimo to můžeme dle 4 8 9 (7), (9) předpokládati, že /?„(xy) = 
= JVf l {xy} , takže ^ = 1, tedy dle 4 8 9 (2), (5) 

F(tu í2) = Át* + 2 Btx t, + Cř2
2, 

P(tí,t.1) = Áti* + 2Btíti + Č(>. 

Pro žádné u není F(ti,t2) rovna nule identicky v tu t2; neboť jinak by 
dle 4 4 5 příslušná přímka {xy}„ byla pentataktická. Stačí tedy ukázati, 
že všecky determinanty matice 

(2) 
(A B C\ 
U B ČI 

jsou rovny nule. Ježto 7?{xy} má řídící přímku, jest h = k=0 dle 4 8 8 . 
Dle 4 3 6 (4) a 4 8 8 (2) je tedy 

(3) 
ABC 

ABC 

Á B Č 

= 0. 

Kdyby pro nějaké u nebyly všecky determinanty matice (2) rovny nule, 
bylo by dle (3) možno určiti X, (i tak, aby pro toto u bylo 

* 

(4) A = M + fiií, fi = Xfi + fifl, C = IČ+ (iČ. 

Stačí tedy ze (4) odvoditi spor. Ježto ^ 1 = 0, jest dle 4 3 6 (2) 

(5) AČ + CÁ — 2 BŠ = 0. 

Derivujeme-li 4 3 6 (2), obdržíme dle 4 3 5 (1), (8) a 4 3 6 (3), že 

AČ + CÁ — 2 BB = 2 gl - D^gy 
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Ježto gx = 1, jest Dgi = = 0. Mimo to /? = 0, takže dle 4 8 8 (1 ) 
g2 = 0. Tedy 
(6) AČ+ CÁ — 2 BB = 0. 
Dle (4) je však 

2 (Z?2 - AC) = 2 B ( X £ + (ifi) - 4(XC + fič) - C(XA + pÁ) = 

= - X (i4Č + CÁ - 2 BB) — ¡x (AČ + CÁ - 2 BB), 

takže dle (5) a (6) 
gl = Bi-AC = o, 

což je spor. 

4 9 5 . B u ď /?{xy}„ o r i e n t o v a n á p o s i t i v n í o s n o v a t ř í d y 
r ^ 4 b e z p e n t a t a k t i c k ý c h p ř í m e k . O s n o v a i ? { x y } m ě j ř í d í c í 
p ř í m k u . B u ď D d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r o r i e n t o v a n é ar. o s n o v y 
Ra(xy)u- Buďgx p r v ý u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t t é t o ar. o s n o v y . 
N e c h ť ar. b o d y x, y v z n i k n o u z ar. b o d ů x, y a s y m p t o t j c k ý m 
d e r i v o v á n í m v z h l e d e m k ar. o s n o v ě Ra (xy). B u ď Ra a \g, (xy) = 
= N # { x y } , t a k ž e a = + 1. B u ď ca z n a m e n í o s n o v y /?{xy} . D e f i -
n u j m e f o r m y F(ti,t2), F(tL, t2) j a k o v e 4 8 9 . L z e u r č i t í f u n k c e 
Xi} X2,fj, l tfi2 t ř í d y r — 4 a z n a m e n í / í = + l t ak , a b y b y l o i d e n t i c k y 

(1) 2 (X, t, - X, tx) (|x, t± - (i2 /,) = F(tu tt), 

(2) (X, f 2 —X 2 / , ) 2 = f 2 ) . 

J e s t t a k é i d e n t i c k y 
(3) X l ( i 2 — X 2 Í i , = + 1. 

J s o u - l i ¿ i , / U j , j u 2 , / ? t a k t o u r č e n y , p o l o ž m e 

x, = W> x + x.2y), x2 = «Vří + my), 
(4) *3 [8*1 (M + *iJ>) + Dg, (X, x + X.2y)], 

*< = [8^1 O1!* + Dg, (fi, x + (X2y)]. 

J e s t i d e n t i c k y 
(5) (X, X2 X4) = ">. 

Z v o l i me- l i z n a m e n í a, j e s t p r o k a ž d é u j e h l a n JC1 (x2 ,x9 ,xt or i -
e n t o v a n o u o s n o v o u # {xy} a p ř í m k o u {xy}u d v o j z n a č n ě u r č e n : 
v e d l e Xi,x2,xs,Xi s t e j n é o p r á v n ě n í m á j e h l a n — Xi, — xa , — Xa, 

— x 4 . P r a v í m e , ž e x i , x s , x 9 , x* j e s t l o k á l n í j e h l a n o r i e n t o v a n é 
o s n o v y /?{xy} v p ř í m c e {xy}u v z h l e d e m k n o r m ě Ra a*igl(xy)-
Z m ě n í m e-l i z n a m e n í a, j e s t xít — x2, x 9 , — x* l o k á l n í j e h l a n . 
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Z m ě n í m e - l i o r i e n t a c i o s n o v y 7?{xy}, j e s t xít x2, — x3 ) — x 4 l o k á l n í 
j e h l a n *). 

B o d y {XÍ}, {x2} j s o u f l e k n o d y o s n o v y # { x y } v p ř í m c e {xy}„. 
P ř í m k y {x t x s}, {x2 x 4 } j s o u f l e k n o d á l n í t e č n y o s n o v y 7?{xy} 
v p ř í m c e {xy}«. P ř í m k a {xi x9} j e s t ř í d í c í p ř í m k a o s n o v y 7?{xy}. 
P ř í m k a {x3 x4} j e s t h l a v n i p ř í m k a o s k u l a č n í h o re g u l u o s n o v y 
7?{xy} v p ř í m c e {xy}u . 

Ježto g ! = B 3 — Á c > 0, lze určiti l2 , f i u fi2 tak, že jest vyhověno 
rovnici (1). Porovnáme-li diskriminanty obou stran v (1), vidíme, že platí 
(3). Ježto # { x y } má řídící přímku, jest její oskulační lín. komplex v přímce 
{xy}« speciální pro každé u; dle 4 4 6 a 4 8 9 (3) forma G(tv t2) je dělitelná 
buď (A-! t2 — ¿a ti)3 nebo (,uj t2 — Hi ti)3. Zřejmě můžeme předpokládati, že 
G je dělitelná t2 — /,)*. Dle 4 8 8 je však h = O, takže dle 4 8 9 (4) 
F(tu t2) = ± G(ti, t2); tedy lze určiti P tak, že platí (2). Můžeme před-
pokládati, že P = ± 1. Jinak stačilo by místo l2, f i u fi2, zavěsti po řadě 

c o ž nemění rovnici (1); není totiž /? = O, 

jak snadno vychází odtud, že /?{xy} nemá pentataktických přímek. 
Je-li kL, Ag, f i v fi2 jedno řešení rovnic (1), (2), je patrně — Xu — h , 

— f i u —[i,, druhé řešení a jiných řešení není. Vidíme tedy, že, jsou-li dány 
ar. křivky Cax, Cay a znamení a, jehlan Xi, x8 , x9, x* jest určen dvoj-
značně. Že lokální jehlan Xi, x», x s , x 4 jest orientovanou osnovou 7?{xy} 
a její normou Ra a ^ (xy) (dvojznačně) určen, vidíme podobně jako ve 
4 9 0 . Že lokální jehlan mění se v souhlase s teorémem, když změníme 
znamení a nebo orientaci osnovy 7?{xy}, je zřejmé. Že {xi}, {x2} jsou 
fleknody, { x i x 3 } , {x2 x 4} fleknodální tečny, { x 3 x 4 } hlavní přímka oskulač-
ního regulu, vidíme stejně jako ve 4 9 0 . Dle (2) a 4 4 6 přímka {xi x 3} 
jest řídící přímkou oskulačního lín. komplexu, t. j. řídící přímkou osnovy 

4 9 6 . B u ď R{xy}« o r i e n t o v a n á p o s i t i v n í o s n o v a t ř í d y 
5 b e z p e n t a t a k t i c k ý c h p ř í m e k . O s n o v a 7?{xy} m ě j ř í d í c í 

p ř í m k u . B u ď Ra r ( x y ) = ./V/?{xy}; buď a -= sgn x. B u ď í t ř e t í pro -
j e k t i v n í k ř i v o s t * ) o s n o v y # { x y } . B u ď / p r o j e k t i v n í t o r s e 
o r i en t o vané o s n o v y R{xy}«. Buď Xi, x8 , x3 , x4 l o k á l n í j e h l a n 
o r i e n t o v a n é o s n o v y /?{xy}« v p ř í m c e {xy},. v z h l e d e m k n o r m ě 
Rax(xy). U r č e m e z n a m e n í P j a k o v e 495***) . B u ď s n o r m á l n í 

*) Nezáleži-li na tom, jak bylo zvoleno znamení a a orientace osnovy R {xy}, 
pravíme stručně, že x„ x ^ x ^ jest lokální jehlan osnovy R {xy} v přímce {xy}«. Pak 
jest ovšem lokální jehlan určen osmiznačn*. 

**) Prvá a druhá projektivní křivost jsou dle 488 identicky rovny nule. 
***) Dle 495 (2) je ? na př. rovno znamení koeficientu při ř,'2 ve formě F( t„ f2). 
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p a r a m e t r o r i e n t o v a n é o s n o v y P l a t í r o v n i c e 

dx, . 
— = /X,+ X3, 
as 
dx2 3 

(1) dx 
— 3 ' = ( ! _ + 

Buď | 2 , | 3 , d u á l n í j e h l a n a d j u n g o v a n ý k x», 
P l a t í r o v n i c e 

^ = « , + ( 1 + 0 «4, 

(2> dí 3 

Rovnice (2) vycházejí z (1) dle 6 9 . Rovnice (1) stačí zřejmě do-
kázati za předpokladu, že r ^ 9, takže C xi , C x2 jsou třídy 5. Můžeme 
tedy při důkaze rovnic (1) předpokládati, že 

(3) x, = x, x.2 = y . 

Pro určitost předpokládejme, že a = 1. Dle 4 9 5 (3), (4) jest 

(*. *,) = ± Vft (*y). 

takže dle (3) gi = l. Je tedy dle prvých dvou rovnic 4 9 5 (4) 

(4) >., = 1, x2 = 0, m = 0, ( 4 = 1 , 

takže dle ostatních rovnic 4 9 5 (4) 

x s = x, x4 = ý . 
Je tedy dle 4 3 8 

Dx i = — bXi + ax 2 + x„ Dx2 = — cxt + ¿>x2 + x4, 

Dx3 = -(B + j) X, + ¿x2 - bx3 + ax4, Dx4 = - Cx, + (B-j)xi — cx3 + ¿>x4. 

Dle (4) a 4 9 5 (1), (2) jest, ježto gj. = 1, 

(6) ¿ 4 = 0 , B = — l, C = 0, 
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A = O, B = O, C=p. 

Derivujeme-li (6), obdržíme dle (7) a 4 3 5 (1) 

p 
(8) a = 0, c = — — . 

2 
Derivujeme-li třetí rovnici (7), obdržíme dle (7) a 4 3 5 (8) 

(9) C=-2?b. 

Ježto 1, jest dle 4 8 9 (2), (5) a 4 9 4 (1) 

Č=2/Č, 
takže dle (7) a (9) 
(10) 

Ježto jest dle 4 8 8 (3) 
(li) 

a dle 4 7 0 (1) 

b = — l. 

(12) 

Z (5), (6), (8), (10), (11) a (12) vychází (1). 

4 9 7 . B u ď fljxy}« o r i e n t o v a n á p o s i t i v n í o s n o v a t ř í d y 
r ^ 4 . Buď D d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r o r i e n t o v a n é ar. o s n o v y 
Ra(xy)u- B u ď p r v ý u n i m o d u l á r n í . i n v a r i a n t t é t o ar. o s n o v y . 
B u ď t e a,b,c a s y m p t o t i c k é f u n k c e o r i e n t o v a n ý c h ar. k ř i v e k 
CaX, Cay. N e c h f ar. b o d y x,y v z n i k n o u z ar. b o d ů x,y a s y m p -
t o t i c k ý m d e r i v o v á n í m . Buď a z n a m e n í o s n o v y # { x y } . Buď 
Raal/gi(xy) = MR{xy}, t a k ž e a = + l . D e f i n u j m e f o r m u F(ti,t») 
j a k o v e 4 8 9 . L z e u r č i t i f u n k c e Xa,filtHt t ř í d y r — 3 tak , a b y 
b y l o i d e n t i c k y 

(1) 2 (X, tt - X2 /,) ([i, t2 - H t,) =F(t„ y , 

(2) x.m —x l R = i, 

(3) aX, (1, -l- b (X, (ij + X2 |X,) + c X2 |i.2 = m D\i — m DX2 = X2 Dfi, — X, D¡^. 

J s o u - l i X{,X2,fi^fit t a k t o u r č e n y , p o l o ž m e 

(4) 

= Vsi (>•.* + Kyl * Í = »Vsí (m* + my). 

*3 = y S i _ í [8St ( M + x2ý) + Dgx (X,x + x2y)], 

** = x s.~ M 8s. (m* + m?) + Dgi (m* + my) 1 • 

J e s t i d e n t i c k y 
(X,X2X3X4) = UÍ. 
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P r o m ě n n ý j e h l a n n e n í o r i e n t o v a n o u o s n o v o u /?{jty}" 
a z n a m e n í m a ú p l n ě u r č e n ; je- l i v š a k Xi,Xá,jc3,Xi j e d n o j e h o 
u r č e n í , k a ž d é d a l š í j e t v a r u 

i i 

k d e r ^ z O j e s t l i b o v o l n á k o n s t a n t a . Z m ě n í m e - l i z n a m e n í a, 
p ř e j d e jc„.xá, X3,JC4 v xi , — XSJXS,— Xi- Z m ě n í m e - l i o r i e n t a c i o s n o -
v y /?{xy} , p ř e j d e xi,x3,xs,xi v xly x2, — x3, — Xi-

B o d y {xi}, {x2} j s o u f l e k n o d y o s n o v y 7?{xy} v p ř í m c e {xy}«. 
P ř í m k y {JCIJC3}, {x 2 x i } j s o u f l e k n o d á l n í t e č n y o s n o v y /?{.xy} 
v p ř í m c e {xy}B . P ř í m k a {x 3 x 4 } j e s t h l a v n í p ř í m k a o s k u l a č n í h o 
r e g u l u o s n o v y i ? { x y } v p ř í m c e {xy}u . 

Je- l i o s n o v a / ? { x y } o b s a ž e n a v p e v n é l i n . k o n g r u e n c i *), 
p r a v í m e , ž e Xi,.X2, x 3 ,X i j e s t l o k á l n í j e h l a n o r i e n t o v a n é o s n o v y 
# { x y } v p ř í m c e {xy}u v z h l e d e m k n o r m ě R „ a * i g i (xy )**) . 

Ježto gx = Bs — AC > 0, lze určiti (f^tp2,ipi,ip2 tak, že jest 
ft/,) (•}, t± — <hfi) = F(/„ t,). 

Porovnáním diskriminantů obdržíme y>Lip2 — sp2Vi = + 1 . Můžeme před-
pokládati, že 

"Pí — <Pa = * 5 

v opačném případě stačilo by vyměniti tpu <f2 s ipu tp2• Snadno se vidí, že 
nejobecnější řešení rovnic (1), (2) jest 

X| = afl, X.2=0<p2, (11=4-41. M--2 = +-2. 
O 0 

kde <7=^0 jest libovolná funkce a. Pro určení a máme podmínku (3 ) ; 
všimněme si, že ze (2) vychází derivováním, že 

|X2DX, — ¡i, DX2 = X.2£>(I, — X, D(X.2. 

Všímajíce si rovnice (2), obdržíme snadno, že podmínka pro a jest 

^ = fl<Pi + b (<Pi f j + i) + c«p2<Jíj — , — Dfi). 

Odtud vidíme, že 1° rovníce (1), (2), (3) lze řešiti (kvadraturou); 2° je-li 
¿2, Pu f*2 jedno řešení, nejobecnější řešení se obdrží, bereme-li místo 

po řadě , ] 

•fX,, xX2, y i i , , — m, 

*) Tato lin. kongruence jest hyperbolická, neboí R {xy} jest positivní osnova; 
její řidiči přímky jsou {x,x:)}, {x.2x4}. 

**) Nezáleži-li na volbě znamení a ani na orientaci R {xy}, pravíme stručně, že 
X|, x2, x;„ x4 jest lokální jehlan osnovy R {xy} v přímce {xy}„. 
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kde r 4= O jest libovolná konstanta. Odtud vychází ihned, že s jehlanem 
jCx, x2, x3 , Xi stejně jest oprávněn každý jehlan tvaru 

1 1 
XX, , — X 2 , T X ) , — X . 

X X 

a žádný jiný jehlan. 
Přejděme nyní od ar. křivek Cax, Cay k ar. křivkám C*x 1, Cay 1, kde 

x, = I, x + /.2y, y, = m,x + m2y, 

li m-i — L^ = s + 0. 

Současně zaveďme t*, t2* místo tt, t2 substitucí 

/, /i* + m, tj* Ijt^ + m.t* 
(6) / , = yf^ ' ' 

takže platí rovnice 4 9 0 (10), (11). Snadno se nahlédne, že rovnice od-
povídající rovnicím (1), (2), (3) budou splněny, zavedeme-li místo ).2, 
f i í t f i 2 po řadě X*,X2*,f i*,( i2* dle rovnic 

x _ / , X , * + m,X2* ^ _ 1,1,* + m2X2* 

(7) ' Visi ' 2 \l\s | ' 
/ , > ! , * + /n,|x.2* + m 2 ř t 2 * 

, l l = S e n S ^ P ' ^ = S g n S • 

Vskutku: 1° že je splněna rovnice odpovídající rovnici (2), vychází ihned 
ze (6 ) ; 2° že je splněna rovnice odpovídající rovnici (1), vychází ze 4 8 9 
(6); že je splněna rovnice odpovídající rovnici (3), vychází z identity 

( 8 ) a. W . * + bt (X.VÍ* + V(M*) + c, X2* (i2* = 
= s"1 (M + b (X, [j.2 + X2 ji,) + c Xjfj.2], 

v níž au bi, Ci jsou asymptotické funkce orientovaných ar. křivek Ca Xi, 
C ayi• Identitu (8) zřejmě postačí verifikovati ve dvou případech: 1° když 
s = ± 1, 2° když ll = m2 = Vš, U = rth = 0. V prvém případě (8) vychází 
snadným počtem ze 4 2 9 ( 3 ) ; ve druhém případě ze 4 6 3 ( 1 ) . 

Ježto (xy ) = sgn 5 ýgf (x t yL), přejde a v a , = a s g n s. Je nyní 
snadno dle (7) a 4 9 0 (10), (11) verifikovati, že přechodem od C a , Cay 

k CaX 1, C a y i jehlan xlt x2, x3 , x 4 se nemění. Že se tento jehlan mění 
v souhlase s teorémem, když změníme znamení a nebo orientaci osnovy 
# { x y } , je zřejmé. Rovněž snadno se vidí, že {xi}, {x»} jsou fleknody, 
{xi x3}, {xs X4} fleknodální tečny a { x 3 x i } hlavní přímka oskulačního regulu. 

4 9 8 . B u ď /?{xy}„ o r i e n t o v a n á n e g a t i v n í o s n o v a t ř í d y 
r 4 . B u ď / ) d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r o r i e n t o v a n é ar. o s n o v y 
Ra {xy}u . B u ď gt p r v ý u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t t é t o ar. o s n o v y . 
B u ď t e a, b, c a s y m p t o t i c k é f u n k c e o r i e n t o v a n ý c h ar. k ř i v e k 
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CaX, Cay• N e c h ť ar. b o d y x, y v z n i k n o u z ar. b o d ů x, y a s y m -
p t o t i c k ý m d e r i v o v á n í m . B u d u z n a m e n í o s n o v y 7?{xy}. B u d 
R « a Ví^il ( x y ) = j V # { x y } , t a k ž e a = + l . D e f i n u j m e f o r m u F ^ / j ) 
j a k o ve 4 8 9 . L z e u r č i ti f u n k c e l2, fiu fi2 t ř í d y r — 3 a z n a -
m e n í /? = + ! t a k , a b y b y l o i d e n t i c k y 

(1) (>•• U - K *,)* + OH ti - h ti)2 = P i,), 

(2) — XJH-i = i, 

(3) (aX, + 6X.J + Dl2) X, + (b\ + cl-1 - DX,) X.2 + (ap., + b^ + Dp.,) ji, + 

J s o u - l i X2, Mii fa t a k t o u r č e n y , p o l o ž m e 

= ViífJ * + M ) . *i = a Viřii 0*1 * + 14». 

( 4 ) * 3 = _ ~ 8 l g l ] ~" ^SiO-xX + l ^ + D g t ^ x + ^y)), 

X* = - ^ I Si [8 gx (p, X + mý) + Dg, (H-, X + ^y)]. 

J e s t i d e n t i c k y 
(5) (X, X.2 X3 X4) = U). 

P r o m ě n n ý j e h l a n x i , X2)X3, x 4 n e n í o r i e n t o v a n o u o s n o v o u 7?{xy} 
a z n a m e n í m a ú p l n ě u r č e n ; j e - l i v š a k x u x2, x3, x 4 j e d n o j e h o 
u r č e n í , k a ž d é d a l š í j e t v a r u 

x, cos x + x.j sin — x, sin x + x2 cos t, x3 cos x + x4 sin x, — x3 sin x + x4 cos t. 

k d e r j e l i b o v o l n á k o n s t a n t a . Z m ě n í m e - l i o r i e n t a c i o s n o v y 
# { x y } , p ř e j d e xi, xa , x3 , x 4 v xu x2,—x3, — x 4 . Z m ě n í m e - l i z n a -
m e n í a, p ř e j d e x i , xa , x 3 , x 4 v Xi, — x a , x 3 , — x 4 . 

P ř í m k a {x3 x 4 } j e h l a v n í p ř í m k a o s k u l a č n í h o re g u l u 
o s n o v y # { x y } v p ř í m c e {xy}«. 

J e - l i o s n o v a / ? { x y } o b s a ž e n a v p e v n é l in . k o n g r u e n c i * ) , 
p r a v í m e , že XI,X2,XS,JC4 j e s t l o k á l n í j e h l a n o r i e n t o v a n é o s n o v y 
# { x y } u v p ř í m c e {xy}« v z h l e d e m k n o r m ě /?„ a V ] ^ | (xy) **). 

4 9 9 . B u ď # { x y } , . o r i e n t o v a n á r e g u l á r n í o s n o v a t ř í d y 
5 o b s a ž e n á v p e v n é h y p e r b o l i c k é l i n . k o n g r u e n c i . B u ď 

Xi, x s , x3 , Xi j e j í l o k á l n í j e h l a n v p ř í m c e {xy}«. B u d i j e j í t ř e t í 
p r o j e k t i v n í k ř i v o s t * * * ) . B u d 5 j e j í n o r m á l n í p a r a m e t r . P l a t í 

*) eliptické, nebof /?{xy} jest negativní osnova. 
**) Nezáležt-li na volbě znamení a ani na orientaci osnovy # { x y } , pravíme struině, 

že x „ x 4 , x 3 , x 4 jest lokálni jehlan osnovy # { x y } v přímce {xy}«. 
***) Prvá a druhá projektivní křivost Jsou dle 488 identicky rovny nule. 
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r o v n i c e 
dx, rfxj 

~ďs=X* ds~Xt' 

(1) dx3 dx„ , 

B u ď d u á l n í j e h l a n a d j u n g o v a n ý k x 2 , x 3 , x 4 . P l a t í 
r o v n i c e 

(2 ) f ř ds~~iv ds~ 

Rovníce (2) vycházejí z (1 ) dle 6 9 . Rovnice (1) stačí zřejmě do-
kázati za předpokladu /-¡> 8, takže CaXi, C a x 2 jsou třídy 5. Můžeme 
tedy při důkaze rovnic ( I ) předpokládati, že 

(3) x,=x, x2 = y. 
Dle 4 9 7 (2), (4) je pak _ 

(^xi) = ± y g x { x y ) i 

takže dle (3) g r = 1. Dle (3) a prvých dvou rovnic 4 9 7 (4) jest 

(4) X, = l , Xa = 0, n , = 0 t H Í = 1 -

Dle (4) a dalších rovnic 4 9 7 ( 4 ) jest, ježto g i = 1, 

x3 = x, x4 = ý, 
takže dle 4 3 8 

, Dxx = — bx, + ax2 + x3, Dx., = — cx, + bx.2 + x4, 
Dx3 = -(B+j)xl + Ax.2-bx3+axi, Dx<=-Cxl + (B-j)xi-cxí +bxt. 

Dle (4) a 4 9 7 ( 1 ) jest, ježto g 1 = \ , 

(6) ¿4 = 0, B = — 1, C = 0. 
Dle (4) a 4 9 7 (3) jest 

(7) 6 = 0. 

Derivujeme-li (6), obdržíme dle 4 3 5 (1) 

(8) Á = 2a, B = o, Č = — 2c. 

Ježto osnova i ? { x y } jest obsažena v pevné lin. kongruenci, vymizí dle 
4 4 5 všecky determinanty matice 

[A. B c ) l/i b cy 
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takže dle (6) a (8) 
9) a = c = 0. 

Ježto s i = h jest dle 4 7 0 ( 1 ) a 4 8 8 ( 3 ) 

(10) 7 = D,I = /'. 
ds 

Z (5), (6), (7), (9) a (10) vychází (1). 

5 0 0 . B u ď fljxyju o r i e n t o v a n á r e g u l á r n í o s n o v a t ř í d y 
r ^ 5 o b s a ž e n á v p e v n é e l i p t i c k é Iin. k o n g r u e n c i . B u ď XL,X*, 
X3,Xi j e j í l o k á l n í j e h l a n v p ř í m c e {xy}B. Buď t j e j í t ř e t í p r o -
j e k t i v n í k ř i v o s t * ) . B u ď s j e j í n o r m á l n í p a r a m e t r . U r č e m e 
z n a m e n í /? = ± 1 j a k o v e 4 9 8 * * ) . P l a t í r o v n i c e 

dx[ _ dxt 

ds ~ Xi' ds = 

( , ) * o 

B u ď ši, ša, L d u á l n í j e h l a n a d j u n g o v a n ý k x u jca, jc3, x4 . P l a t í 
r o v n i c e 

(2) 

ds" ds 

Důkaz je podobný jako ve 4 9 9 . 

501 . B u ď t e tf{xy}„ (u v <fl + 0, 6 - 0 » , /?{x'y'}„ (v v <o' + 0, 
b' — 0>) o r i e n t o v a n é p o s i t i v n í ( n e g a t i v n í ) * * * ) o s n o v y t ř í d y 
r ^ 5 b e z p e n t a t a k t i c k ý c h p ř í m e k . Ž á d n ý o s k u l a č n í l in . k o m -
p l e x o s n o v y R{xy}» n e b u ď s p e c i á l n í . B u d s(u) n o r m á l n í 
p a r a m e t r o r i e n t o v a n é o s n o v y 7?{xy}u. Buď h(u), k(u), i (u ) p o 
ř a d ě p r v á , d r u h á , t ř e t í p r o j e k t i v n í k ř i v o s t o r i e n t o v a n é 
o s n o v y # { x y } „ - K d y ž a j e n k d y ž e x i s t u j e f u n k c e <p(v) t ř í d y 

r v <a', b'> taková, že 1° ^ =£0 v šude v (a',b')\2»<p(ď) = a, <f(b') = 

= b (v t o m p ř í p a d ě b u ď « J = : + l ) n e b o y ( ď ) = b, <p(b') = a ( v t o m 
p ř í p a d ě b u ď d = — 1); 3° <Js[y(v)] j e s t n o r m á l n í p a r a m e t r 
o r i e n t o v a n é o s n o v y R{x'y')a, 4" h[(p\v)], <í A:[</>(v)], t[SP(v)] j e s t 

*) Prvá a druhá projektivní křivost jsou dle 4 8 8 identicky rovny nule. 
**) Dle 4 9 8 (1) p Je rovno na př. znamení koeficientu při tf ve formě F(t„ t.t). 

***) Je-li R {xy} positivní (negativní), také R {x'y'} buď positivní (negativní). 
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p o r a d ě p r v á , druhá , t ř e t í p r o j e k t i v n í k ř i v o s t o r i e n t o v a n é 
o s n o v y /?{jt'y'}„: e x i s t u j e k o l i n e a c e K ar. b o d ů t a k o v á , ž e 
/?{xy} ~ / ? { * ' / } v Ass. K. 

Že podmínky jsou nutné, je zřejmé; že stačí, vychází snadno dle 
6 8 ze 4 9 2 a 4 9 3 . 

5 0 2 . B u ď t e /?{xy}„ (u v <a + 0, ů - 0 > ) , /?{*>'}„ (v v <a' + 0, 
b'— 0>) o r i e n t o v a n á r e g u l á r n í o s n o v a t ř í d y 5 b e z p e n t a -
t a k t i c k ý c h p ř í m e k . O s n o v a /?{xy} m ě j ř í d í c í p ř í m k u ; s t e j n ě 
o s n o v a R{x'y')- B u ď s(u) n o r m á l n í p a r a m e t r o r i e n t o v a n é 
o s n o v y /?{xy}„. Buď i(u) (l(u)) t ř e t í p r o j e k t i v n í k ř i v o s t ( p r o j e k -
t i v n í t o r s e ) o r i e n t o v a n é o s n o v y /?{xy}„. K d y ž a j e n k d y ž 

e x i s t u j e f u n k c e <p(v) t ř í d y rv(a',b') t a k o v á , ž e 1° ^ = l = 0 v š u " 

de v <a',b'); 2° <f(a') = a, <p(b') = b (v tom případě buď ¿ = + 1) 
n e b o (p(a') = b, (p{b') = a (v t o m p ř í p a d ě buď d = — 1); d s [ y ( v ) ] 
j e s t n o r m á l n í p a r a m e t r o r i e n t o v a n é o s n o v y / ? { í ' / } „ ; 4 ° t [ y ( v ) ] 
(<í/[<ř(v)]) j e s t t ř e t í p r o j e k t i v n í k ř i v o s t ( p r o j e k t i v n í t o r s e ) 
o r i e n t o v a n é o s n o v y e x i s t u j e k o l i n e a c e / f a r . b o d ů 
taková , že R {xy} R {x'y'} v Ass. K. 

Podmínky jsou zřejmě nutné; že stačí, vychází dle 6 8 ze 4 9 6 . 

503". B u ď t e 7?{xy},. (u v <c + 0, 6 - 0 » , /?{*' /}„ (v v <a+0, 
b'— 0>) o r i e n t o v a n é r e g u l á r n í o s n o v y t ř í d y r^>5. O s n o v a 
R{xy} b u ď o b s a ž e n a v p e v n é l ín. k o n g r u e n c i ; s t e j n ě o s n o v a 
/? {* ' / } . O b ě t y t o l in. k o n g r u e n c e b u ď t e h y p e r b o l i c k é n e b o 
o b ě e l i p t i c k é . B u ď s(u) n o r m á l n í p a r a m e t r o r i e n t o v a n é 
o s n o v y /?{xy}„. B u ď i (u ) t ř e t í p r o j e k t i v n í k ř i v o s t o s n o v y 
/?{xy}u . K d y ž a j e n k d y ž e x i s t u j e f u n k c e <p(v) t ř í d y r v (ď,b'> 

t a k o v á , - ž e 1° ^ 4 = 0 v š u d e v<o',6'>; 2° y (a ' ) = a, <p(b') = b (v t o m 

p ř í p a d ě buď ď = + l ) n e b o <p(d) = b, <p(b') = a (v t o m p ř í p a d ě 
b u ď <í = — 1); 3° <J s [y(v)] j e s t n o r m á l n í p a r a m e t r o r i e n t o v a n é 
o s n o v y R{x'y'}„; 4° t [ y ( v ) ] j e s t t ř e t í p r o j e k t i v n í k ř i v o s t o r i e n -
t o v a n é o s n o v y / ? { x y } „ : e x i s t u j e k o l i n e a c e /¡far. b o d ů t a k o v á , 
ž e /?{xy} ~ / ? { * ' / } v Ass. K. 

Podmínky jsou zřejmě nutné; že stačí, vychází dle 6 8 ze 4 9 9 a 5 0 0 . 

Lokální jehlan a projektivní křivosti nulové osnovy. 

5 0 4 . B u ď /?{xy}u n u l o v á o s n o v a t ř í d y r ^ 6 b e z p e n t a t a k -
t i c k ý c h p ř í m e k . B u ď D d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r o r i e n t o v a n é 
ar. o s n o v y Ra(xy)u• Buď /?(<p2U — <fiř2)s (/3 = ± 1 ) f l e k n o d á l n í 

Č e c h , P ro j ek t i vn í diferenciální geometrie. I . 2 4 
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f o r m a t é t o ar. o s n o v y . B u ď g>iti — q>it2 ( íWi — U ) p r v á ( d r u h á ) 
a s y m p t o t i c k á d e r i v a c e f o r m y (piti — f i U - B u ď 

Z n a m e n í « j e s t o r i e n t o v a n o u o s n o v o u 7?{xy}u ú p l n ě u r č e n o 
a p ř e j d e v — e, z m ě n í m e - l i o r i e n t a c i t é t o o s n o v y . P r a v í m e , 
ž e /?{jcy}u j e s t p o s i t i v n ě ( n e g a t i v n ě ) o r i e n t o v á n a , k d y ž e = l 

H o d n o t y v ý r a z ů g, i p r o d a n é o j s o u o s n o v o u a p ř í m k o u 
{xy}u ú p l n ě u r č e n y ; p r a v í m e , ž e g (i) j e s t p r v á ( d r u h á ) p ro-
j e k t i v n í k ř i v o s t o s n o v y /?{;ty}. V ý r a z g — 21 m á v ý z n a m , 
i k d y ž r = 5. 

B u ď K k o l i n e a c e ar. b o d ů ; b u ď v K: x(u) ~ x (u), y (u) ~ 
o o y ' ( u ) ; p r v á ( d r u h á ) p r o j e k t i v n í k ř i v o s t o s n o v y # { j t y } j e s t 
r o v n ě ž r o v n a g(t). 

Ze 4 7 2 (7), (8) vychází snadno, že g a i jsou ar. osnovou Ra(xy) 
jednoznačně určeny a že se nemění, přejdeme-li od Ra (xy) k Ra — (jcy). 
Že g—2i má význam, když r = 5, je zřejmé. Abychom viděli, že g a i 
jsou úplně určeny osnovou 7?{jcy}, stačí tedy ukázati, že se nemění, pře-
jdeme-li od CaX, cay k CaX, C„y, kde jč = (>x, y = í»y; mimo to můžeme 
při tomto důkaze předpokládati, že ar. křivky C„x, Cay vytvořují ar. osnovu 
Ra(xy) asymptoticky, takže (pt = D(f i , (pi = D3<Pi ( / = 1 , 2 ) . Důkaz pak 
vychází snadno ze 4 6 1 a 4 7 1 (6). 

Že g a i se nemění kolineacemi, je zřejmé. Že znamení e jest orien-
tovanou osnovou #{ jcy} určeno a že přejde v — £, změníme-li orientaci, 
vychází snadno ze 4 3 5 (7), 4 6 4 (1), 4 7 1 (6) a 4 7 2 (7). 

5 0 5 . B u ď 7?{xy}u o r i e n t o v a n á n u l o v á o s n o v a t ř í d y 5 
b e z p e n t a t a k t i c k ý c h p ř í m e k . B u ď D d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r 
o r i e n t o v a n é ar. o s n o v y Ra(xy)u- B u ď fl(<f2ti — ÍPI/Ž)3 ( 0 = ± 1 ) 
f l e k n o d á l n í f o r m a t é t o ar. o s n o v y . B u ď (jp2ti — <ipit2 a s y m p t o -
t i c k á d e r i v a c e f o r m y <p2U — (p,t2. N e c h ť ar. b o d y x,y v z n i k n o u 
z ar. b o d ů x,y a s y m p t o t i c k ý m d e r i v o v á n í m . B u ď \f> = <p1q>2 — 

— B u ď « z n a m e n í o s n o v y 7?{jcy}. B u ď 

x l = |<H"*(<p,x + <ply)> 

*2 =E l+r* |jf>, X + <j>.ty + <p.2y)J, 

O) 4 = tt ti — ®J<PI. E = P sgn = ± 1. 

(£ = - 1 ) . 
B u ď 

(2) 

(3) 
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(l) 

J e s t i d e n t i c k y 
(2) (X, X , X , X4) = cu. 

P r o k a ž d é u j e s t j e h l a n x1} x2, x3, x 4 o s n o v o u # { x y } a p ř í m k o u 
{.xy}» d v o j z n a č n ě u r č e n : v e d l e x i , x 2 , x 3 , x 4 s t e j n é o p r á v n ě n í 
m á — x i , — x 2 , — x3,—x4. P r a v í m e , ž e x i , x 2 , x 3 , x 4 j e s t l o k á l n í 
j e h l a n o s n o v y / ? { x y } v p ř í m c e {xy}u-

B o d {JCI} j e f l e k n o d o s n o v y /?{xy} v p ř í m c e {xy}„. P ř í m k a 
{JCIXS} j e f l e k n o d á l n í t e č n a o s n o v y /? {xy} v p ř í m c e {xy}„. B o d 

u 
{x4} n á l e ž í k u ž e l o s e č c e C* d e f i n o v a n é v e 481 . P ř í m k a {X2X4} 
j e s t a s y m p t o t i c k á t e č n a o s n o v y /?{xy} v b o d ě {x2}. P ř í m k a 
{ x 3 x 4 } j e h l a v n í p ř í m k a o s k u l a č n í h o r e g u l u o s n o v y # { x y } 
v p ř í m c e {xy}„. 

Ze 4 3 2 a 4 7 2 (7), (12), (14) vychází snadno, že jehlan x i , x 2 , x 8 , Xi 
jest (dvojznačně) určen ar. osnovou /? 0 (xy) u a že se nemění, přejdeme-li 
od /? a(xy)u k R a —(jcy)«. Abychom ukázali, že jest (dvojznačně) určen 
osnovou # { x y } , stačí tedy ukázati, že se nemění, přejdeme-li od Cax, Cay 

k CaQX, CaQy, při čemž můžeme předpokládati, že ar. křivky Cax, Cay 

vytvořují ar. osnovu Ra(xy) asymptoticky. Že za těchto předpokladů lokální 
jehlan se nemění, vychází snadným počtem ze 4 6 1 a 4 7 1 (6). 

Že bod {xi} je fleknod a že přímka { x i x 3 } je fleknodální tečna, je 
zřejmé. Snadno se vidí ze 4 5 0 (1), že { x 2 x 4 } jest asymptotická tečna. 

U 
Že bod {x4} náleží kuželosečce Ct a hlavní přímce oskulačního regulu, 
vychází ze 4 8 5 (3). Přímka { x 3 x 4 } zřejmě náleží oskulačnimu regulu; 
tedy je to hlavní přímka oskulačního regulu. 

5 0 6 . B u ď /? {xy} u o r i e n t o v a n á n u l o v á o s n o v a t ř í d y r^>6 
b e z p e n t a t a k t i c k ý c h p ř í m e k . B u ď s = l (e = — 1), j e - l i /?{xy}u 
p o s i t i v n ě ( n e g a t i v n ě ) o r i e n t o v á n a . B u d g ( i ) p r v á ( d r u h á ) 
p r o j e k t i v n í k ř i v o s t o s n o v y /?{xy} . B u ď X i , x 2 , x 3 , X 4 j e j í l o k á l n í 
j e h l a n . B u ď s n o r m á l n í p a r a m e t r o r i e n t o v a n é o s n o v y 7?{xy}u . 
P l a t í r o v n i c e 

(i) 

UA., 
+ x3, i-—=gx, 

as 

dx* 
•X, •+• xt, e —- = — X, — :x2 +gx3. 

24* 
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B u ď £ i , š 2 , £ 3 , š 4 d u á l n í j e h l a n a d j u n g o v a n ý k Xi, x2, JC3, x4- P l a t í 
r o v n i c e 

dL dL 

(2) t <* ř ř 

Rovnice (2 ) plynou z (1) dle 6 9 . Při důkaze rovnic (1) můžeme bez 
újmy obecnosti předpokládati, že 

x, =x, x2 = ey. 

Pak jest dle prvých dvou rovnic 5 0 5 (1) 

3) <p, = l, <p2 = 0, <p, = 0, <p.2= 1, 0 = s 

a tedy dle ostatních rovnic 5 0 5 (1) 

x3 = ti, x4 = ý, 
takže dle 4 3 8 

Dx, = — 6x, + tax, + ex3, E£>X2 = — cx, + tbx2 + x4, 

eDx3 = — (B + j) x, + 6Í4X.2 — + ax4, Dx4 = — Cx, + S (B —j) x2 — ECX3 + ůx4. 

Dle (3) a 4 7 1 (1) jest 
(5) A = 0, 5 = 0, C = P = E. 

Derivujeme-li (5), obdržíme dle 4 3 5 (1) 

-4 = 0, B = — ta, Č = — 2 s f t . 

Dle (3) a 4 7 2 (2) je však 

(6) ii = 0, B = — t, Č = 0, 
takže 

(7) 0 = 1 , 6 = 0. ; 

Dle (3) jest if> = \ , tedy D y = 0, D 3 ip = O, takže dle 5 0 4 (1) a (2) 
(8) g = Vu 

(9) t=J. 

Derivujeme-li (6), obdržíme dle 4 3 5 (8) 

Č = — 2eC. 
Dle (3), (8) a 4 7 2 (4) je však 

C = 2 tg, 
takže 
( 10) c = -g. 



. 3 7 3 

Konečně dle 4 7 6 (1) jest, ježto t p = l , 

Ze (4), (5), (7), (9), (10) a (11) vychází (1). 
5 0 7 . B u ď /?{xy}„ o r i e n t o v a n á r e g u l á r n í o s n o v a t ř í d y 

r ^ 6 o b s a ž e n á v p a r a b o l i c k é l in . k o n g r u e n c i b e z C a y l e y o v -
s k ý c h p ř i m e k . B u ď D d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r o r i e n t o v a n é 
ar. o s n o v y Ra(xy)„- B u ď y č t v r t ý u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t t é t o 
ar. o s n o v y . Buď Rax(xy) = NR{xy}. P o l o ž m e 

o 
Buď 

(2) e = s g n ; = + 1. 

Z n a m e n í s j e s t o s n o v o u /?{jty} ú p l n ě u r č e n o ; p r a v í m e , ž e s 

j e s t n o r m á l n í z n a m e n í t é t o o s n o v y . B u ď 

(3) l=l , 
ICI* 

H o d n o t a v ý r a z u i p r o d a n é u j e s t o r i e n t o v a n o u o s n o v o u 
/?{xy} u a p ř í m k o u {xy}B ú p l n ě u r č e n a ; p r a v í m e , ž e i j e s t p r o -
j e k t i v n í k ř i v o s t o s n o v y 7?{xy}. Z m ě n í m e - I i o r i e n t a c i o s n o v y 

1 p ř e j d e v — i. 
B u ď / f k o l i n e a c e a r . b o d ů ; b u ď v Á " : x ( u ) ~ x'(u), y (u) ~ y ' ( u ) . 

N o r m á l n í z n a m e n í ( p r o j e k t i v n í k ř i v o s t ) o s n o v y #{;c'y'}u 

j e s t e( i) . 
Je zřejmé, že s a i jsou určeny orientovanou ar. osnovou Ra(xy) a 

že se nemění, přejdeme-li od Ra (xy) k Ra — (xy). Abychom viděli, že c a i 
jsou určeny orientovanou osnovou 7?{jcy}, stačí tedy ukázati, že se nemění, 
přejdeme-li od Ca x, Cay k CaQx, Č p y . D přejde dle 4 6 1 v D. 

Jak jsme ve 4 7 8 viděli, X přejde v Dle 4 6 5 (2) j přejde 

v p - 4 jy + p D 3 J- Odtud snadným počtem vychází, že £ přejde v q~4 

takže £ = sgn £ a se nemění'*). Nyní již lehko vidíme, že i se nemění. 
Že b a i se chová při změně orientace a při kolineacích v souhlase 

s theorémem, je zřejmé. 

5 0 8 . B u ď /?{.xy}u o r i e n t o v a n á r e g u l á r n í o s n o v a t ř í d y r > 5 
o b s a ž e n á v p e v n é p a r a b o l i c k é l i n . k o n g r u e n c i b e z C a y l e y o v -

*) Přes to není výraz x"2C osnovou R {xy} určen, neboť-/bylo definováno pouze 
až na konstantní faktor. 
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s k ý c h p ř í m e k . B u ď D d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r o r i e n t o v a n é 
ar. o s n o v y # a (xy)u- B u ď ,<?(<p2— řa)2 (/? = ± O f l e k n o d á l n í 
f o r m a t é t o ar. o s n o v y . N e c h ť ar. b o d y x, y v z n i k n o u z ar. 
b o d ů x , y a s y m p t o t i c k ý m d e r i v o v á n í m . B u ď t e a, b, c a s y m p t o -
t i c k é f u n k c e o r i e n t o v a n ý c h ar. k ř i v e k C„x, C„y. B u ď w(e) 
z n a m e n í ( n o r m á l n í z n a m e n í ) o s n o v y 7?{xy}. B u ď i p r o j e k t i v n í 
k ř i v o s t t é t o o s n o v y . B u ď R a % ( x y ) = NR(xy). D e f i n u j m e £ j a k o 
v 5 0 7 (1). L z e u r č i t i f u n k c e l l f X2 třídy r — 4 t a k , ž e j e s t i d e n -
t i c k y 
(1) <PiX2- <Pih = X2> 

(2) D X . ^ f t + ^ X . + cX,, D X . 2 = - a X , + + 

J s o u - l i k l t ?.j t a k t o u r č e n y , p o l o ž m e 

*. = I x J Op.* + <p2y), *i = P: I x (X,* + x2y), 

(3) X3 = | + i d + (*,* + *,y) ] . 

*4 = PUxV;r*[x,*-i-x1j> + - ^ ( X 1 * + x1y)]. 

J e s t i d e n t i c k y u 

E J ' C d.*) 
(4) (*i*i*í**) = ®X - tt = Te ' 

k d e y j e k o n s t a n t a a sgn y = a. P r o d a n é u n e n í j e h l a n 
x2, x3, Xi o r i e n t o v a n o u o s n o v o u # { x y } a p ř í m k o u {xy}„ 

ú p l n ě u r č e n ; j e - l i v š a k Xi, x2 , Xs, x4 j e d n o j e h o u r č e n í , k a ž d é 
d a l š í u r č e n í j e t v a r u 

U M 
EJ Ids SJLD« 

U H-* 1. v-Xt + ve xu jj.x3, pXi + ve"' x:v 

kde /i, v j s o u k o n s t a n t y ( ^ = £ 0 ) . P r a v í m e , ž e Xi, x z , x9 , x 4 j e s t 
l o k á l n í j e h l a n o r i e n t o v a n é o s n o v y 7?{xy} v p ř í m c e {xy}u**). 
Z m ě n í m e - I i o r i e n t a c i o s n o v y /?{xy}, j e s t Xi, x2f —x3 , —Xi 
l o k á l n í j e h l a n . 

P ř í m k a {xi X3} j e s t ř í d í c í p ř í m k a o s n o v y i ? { x y } . K ř i v k a 
C{x 2 } j e s t a s y m p t o t i c k o u k ř i v k o u o s n o v y 7?{xy}; J T {x 2 x 4 } = 
= Ass. C{x2}- P ř í m k a {X3X4} j e s t h l a v n í p ř í m k a o s k u l a č n í h o 
r e g u l u o s n o v y # { x y } v p ř í m c e {xy}„. 

Že lze rovnicínť(l) a (2) vyhověti, vychází snadno ze 6 8 ( 2 ) , uvážíme-li, 
že, klademe-Ii ve (2) X1 = q>1, X2 = <p2t obdržíme — dle definice % — 

*) Při tom s znamená normální parametr orientované osnovy R {xy}. 
**) Má tedy R {xy}B nekonečně mnoho Iokálnich jehlanů v přímce {xy}„. 
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identity. Mimo to je zřejmé, že, je-li Xv X2 jedno řešení rovnic (1), (2), 
každé další je tvaru 

X, + v<p,, x.2 + vcp2l 

kde v jest libovolná konstanta. Uvážíme-li ještě, že JC jest určeno až na 
multiplikativní konstantu a <px, (p2 až na společný faktor + 1, vidíme snadno, 
že neurčitost lokálního jehlanu je v souhlase s (5). 

Buďte nyní lu l2, m l 7 m2 funkce třídy r takové, že 

l, m2 — /2/n, = s = +. l 

a přejděme od ar. křivek C„x, Cay k ar. křivkám C„xi, Cayi, kladouce 

x^ltx + liy, yl = mix + m^y, 

takže /? přejde v s/? (v. 471) , <pu g>2 přejde ve <p\, <p'2, kde 

?i = 'i + m, <p'2) f i = lyF', + /7J2<P'2. 

Ze 4 2 9 vychází snadno, že rovnice (1), (2) zůstanou splněny, zavedeme-li 
X\, X'2 místo Xlt X2 dle rovnic 

sX, = /, X', m,X'2) sX2 = /2X', + m2X',, 
tďkzč 

<pi* + ®iy = !p'*i + |p'jj'i. 
s.X^ + Xjyj^X^x. + X^y,. 

Ze 4 3 2 vidíme ihned, že lokální jehlan se nemění. Je tedy lokální jehlan 
až na libovolné konstanty fi, v v (5) určen ar. osnovou Ra(xy) a nemění 
se, přejdeme-li od Ra ( x y ) k Ra — (xy) . Zbývá vyšetřovati, jaký vliv 
má přechod od Cax, Cay ku CaQX, CaQy, při tom je dovoleno před-
pokládati, že Cax, Cay vytvořují Ra(xy) asymptoticky. Dle 4 7 8 % přejde 
v (>-aJC; dle 4 6 1 D přejde v q~3 D\ dle 471 <plt <p2 přejdou v q~3<Pi, 
q-3 (p2. Odtud snadno vychází, že rovnice (3) zůstanou v platnosti, za-
vedeme-li Xu X2 místo Xlt X2. V 5 0 7 jsme viděli, že £ přejde v q-* 
Odtud snadno se vidí, že lokální jehlan se nemění. Výroky na konci 
teorému jsou zřejmé. 

5 0 9 . B u ď /?{xy}u o r i e n t o v a n á r e g u l á r n í o s n o v a t ř í d y 
6 o b s a ž e n á v p e v n é p a r a b o l i c k é l ín . k o n g r u e n c i b e z C a y -

l e y o v s k ý c h p ř í m e k . B u ď s ( i ) n o r m á l n í z n a m e n í ( p r o j e k t i v n í 
k ř i v o s t ) o s n o v y R { x y } . B u ď x1? x-j, x s , x* l o k á l n í j e h l a n o r i e n -
t o v a n é o s n o v y 7?{xy} v p ř í m c e {xy}u . B u ď s n o r m á l n í p a r a -
m e t r t é t o o s n o v y . D e f i n u j m e z n a m e n í = + 1 j a k o v 5 0 8 . P l a t í 
r o v n i c e 

dx. dx. 
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B u ď ř 2, d u á l n í j e h l a n a d j u n g o v a n ý k x2, x*, Xi- P l a t í 
r o v n i c e 

(2) 
d í* t 6 í ^ íř a. 1 f 1 

Rovnice (2) plynou z (1) dle 6 9 . Důkaz rovnic (1) stačí provésti za 
předpokladu, že ar. osnova Ra%{xy) je třídy 6 i můžeme bez újmy obec-
nosti předpokládati, že x = 1 • Mimo to můžeme zřejmě — užívajíce ozna-
čení z 5 0 8 — předpokládati, že 

(3) <ři = l. <f>2 = 0, x, = 0, >-2=1, X = 1 • 

Ze (3) a 5 0 8 (1), (2) snadno vychází, že ar. křivky Cax, Cay vytvořují 
ar. osnovu Ra(xy) asymptoticky. Dále jest dle (3) a 5 0 8 (3) 

(4) x, = x, *1=pHy, x , = |cr*Dx, x4 = pjC|*0y. 

Dle 4 3 8 jest 
D>x = -(B + j)x + Ay, 

Dly = — Cx + (B—j)y. 
Dle (3) a 471 (1) jest 
(6) A = B = O, C=?. 

, . Dj 
(7) C=7. E = sgn j, i = — f 

I /li 

Die (3) a 5 0 7 (1), (2), (3) jest 

(7) 

Dle 4 8 0 (1) jest 

(8) 

Ze (4), (5), (6), (7) a (8) obdržíme po snadném počtu (1). 

510 . B u ď t e R { x y }u (« v <fl + O, b — 0» , R {* ' / }„ (v v <a' + O, b'- 0 » 
o r i e n t o v a n é n u l o v é o s n o v y t ř í d y r ^ 6 b e z p e n t a t a k t i c k ý c h 
p ř í m e k . Buď « = 1 (c = — 1), j e - l i o s n o v a R(xy)u p o s i t i v ně ( n e g a -
t i v n ě ) o r i e n t o v á n a ; t ý ž v ý z n a m m ě j ř ' = + l p r o R {x'y'}«- Buď 
s(u) n o r m á l n í p a r a m e t r o r i e n t o v a n é o s n o v y /?{jty}. B u ď £ - ( u ) 
( i (u)) p r v á ( d r u h á ) p r o j e k t i v n í k ř i v o s t t é t o o s n o v y . K d y ž a 
j e n k d y ž e x i s t u j e f u n k c e y ( v ) t ř í d y r v (a\ b') t a k o v á , ž e : 

1° ^ 4 = 0 v š u d e v (a, b'>; 2 > ( a ' ) = a, <p(b') = b (v t o m p ř í p a d ě 

b u ď d = - ( - l ) n e b o <p(a') = b, <p(b') = a (v t o m p ř í p a d ě buď 
ó= — 1); 3° e'=de, 4° <?s[<jp(v)] j e s t n o r m á l n í p a r a m e t r o r i e n t o -
v a n é o s n o v y 5 0 2" fa 001 (¿faív)]) j e s t p r v á ( d r u h á ) pro-
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j e k t i v n í k ř i v o s t o s n o v y # { x ' y ' } 0 : e x i s t u j e k o l i n e a c e K ar. 
b o d ů t a k o v á , ž e / ? { * y } ~ v Ass. K. 

Podmínky jsou zřejmě nutné; že stačí, vychází dle 6 8 z 5 0 6 . 

511. B u ď t e i?{xy}„ (u v <o + 0, ¿> — 0 » , R{x'y% (v v < o ' - f 0 , 
ť — 0>) o r i e n t o v a n é r e g u l á r n í o s n o v y t ř í d y 6. O s n o v a 
/?{jey}a b u ď o b s a ž e n a v p e v n é p a r a b o l i c k é l i n . k o n g r u e n c i ; 
s t e j n ě /?{x' /}„ . A n i 7?{xy}, a n i R{x'y'} n e m ě j C a y l e y o v s k ý c h 
př ímek . Buď s (u) n o r m á l n í p a r a m e t r o r i e n t o v á n é o s n o v y /?{xy}«. 
B u ď £ n o r m á l n í z n a m e n í o s n o v y 7?{xy}u. B u ď t ( u ) p r o j e k t i v n í 
t o r s e p r o /?{xy}„. K d y ž a j e n k d y ž E j e s t n o r m á l n í z n a m e n í 
o s n o v y R {x'y'} a m i m o t o e x i s t u j e f u n k c e y (v) t ř í d y r v (a, b'> 

taková , že : 1° ^ + 0 v š u d e v <a',b'>; 2° <p(a') = a, (f(br) = b 
av 

(v t o m p ř í p a d ě b u ď <í = 1) n e b o <f{á) = b, (p (b') = a (v t o m pří-
p a d ě b u ď d = — 1); 3° ďs[<p(v)] j e s t n o r m á l n í p a r a m e t r o r i e n -
t o v a n é o s n o v y # { x y } 0 ; 4° d ¿[<p(v)] j e s t p r o j e k t i v n í k ř i v o s t 
p r o R {* ' / }„ : e x i s t u j e k o l i n e a c e / ť a r . b o d ů t a k o v á , ž e R {xy} ~ 
~ R{x'y) v Ass. K. 

Podmínky jsou zřejmě nutné; že stačí, vychází dle 6 8 z 5 0 9 . 

Styk osnov. 

512 . B u ď t e R{xy}u, 7?{x'y'}u r e g u l á r n í o s n o v y t ř í d y r^>3. 
B u ď ( g i (v)) p r v ý u n i m o d u l á r n i i n v a r i a n t ar. o s n o v y 
Ra (xy)a (Ra (x'y')v). Buď {xyU ({*'/}„„) p ř í m k a o s n o v y R {xyj (/? {*'/}). 
K d y ž a j e n k d y ž sgn £ r i ( fo) = s g n áVÍVo)» e x i s t u j e k o l i n e a c e K 
ar. b o d ů t a k o v á , ž e 1° {*>'}„„ ~ {xy}«, v Ass. K, 2° když {x'y'}0 ~ 
°° {x"y"h v A s s - K> o s n o v y R{xy\* a R{x"y"}« mají č t y ř p ř í m k o v ý 
s t y k v {xy}^,. 

Podmínka je zřejmě nutná dle 3 0 4 . Předpokládejme tedy, že je splněna. 
Buď A t * + 2BUU + Cti 0 4 V + 2 f l7 1 / a + C V ) fleknodální forma ar. 
osnovy Ra (xy) u (Ra (x'y')0). Snadnou úvahou se nahlédne, že můžeme bez 
újmy obecnosti učiniti tyto předpoklady: 1° ar. křivky Cax, C„y vytvořují 
ar. osnovu Ra(xý) asymptoticky, 2° ar. křivky Cax', Caý vytvořují ar. osnovu 
Ra (*>') asymptoticky, 3° A (u„) = A' (v„), B («„) = B' (v„), C(u„) = C (v0). 
Mějte x, y, D, j obvyklý význam vzhledem k Ra(xy); týž význam vzhledem 
k Ra (x'y') mějte x, y', A, f . Zřejmě stačí ukázati: Je-li pro u = u0, v = v0 

x = x', y = y\ x = x\ ý — ý', 

mají osnovy 7?{xy}, R{x'y'} čtyřpřímkový styk v {xy}«,. Avšak za učině-
ných předpokladů jest dle 4 4 0 (2) a 4 4 2 (2) 
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[A ( * ' / ) ] . = * = [D ( * y ) ] u = l V 

(*'/)]„=„„ - ID1 (xy)]u=u<[ = - 2 y (v0) — y (ifo) 1 (*y)ao, 

= -2[f (v„) —y (£/())] ID (xy)]u=l lo - 2[(AJ')V=V0 - (Dy)a = U0] (xy)Ui. 

Odtud vychází dle 179 a 2 0 8 čtyřpřímkový styk osnov 7?{xy} a i?{x'y'} 

v M - v 

5 1 3 . B u ď t e # { x y } u , /?{xy'}„ d v ě p o s i t i v n í o s n o v y t ř í d y 
b e z p e n t a t a k t i c k ý c h p ř í m e k o s p o l e č n é p ř í m c e {xy}„„ = 

= {*>'}„„, t a k ž e (x'y')H = v(xy)H. B u ď d = ± 1 = s g n B u ď ^ f c / ) 
p r v ý u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t a r. o s n o v y Ra (xy) a (Ra (x'y')„). B u ď 
h(u) (ti (v)) p r v á p r o j e k t i v n í k ř i v o s t o s n o v y /?{xy}„ (/?{*>'}«)• 
P r o v š e c k a u ( v ) b u ď h (u) + 0 (ti (v) + 0). B u ď Xi, x2, x», x 4 l o j c á l n í 
j e h l a n o r i e n t o v a n é o s n o v y f l {xy}a v z h l e d e m k n o r m ě y ? 0 ( x y ) 
v p ř í m c e {xy}u<J. K d y ž a j e n k d y ž 1° h(u0) = ti(v0), 2° x i , x 2 , x 3 , x 4 

j e s t l o k á l n í j e h l a n v p ř í m c e {xy}u0 b u ď o r i e n t o v a n é o s n o v y 
7?{x'y'}„ n e b o o p a č n ě o r i e n t o v a n é o s n o v y v z h l e d e m k n o r m ě 
Ra^ i i g^(x 'y ' ) , m a j í o s n o v y # { x y } „ a /?{x'y'}„ p ě t i p ř í m k o v ý s t y k 
v p ř í m c e {xy}«0. 

Ze 3 0 4 vychází snadno, že podmínky jsou nutné. Předpokládejme 
tedy, že jsou splněny. Bez újmy obecnosti můžeme předpokládati: 1° že 
x i , x 2 , x 3 , x i jest lokální jehlan orientované osnovy /?{x'y'}„ ( n e opačně 
orientované osnovy), 2° že d = 4 - l . V opačném případě stačilo by totiž 
1° změniti orientaci osnovy R{x'y')0, 2° vyiněniti ar. body x', y'. 

U0 
Buď §3, duální jehlan adjungovaný k x i , x 2 , x 3 , Buď R2 

oskulační regulus osnovy R {xy} v přímce {xy} Ze 4 4 0 a 4 9 0 (6), (7) vychází 
"o "U 

snadno, že MR2 = M[šI£4 — O d t u d je patrné, že R2 jest oskulační 
regulus osnovy 7?{x'y'} v přímce {xy}«»; mají tedy osnovy 7?{xy}, # { x ' y ' } 
trojpřímkový styk v {xy}uc- Dle 3 0 4 můžeme tedy předpokládati, že 

íďx] í íďy) (ďy'\ rf^ 
( , ) Uu\L=«0~' dv(iv=„0' [dťju^-ydv'},^ ( í — l , 2 ; du°~dv>- > 

Ovšem, abychom docílili platnosti rovnic (1), musíme obecně mimo jiné 
zavěsti nový parametr pro 7?{x'y'}. Položme zatím < ^ = 1 (dj = — 1), když 
tato změna parametru nemění (mění) orientaci osnovy 7?{x'y'}- Uvidíme 
v brzku, že dt = -j- 1. 

Mějte D, A, B, C, Á, B, Č,j, x,y obvyklý význam vzhledem k Ra (xy ) u ; 
týž význam vzhledem k Ra(x'y')l, mějte A, A', B',C', Á', B', Č',f, x',ý'. Ze 
4 6 5 ( 1 ) je patrné, že můžeme předpokládati, že 

(2) (£>ff,)u=uj = - (AČ + CA - 2BB)U^^0. 
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Vzhledem k Ra{xý)u definujme F(t\,ti) jako ve 4 8 9 ( 2 ) a Xlf fa, fa jako 
ve 4 9 0 . Stejně definujme F{h,ti), K', K, P2 vzhledem k 7?« (*>')„. Dle 
předpokladu xi, x3, ¿1X3, ^jc* jest lokální jehlan orientované osnovy Ra (x'y')a 

vzhledem k normě Ra Xjfi{x'yr). Odtud a z prvých dvou rovnic 4 9 0 (6) 
vychází, že pro u = u<>, v = v0 jest 

(3) = = ( ' = 1,2) 

Z ostatních rovnic 4 9 0 ( 6 ) pak vychází, ježto dle (1) x (u0) = x' (v0), 
ý (uo) = y '(vo), že pro u = u0, v = v0 jest 

Ž,V7. >•••=Yšv'.-> s. Yět n=Víšn'., 

</=1,2) 

8 , ř r - D ^ í i i ^ r W ' ! ne-

porovnáním se (3) vychází jednak, že <JX = 1, jak jsme výše tvrdili, jednak 

Dle (3) a 4 9 0 (5) jest 

(5) eh (u(l) = (v0), ejií (u„) = |i'( (v0) (e = ± 1, i = 1, 2) 
a 
C6) £ 1 ("o) = (v0), 
takže dle (4) 

(7) (i4Č+ CÁ -2BB)u = Ua=(A'Č + C'Á' -2B'B')V=V0. 

Dle (5), (6), 4 8 9 (1) a 4 9 0 (3) jest 

(8) A(uJ = A,<y0), B(uu) = B'(v0), C(a0) = C(v,). 

Z (1) a (8) vychází dle 4 4 2 (2), že lze určití a0, 60 tak, že 

(* ' / ) ] .=* - lD3(xy)]u=^ = a0 [Z)(xy)]u=u0 + ¿»„(xy) ,̂ 

takže dle 179 a 2 0 8 osnovy 7?{xy}, 7?{x'y'} mají čtyřpřímkový stykv{xy}„0 . 
Dle 3 0 4 můžeme tedy předpokládati, že mimo (1) platí rovnice 

(9) (**) = = . 
\ du3 Ju=uu = U« 'J»=«o l </v3 ]„=,,„ 

Abychom docílili platnosti rovnic (9), musíme ovšem obecně opět změniti 
parametr osnovy R {x'y'}; je však nyní ihned patrné, že tato změna para-
metru nemění orientaci osnovy /?{jc'y'}. 

Dle (5) a 4 9 0 ( 1 ) , (2) jest, ježto h (u„) = h' (v0), 
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takže dle (1), (7), (8), (9) a 4 8 9 (2) 

(10) e, Á (u0) = Á' (v0), ¿,B(u0) = fi'(v„), £ l č (u 0 ) = č'(v„) ( e , = ± l ) . 

Dle (2) a (7) jest ei = + 1. Z (1), (9), (10) a 4 4 5 (2) vychází tedy, že lze 
určití au bi tak, že 

(11) í^(x'y')]v = v ú - [ D * ( x y ) ] u = t h = a, [D(xy)]a=Ua + 6,(*JV 

Z (1), (9) a (11) vychází dle 179 , že osnovy / ? {xy} , R{x'y'} mají pěti-
přímkový styk v {xy}B„. 

5 1 4 . B u ď t e 7?{xy}u , /?{xy'}» d v ě n e g a t i v n í o s n o v y t ř í d y 
4 o s p o l e č n é p ř í m c e {xy}Uo = {x'y'}v0- B u d h(u) (ti (v)) p r v á p r o -

j e k t i v n í k ř i v o s t o s n o v y /?{xy}„ ( # { * > ' } „ ) . B u ď x» x2, xz, x 4 

l o k á l n í j e h l a n o s n o v y /?{xy}» v p ř í m c e {xy}„0. K d y ž a j e n 
k d y ž 1° h(u0) = ti(v0), 2° JCI, x2, x3, x4 j e s t l o k á l n í j e h l a n o s n o v y 
/?{jc'y'} v p ř í m c e {*y}O0, m a j í o s n o v y / ? { x y } a p ě t ¡ p ř í m -
k o v ý s t y k v p ř í m c e {xy}«„. 

Důkaz je podobný důkazu v 513 . 

5 1 5 . B u ď t e R{xy}u, R{x!y'}0 d v ě r e g u l á r n í o s n o v y t ř í d y 
r l > 4 . O b ě o s n o v y b u ď t e p o s i t i v n í n e b o o b ě n e g a t i v n í . B u ď 
h(u) (ti(v)) p r v á p r o j e k t i v n í k ř i v o s t o s n o v y # { j t y } ( t f{x'y'}) . 
P r o v š e c k a u ( v ) b u ď A ( u ) 4 = 0 ( / z ' ( v ) # 0 ) . B u ď jXy}„0 ( { x ' / k ) 
p ř í m k a o s n o v y ( # { * > ' } ) • K d y ž a j e n k d y ž h(u0) = ti(v0)> 

l z e u r č i t í k o l i n e a c i K ar. b o d ů t a k , ž e 1° {*'/}•,„ ~ {xy }„„ v Ass. K, 

2° k d y ž {x'y'}e ~ {*"/'}» v Ass. K, o s n o v y tfjjcy}*, R{x"y"}„ m a j í 
p ě t i p ř í m k o v ý s t y k v {xy}«„. K o l i n e a c i A!" l z e p a k u r č i t í v p o d -
s t a t ě d v ě m a z p ů s o b y * ) . 

Pro určitost předpokládejme, že dané osnovy jsou positivní. Buď 
Xu JCs, xs, Xi lokální jehlan orientované osnovy # { x y } v přímce {xy}«„ 
vzhledem k normě Raz(xy} (z>0). Buď x\, x'2, x\, x\ lokální jehlan 
orientované osnovy R{x'y }„ v přímce {x'y}«0 vzhledem k normě Raez'(x'y') 

(«=±1, z' > 0). 

Změníme-li orientaci osnovy jest dle 4 9 0 x\t x'2, — x's, —x\ její 
lokální jehlan v přímce {jt'y}„„ vzhledem k normě Raez'(x'y')- Z 5 1 3 je 
patrné, že žádanou vlastnost má kolineace K, když a jen když 1° v K jest 
buď ( c 4 = 0 je libovolná konstanta) 

(1) X", OJ CX„ X'.2 «X5 CX2, x'3 oo CX,, X'4 oo CX4, 

*) Slovy „v podstatě dvěma způsoby" míníme: Existuji dvě kolineace Klt K.2 

takové, že 1° neexistuje žádná podobnost P splňujici rovnici K2 = PKX, 2° kolineace K 
vyhovuje podmínkám, když a jen když existuje podobnost P taková, že buď K = PAT, 
nebo K = P K . 2 . 
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nebo 
( 2 ) X ' , OJ cx„ X'.2 oo CX.J, x'j oo — CXJ, X ' 4 co — CX4 ; 

2° znamení e je tak voleno, že, když ( x i x 2 ) = v (xy)Uo, (x'iy'2) = f'(x'y\, 

jest e= sgn vv'. 

Buď v K: x ' (v ) ~ JC"(V), y ' (v ) ~ y" (V). Následující poznámka, jejíž 
správnost je z důkazu ve 5 1 3 zřejmá, bude užitečná v 5 1 6 : Dle 3 0 4 lze 
určiti funkci <p (v) = vv proměnné v (<f> (v0) = n\>) a funkce klf filt fj,2 pro-
měnné iv tak, že, klademe-li 

x'"(w) = X,x"(v) + X2y"(v). y" (w) = n,»•'(») + my"(v), 
jest 

fďtx,"1 (ďy"'\ í d'y ] K l < da d" 

Jest pak 1° když kolineace K byla určena dle ( 1 ) ; 2° ^ < O, 

když kolineace K byla určena dle (2). 

5 1 6 . B u ď t e R{x'y')0 d v ě o r i e n t o v a n é p o s i t i v n í 
( n e g a t i v n í ) o s n o v y t ř í d y r + 4 ( r > 1) b e z p e n t a t a k t i c k ý c h 
p ř í m e k . B u ď h ( u ) , k ( u ) , t ( u ) p o ř a d ě p r v á , d r u h á , t ř e t í p r o j e k -
t i v n í k ř i v o s t o s n o v y /? {xy}« ; t ý ž v ý z n a m m ě j t e H (v), k'(y), 

¿'(v) p r o # { * > ' } „ . P r o v š e c k a u ( v ) b u ď h ( u ) ^ 0 ( / í ' ( v ) 4 = 0 ) . B u ď 
s(u) (s' (v)) n o r m á l n í p a r a m e t r o r i e n t o v a n é o s n o v y 7?{xy}« 
{R {xY}.). B u ď {xy}Uo { ( x y ' K ) p ř í m k a o s n o v y R {xy} (R {x'y'}). K d y ž 
a j e n k d y ž e x i s t u j e z n a m e n í d = + 1 t a k o v é , ž e 

. íďh) í ďtť) dn d° 

.¡+-1 {dik\ í ďk'\ , d" ď> 

• íďi\ íď-.'] d" d" 

e x i s t u j e k o l i n e a c e K ar. b o d ů t a k o v á , ž e 1° { x ' y % ~ {jcy}«0 v Ass. 
K, 2° k d y ž ~ {JC'V'}« v Ass. K, o s n o v y /?{xy} , R{x"y"} m a j í 
( r - f 5 ) - p ř í m k o v ý s t y k v p ř í m c e {xyju,,. 

Že 
podmínky jsou nutné, vychází snadno ze 3 0 4 . Předpokládejme 

tedy, že jsou splněny. Dle 5 1 5 můžeme předpokládati, že 
„ ícřx] (d'x) í ďy \ {ďy•] . d" d° 
( 4 ) = 
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Mimo to dle poznámky na konci 515 můžeme dále předpokládati, že osnovy 
/?{xy}«, / ? { * y } „ jsou tak orientovány, že v rovnicích (1), (2), (3) jest 
d = l . Za těchto předpokladů ukážeme, že osnovy /?{xy} , mají 
( r + 5 ) - p ř í m k o v ý styk v { x y } « D = {x'y'}va. Zřejmě můžeme dokazovati 
indukcí vzhledem k r, t. j. míti již za dokázáno, že osnovy R {xy}, R {x'y'} 

mají (r + 4)-přímkový styk v {xy}«^, takže můžeme předpokládati, že 

(ďx \ (ďx'\ (ďy\ I ďv'\ ď> ď> 
( 5 ) ( 0 = / = r + 3 ; ^ r o = ^ r o = = 1 ) 

Nová změna parametru, jíž je třeba, aby bylo docíleno platnosti rovnic (5), 
nemění zřejmě orientaci osnovy R {x'y'}v, takže předpoklad d = -f- 1 zůstane 
v platnosti. 

Mějte D, A, B, C, Á, B, C, gx, ga, j, x, y obvyklý význam vzhledem, 
kR a ( xy )u ] příslušný význam vzhledem k Ra (x'y')„ mějte A, A', B', Cgí,gí,f-

Dle (5) a 179 stačí ukázati, že existují čísla a0, bo taková, že 

[Ař+V/)].=*- [Dr+i (xy)]u=Ut = a0[D(xy)]a=Ut + b,(xy)^. 

Bez újmy obecnosti můžeme předpokládati, že dané osnovy jsou třídy r -+- 5. 
Dle (5) a 4 4 2 (3) je pak 

i K + * (*-/)] „ = t , o - i [ jD r+Vy)]u=„„ = 

= (Ar + 1 C' — Dr+1 C) (xx) - (Ar+ Dr+1 B) [(xy) + (yx)] + 

+ (Ar+1 A' - DT +1 A) (yý) - (Ar+1 / - Dr +1 j) D (xy) - (Ar +12 / -DT+2 j) (xy), 

kde napravo je dosaditi u = u0, v = v0• Stačí tedy ukázati, že jest 

(A'+ M')„=„u = (D'+1 ¿ ) u = l V (A'+1 B')„=„o = (D'+1 B).= 
(6) 

(A = 

Dle předpokladu jest í j ^ ) = í í S r ) , tedy dle (5) a 4 7 0 (1) 
V US /11=11,1 \uS lv=va 

(Dr~l = tedy dle (5) a 4 8 8 ( 3 ) 

(7) (Dr+1gt)u=u, = ( A'+V,)»=„„. 
tedy dle (5) 

(8) aC(B0)-2PB(H0) + TC(Bo) = 0> 

kde jsme položili pro zkráceni 

a = ( A ' + M ' ) B = „ o - ( Z y + M ) u = Uo, 

P = (A ' +\B ' ) „ = „ 0 - (D r + 1 B) u = l l 0 , 

T = (A '+ 1C' ) „ = „u - (D r+ 1C)u = U o . 



. 3 8 3 

Dále jest = ® , = , ' t e c Jy d l e (5> = tedy 

dle (5), (7) a 4 8 8 ° ( 1 ) = ( ^ ' 2 ) „ = 1 W tedy dle (5) 

(9) a Č ( U „ ) - 2 p B ( u 0 ) + T>Í(un) = 0. 

Konečně jest tedy dle (5) ( Z ) - 1 * ) . = „ = 

= k')v=v„, tedy dle (5) a 4 8 8 (2) ( £ r - ^ ) „ = l í u = (J*-1 tedy 
dle (5) 

(10) 

A(utí) B (u0) C (uu) 

Á(ua) B (U0) Č(B.) 

P V 

= 0. 

V (8), (9) a (10) máme tři lineární homogenní rovnice pro a, (3, y, jichž 
determinant dle počtu provedeného na počátku důkazu ve 4 9 0 jest různý 
od nuly. Je tedy a = ¡3 = y = O, t. j. rovnice (6) jsou splněny, jak bylo 
dokázati. 

517 . B u ď t e /?{xy} t t , 7?{x'y'}„ d v ě p o s i t i v n í o s n o v y t ř í d y 
4 b e z p e n t a t a k t i c k ý c h p ř í m e k o s p o l e č n é p ř í m c e {xy}u0 = 

= {x'y% t a k ž e (x'y')va = t'(xy)»a. Buď d = + l = sgn v. O s n o v a 
/ ? {xy} m ě j ř í d í c í p ř í m k u ; r o v n ě ž o s n o v a R{x'y'}- B u ď 
p r v ý u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t ar. o s n o v y Ra(xy)a (Ra(x'y')0)-

B u ď X i , X i l o k á l n í j e h l a n o r i e n t o v a n é o s n o v y 7?{xy}„ 
v z h l e d e m k n o r m ě Ra*iffi(xy) v p ř í m c e {xy}u„. K d y ž a j e n k d y ž 
Xu x2, Xs, Xi j e s t 1 o k á 1 n í j e h 1 a n v p ř í m c e {xy b u ď o r i e n t o v a n é 
o s n o v y /?{x'y'}» n e b o o p a č n ě o r i e n t o v a n é o s n o v y v z h l e d e m 
k n o r m ě Rad*ig\(x'y'), m a j í o s n o v y /?{xy}„ a #{x'y '}„ p ě t i p ř í m -
k o v ý s t y k v p ř í m c e {xy}«»-

Důkaz je podobný jako v 513 . 

5 1 8 . B u ď t e 7?{xy}„, R{x'y'}0 d v ě p o s i t i v n í o s n o v y t ř í d y 
4 b e z p e n t a t a k t i c k ý c h p ř í m e k . O s n o v a 7?{xy} m ě j ř í d í c í 

p ř í m k u ; r o v n ě ž o s n o v a 7?{x'y'} .Buď{xyju 0 ( {xy}» , ) př í m k a o s n o v y 
/? {xy} (7?{x'y'}). V p o d s t a t ě d v ě m a z p ů s o b y * ) l z e u r č i t i k o l i -
n e a c i K ar. b o d ů t a k , ž e 1° {x'y'}„0 = {xy}«, v Ass. K, 2° k d y ž 
{x'y'}v ™ {x"y"}„ v Ass. K, o s n o v y R{xy)a, R{x"y")„ mají pětipřím-
k o v ý s t y k v p ř í m c e {xy}^. 

Vychází z 517 stejně jako 5 1 5 z 5 1 3 a 514 . 

519 . B u ď t e R{xy)a, 7?{x'y'}0 d v ě o r i e n t o v a n é p o s i t i v n í 
o s n o v y t ř í d y r + 4 ( r > l ) b e z p e n t a t a k t i c k ý c h p ř í m e k . O s n o v a 

*) Viz poznámku pod čarou k 515. 
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/?{xy} m ě j ř í d í c í p ř í m k u ; r o v n ě ž o s n o v a R{^y'}. B u d i ( u ) ( l ( u ) ) 
t ř e t í p r o j e k t i v n í k ř i v o s t ( p r o j e k t i v n í t o r s e ) o s n o v y Á { x y } ; 
t ý ž v ý z n a m m ě j i'{v), (t(v)) p r o /?{x>'}. B u ď s ( u ) (s'(v)) n o r m á l n í 
p a r a m e t r o r i e n t o v a n é o s n o v y tf{xy}u (#{x'y'}„). B u ď {xy}IIo 

( { ^ / k ) p ř í m k a o s n o v y /?{xy} (R{x'y '}) . K d y ž a j e n k d y ž e x i -
s t u j e z n a m e n í t a k o v é , ž e 

( 2 ) 8 ' & ) „ = „ „ = ( y „ = , 0 ' 

d° d° 

e x i s t u j e k o l i n e a c e K ar. b o d ů t a k o v á , ž e 1° {x'y'}»„ ~ {xy}u„ 
v Ass. K, 2° je-li {x'y'}„ ~ {x"y"}„ v Ass. K, o s n o v y R{xy), R{x"y"\ 
m a j í ( r + 5 ) - p ř í m k o v ý s t y k v p ř í m c e {xy}u„. 

Že podmínky jsou nutné, vychází snadno ze 3 0 4 . Předpokládejme 
tedy, že jsou splněny. Dle 518 můžeme předpokládati, že 

_ (d'x\ íďx'] (ďy\ (ďy'\ . ď> d° 

Mimo to jako v 516 i zde není nesnadné nahlédnouti, že můžeme před-
pokládati, že osnovy i?{jcy}„, 7?{xy}„ jsou tak orientovány, že v rovnicích 
(1), (2) jest d = 1. Za těchto předpokladů ukážeme, že osnovy 7?{xy}, 
/?{x'y'} mají (r + 5)-přímkový styk v {ocy}«0 = {x'y'} v Zřejmě můžeme 
dokazovati indukcí vzhledem k r, t. j. míti již za dokázáno, že osnovy 
R{xy}u, R{x'y'}„ mají (r + 4)-přímkový styk v {xy}«», takže můžeme 
předpokládati, že platí rovnice 

Předpoklad ó = 1 tím zřejmě není .porušen. 
Mějte D, A, B,C,g,j obvyklý význam vzhledem k Ra{xy)a\ týž 

význam vzhledem k Ra {x'y')a mějte A, A',B',C,gí,j'- Máme opět ukázati, 

že platí rovnice 516 (6). Ježto í ^ ^ ) = > jest dle (4), 
\d s J u—uq \as 

( z r - 1 * ) — . = t e d y d l e (4 ) a 4 8 8 (3) 

(5) (O r + V 1 ) „ = U o = (4r + V . ) » = v 

Definujme F{ti, t3), F(ti t2) vzhledem k Ra(xy)u jako ve 4 8 9 ; stejně 

definujme PfaU), F'(tuh) vzhledem k Ra (x'y')«- Ježto _ = 
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= ( d ť - 1 ) v - v ' j e s í d I e ( 4 ) = z čehož dle (4) a 

4 9 4 (1) vychází snadno, ž e * ) 

(6) [Dr~'F(tu íž)]a = tl0= [Ar~lF'{tlt 

Ze (4), (5), (6) a 4 8 9 (5 ) vychází, že 

[£> r + 1 (At? + 2 Bt, h + C ^ ) ] u = B o = [ A-+ 1 (A't? + 2B7 , + C ' t f ) ] „ = „ o , 

takže rovnice 5 1 6 (6) jsou splněny. 

5 2 0 . B u ď t e /?{xy}«, 7?{x'y'}« d v ě r e g u l á r n í o s n o v y t ř í d y 
o s p o l e č n é p ř í m c e {xy}«„ = {xřy'}va) t a k ž e (x'y')va = f(,xý)a!l. 

B u ď d = + 1 = s g n » ^ . B u ď gí(g'i) p r v ý u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t 
ar. o s n o v y Ra(xy)u (Raix'y'X). O s n o v a # { x y } b u ď o b s a ž e n a 
v p e v n é h y p e r b o l i c k é l i n . k o n g r u e n c i ; r o v n ě ž o s n o v a #{x'y '} -
B u ď xi , Xa, Xs, Xi l o k á l n í j e h l a n o r i e n t o v a n é o s n o v y # { x y } « 
v z h l e d e m k n o r m ě Ra ( xy ) v p ř i m c e {xy}u„. K d y ž a j e n k d y ž 
Xí, x2, Xs, Xi j e s t l o k á l n í j e h l a n v p ř í m c e {xy}«„ b u ď o r i e n t o -
v a n é o s n o v y / ? { x ' / } 0 n e b o o p a č n ě o r i e n t o v a n é o s n o v y 
v z h l e d e m k n o r m ě R a d ^ g \ (x'y'), m a j í o s n o v y # { x y } « a tf{x'y'}„ 
p ě t í p ř í m k o v ý s t y k v p ř í m c e {xy}«,. 

. Ze 3 0 4 vychází snadno, že podmínky jsou nutné. Předpokládejme 
tedy, že jsou splněny. Bez újmy obecnosti můžeme předpokládati (v. 513) , 
1° že Xi, x2> xi, Xi jest lokální jehlan orientované osnovy R{x'ý}v (ne 
opačně orientované osnovy) a 2° že d = 1. Jako v 5 1 3 vidíme, že osnovy 
/?{xy} , R{x'y') mají trojpřímkový styk v {xy}«», takže můžeme předpo-
kládati, že 

íďx\ íďx'\ fďy) _(dL?) ^ 

Jako v 513, položme d t = l nebo dt = — 1 dle toho, zda změna para-
metru, jíž je třeba k docílení platnosti rovnic (1), nemění či mění orientaci 
osnovy R {xfy'}. I zde uvidíme, že d, = + 1 . 

Mějte D, A, B, C, Č, j obvyklý význam vzhledem k Ra {xy}«; 
týž význam vzhledem k Ra {x'y% mějte A, A', B\ C, Á', Ě, Č, f . Jako 
v 5 1 3 (2) můžeme opět předpokládati, že 

(2) (AČ+ CÁ-2BB)U=U0*0. 

Vzhledem k Ra(xy)u definujme )n , fiu fi3 jako ve 4 9 7 ; stejně definujme 
l\, 1'2, f / u fi'a vzhledem k Ra (x'y')»- Dle předpokladu xi , Xj, d ^ s , djXi 

*) Při prováděni operace D (A) považujeme tx, t2 za konstanty. 
Č e c h , Pro jekt ivn í di ferenciální geometr ie . I- 25 
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jest lokální jehlan orientované osnovy R {x'y'}u vzhledem k normě R ^ i g ' i i x y ' ) -
Odtud a ze 4 9 7 (4) vychází podobně jako v 513, že dj = 1 a 

(3) eX,(u0) = X'i(v„), e^(u0) = |i\(v„\ (e = ±l;i=l,2) 

(4) MČ+ CÁ-2BB)tt=Uj = (A'Č' + CÁ'-2B'B')V=VQ. 

Dle (3) a 4 9 7 (1) jest 

(5) yKUo) = ^(v„), B(u0) = B'(vn), C(u„) = C'(v„). 

Ježto osnova 7?{xy} jest obsažena v pevné lin. kongruenci, lze dle 4 4 5 
určiti (> = q (u) tak, že 

Á = pA, B=pB, Č = p C . 

Podobně lze určiti q' — q' (V) tak, že 

Á' = p'A', B=p'B', Č=p'C'. 

Ze (2) a (4) vychází, že q (U„) = (>' (v0), takže 

(6) Í4(ííci) = Í4'(V0), ¿ K ) = fi'(v(1), Č(u„) = Č'(v„). 

Z (1), ( 5 ) a (6) soudíme podobně jako v 513, že osnovy 7?{xy} a /?{x'y'} 
mají pětipřímkový styk v {xy j iv 

521 . B u ď t e /?{xy}u, tflx'y'}» d v ě r e g u l á r n í o s n o v y t ř í d y 
r ^ > 4 o s p o l e č n é p ř í m c e {xy}«,, = {x'y'}v<1- O s n o v a # { x y } b u ď o b -
s a ž e n a v p e v n é e l i p t i c k é l in . k o n g r u e n c i ; r o v n ě ž o s n o v a 
7?{x'y'}. B u ď xi, Xs, xs, Xt l o k á l n í j e h l a n o s n o v y tf {xy} v p ř í m c e 
{xy}«,,. K d y ž a j e n k d y ž Xi, x*, x 3 , x 4 j e s t l o k á l n í j e h l a n o s n o v y 
R{x'y'} v p ř í m c e {xy}Uj, m a j i o s n o v y /?{xy} , R{x'y'\ p ě t i p ř í m -
k o v ý s t y k v p ř í m c e {xy}Ul). 

Důkaz jest podobný důkazu v 5 2 0 . 

5 2 2 . B u ď t e # { x y } „ , /?{x'y'}u r e g u l á r n í o s n o v y t ř í d y / - ¡>4. 
O s n o v a 7?{xy} b u ď o b s a ž e n a v p e v n é l in . k o n g r u e n c i ; r o v n ě ž 
o s n o v a 7?{x'y'}- O b ě t y t o l i n . k o n g r u e n c e b u ď t e h y p e r b o l i c k é 
n e b o o b ě e l i p t i c k é . B u ď {xy}«, ({xy'}«u) p ř í m k a o s n o v y R{xy)„ 
(7?{x'y'}»). V p o d s t a t ě d v ě m a z p ů s o b y * ) l z e u r č i t i k o l i n e a c i 
K ar. b o d ů t a k , ž e 1° {x'y'}Va ~ {xyU v A s s - K> 2° k d y ž {x'y'}„ ~ 
~ {x"y"}v v Ass. K, o s n o v y /?{xy}„, R{x"y")„ m a j i p ě t i p ř í m k o v ý 
s t y k v {xyju,. 

Vychází z 5 2 0 a 521 stejně jako 5 1 5 z 5 1 3 a 514 . 

*) Viz poznámku pod čarou k 515. 
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5 2 3 . B u ď t e /?{:ty}„, R{x'y'}0 d v ě o r i e n t o v a n é r e g u l á r n í 
o s n o v y t ř í d y r - j - 4 ( r ^ 1). O s n o v a / ? {xy} u b u ď o b s a ž e n a 
v p e v n é l í n . k o n g r u e n c i ; r o v n ě ž o s n o v a R{x'ý'}„. O b ě t y t o 
l ín . k o n g r u e n c e b u ď t e h y p e r b o l i c k é n e b o o b ě e l i p t i c k é . 
B u ď t (« ) (ť (v)) t ř e t í p r o j e k t i v n í k ř i v o s t o s n o v y J?{xy }„(/?{*>'}„). 
B u ď s ( u ) ( s ' ( v ) ) n o r m á l n í p a r a m e t r o r i e n t o v a n é o s n o v y #{jcy}„ 
( /?{*' / }„) . B u ď { x y K ( { x ' y ' K ) p ř í m k a o s n o v y / ? { * y } ( # { * ' / } ) . 
K d y ž a j e n k d y ž e x i s t u j e z n a m e n í d = + l t a k o v é , ž e 

„Jť/M fďi ' ) . d° d' 

e x i s t u j e k o l i n e a c e K ar. b o d ů t a k o v á , že 1° j jc ' / } . , ~ { / / } « , 
v A s s . K, 2» k d y ž {*>'}„ ~ {x"y"}„ v Ass. K, o s n o v y /? {xy} , R{x"y") 

m a j í ( r + 5 ) - p ř í m k o v ý s t y k v p ř í m c e {xy}Ua-

Že podmínky jsou nutné, vychází snadno ze 3 0 4 . Předpokládejme 
tedy, že jsou splněny. Jako v 5 1 6 vidíme, že můžeme předpokládati, že 
ô — 1 a že 

íďx) íďx') (d'y) (d'y') ď> d° 

načež máme odvoditi, že / ? {xy} a R{x'y') mají ( r + 5 ) - p ř í m k o v ý styk 
v { x y k - Mějte D, A, B, C, gí obvyklý význam vzhledem k Ra(xy)u; 

týž význam vzhledem k Ra (x'y')a mějte J, A', B', C, g'i- Jako ve 5 1 6 
vidíme, že stačí ukázati, že 

(Dr + 1 ¿ ) u = u u = ( A ' + 1 v = ( * ' ) . = . , 

(D r+ C)U=U0 = (Ar+ C)V=ZV]. 

Jak jsme si ve 5 2 0 povšimli, lze určití ç = ç(u), (>' = (>'(v) tak, že jest 

DA - pA, DB = pB, DC=pC, 
(4) ÁA' = p'A', Afl' = p'B\ AC' = p'C', 

ďx dlv 

kde ç(u) závisí pouze na x, y, ^ ( l < I / ^ 4 ) a podobně (>'(v). 

Ze (2) a (4) vychází tedy, že na důkaz rovnic (3) stačí nahlédnouti, že 

(5) (Orp)u=Uo = (Arp')0=ro. 

Ze (2) a (4) je však patrné, že rovnice (5) jest ekvivalentní s rovnicí 

(6) (£>r+lS,)B=Uo = (A' + V , ) , , = V 

25* 
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(dr~1 í\ 
^ r _ i j = 

= , tedy dle (2) ( D T ~ l i ) u = u = ( / l * - H ' ) v = Ví, z čehož vychází°(6) 
[uS Jv = v0 

dle (2) a 4 8 8 (3) . 

5 2 4 . B u ď t e /?{*y} u , n u l o v é o s n o v y t ř í d y r ^ 6 * ) 
b e z p e n t a t a k t i c k ý c h p ř í m e k o s p o l e č n é p ř í m c e {xy}«„ = {x'y'}va. 

Budg(u) (¿(u)) p r v á ( d r u h á ) p r o j e k t i v n í k ř i v o s t o s n o v y 7?{.xy}u; 
t ý ž v ý z n a m m ě j ¿-'(v) (ť(v)) p r o R{x'y% B u ď xi, x2, x3, x* lo-
k á l n í j e h l a n o s n o v y /?{xy} v p ř í m c e {xy}u„- K d y ž a j e n k d y ž : 1° 

(1) g(u0) -2-.[u0)=g' (v,) - 2!'(»,), 

2° xu x2, xa, Xi j e s t l o k á l n í j e h l a n o s n o v y v p ř í m c e {xy}u„, 

m a j í o s n o v y 7?{xy} , /?{*'y '} š e s t i p ř í m k o v ý s t y k v p ř í m c e {jty}«,. 
Že podmínky jsou nutné, vychází snadno ze 3 0 4 . Předpokládejme 

tedy, že jsou splněny. Jako ve 5 1 3 vidíme, že osnovy 7?{xy'} 
mají trojpřímkový styk v {jcy}«,,. Můžeme tedy dle 3 0 4 předpokládati, že 

íďx\ í ďx' \ -{Éy'\ •_ 
1) 

Mějte D, A, B, C, Á, B, C, A, B, Č obvyklý význam vzhledem k Ra(xy)„. 

Buď At' + 2BUU + Cts* = P faaři - Vit*)* (/? = ± 1). Definujme plf ip2 

j ako ve 4 7 2 . Buď tp— íP^i — rp,s = p sgn ip. Stejně definujme A, A', B\ C, 

Á, B', Č, Á', Š, Č, /?', <f\, <p'2, íp\, <P\, vzhledem k Ra {x'y), Dle 
prvé rovnice 5 0 5 (1) jest pro u = Uo, v = v0 

y'i <Pi <fi 
6/ fl( ) 6/ 8/ • 
viť ! Viíi Vm Viii 

Dle (2) a dle třetí rovnice 5 0 5 (1) jest pro u = u0, v = v0 

y i f\ , ®2 
e ,— = e 

\I\Y\ Vlil ' M ' 

, M ' = jh_ = Vj_ 
V \Zli'l i v m ' E i ' v/řFi 6 i >M\ ' 

Odtud snadno vychází, že pro u = u0, v = v0 jest 

<P I = <Pl. 9 2 = ? « E 

Af D 

= i 
(3) | + ř | = | + |f = ( U = Uc< v = V0) 

*) Stačil by předpoklad nebof, jak jsme sl ve 504 povšimli, výraz g— 2i 
neobsahuje Šesté derivace. 
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Ze (2), (3) a z druhé rovnice 5 0 5 (1) vychází, že 

(4) <P'i (V0) = <Pi («»), <Pi(Vo) = <P2(tío)-
Dle (3) a (4) jest 

(5) P' = P, <K(v„) = <Kuo), (Ať ) „ = 0 0 = (O+)u=„0. 

Dle (3), (4), (5), 4 7 1 (1) a 4 7 2 (2) jest 

(6) 4(u„) = yl'(v„), fl(u„) = B'(v0), C(u0) = C'(v„), 

(7) i4 (u0) = i4'(v„), B(u0) = B'(v0), Č(u„) = Č'(v0). 

Z (2), (6), (7) nalezneme jako ve 513, že osnovy /?{xy} , /?{x'y'} 
mají pětipřímkový styk v takže dle 3 0 4 můžeme předpokládati, že 
mimo (2) jsou splněny též rovnice 

Abychom ukázali, že styk osnov /?{xy}, fl{x'y'} v {xy}«0 jest šesti-
přímkový, stačí zřejmě ukázati, že 

Á(uu) = Á'(vt)), B (ua) = B' (v0), C(u„) = C'(v0). 

Dle 4 7 2 (4) stačí tedy ukázati, že 

(9) ip'i(v„) = ?i(«o). ^ M ^ K ) -

Dle poslední rovnice (5) je však 

f'i (v„) í'2(v„) — 'f'.2(v„) ep', (v0) = f, (u„) ip2(u0) — <P2(U„) (u0), 

c o ž lze psátí dle (3) 

(10) [<P'i(V0) — í i K ) ] ?-2(Uo) — [ŠP'a(V0) - * , (» , )] <Pi("o) = 0. 

Dle (1), (2), (8) a 5 0 4 (2), (3) jest 

Ť'i (Vo) ?'„(V„) — <p'2(V„) <p', (v„) = <p, (il0) h("i>) — <Pi("o) fi (Uo) = O, 

což lze psátí dle (4) 

( 1 1 ) tv'i(V„) — ¡P,(Uo)] Ťi(«o) — [V'2(V0) — ŠP2("u)] <Pi(«o) = 0-

Z (10) a (11) vychází (9), neboť i/»(u)0 + 0, ježto nemá penta-
taktických přímek. 

5 2 5 . B u ď t e /?{xy}„, 7?{.r'y'}„ o r i e n t o v a n é n u l o v é o s n o v y 
t ř í d y b e z p e n t a t a k t i c k ý c h p ř í m e k . B u ď , ? ( « ) ( * ( « ) ) p r v á 
( d r u h á ) p r o j e k t i v n í k ř i v o s t o s n o v y # { x y } u ; t ý ž v ý z n a m m ě j 
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¿•'(v) ('(v)) p r o fl{*'/},, B u ď {xy}^ ({x'y'}K p ř í m k a o s n o v y # { x y } 
(tf{x'y'}). K d y ž a j e n k d y ž g (u0) — 2 i (u0) = g'(v0) — 21'(v0), l z e 
u r č i t í k o l i n e a c i K ar. b o d ů tak , ž e 1° {xy'}^ ~ {xy}«„ v Ass. K, 
2° k d y ž { x y } s ~ { x ' y } „ v Ass. K, o s n o v y R{xyU R{x"y'% m a j í 
š e s t i p ř í m k o v ý s t y k v {xy}«0- K o l i n e a c i K l z e p a k u r č i ti v p o d -
s t a t ě j e d n í m z p ů s o b e m * ) . 

Vychází z 5 2 4 . stejně jako 515 z 513 a 514 . 

5 2 6 . B u ď t e /?{xy}«, /?{x'y'}» o r i e n t o v a n é n u l o v é o s n o v y 
t ř í d y r + 5 ( r ^ l ) b e z p e n t a t a k t i c k ý c h p ř í m e k . B u ď c = l 
(e = — 1), je-1 i o s n o v a 7?{xy}„ p o s i t i v n ě ( n e g a t i v n ě ) o r i e n t o v á n a . 
T ý ž v ý z n a m m ě j e ' = + l p r o 7?{x'y'}„. B u ď ó — eť. 

B u ď g(u) (i(u)) p r v á ( d r u h á ) p r o j e k t i v n í k ř i v o s t o s n o v y 
/?{xy}. T ý ž v ý z n a m m ě j ^ ' (v ) (ť(v)) p r o R\x'y'). B u ď s ( u ) (s'(v)) 
i f o r m á l n í p a r a m e t r o r i e n t o v a n é o s n o v y 7?{xy} (7?{xy|). B u d 
{xy}Bo ({x'y'}«0) p ř í m k a o s n o v y /?{xy} (tf{x'y'}). K d y ž a j e n k d y ž 

y ) v ds*Ju=ua [ds,iJv=v„' {ds'Ju=Uú l ds* 1 u=ua* 

ď> ď> 
= — = 1) 

y ' L dsT J»=u„ L ds'r 

e x i s t u j e k o l i n e a c e K ar. b o d ů t a k o v á , ž e 1° {x'y'}»0 ~ {xy}«0 

v Ass. K, 2° k d y ž {x'y% ~ {x"y"}„ v Ass. K, o s n o v y # { x y } , R{x"y"} 
m a j í ( r - f - 6 ) - p ř í m k o v ý s t y k v p ř í m c e {xy}«0. 

Že podmínky jsou nutné, vychází snadno ze 3 0 4 . Předpokládejme tedy, 
že jsou splněny. Jako v 516 vidíme, že můžeme předpokládati, že 

(d'x\ íďx') (dý) id'/) „ . d° d" 

načež máme odvoditi, že /?{xy} a 7?{x'y'} mají ( / • + 6)-přímkový styk 
v {xy}„0. Mějte D, A, B, C, (pi, <p2, <Pi, <P2 obvyklý význam vzhledem 
k Ra (xy)„. Týž význam vzhledem k Ra (xry')„ mějte J, A', B\ C, <p\, <p'i, 
ty'u ¥2- Jako v 516 (6) vidíme, že stačí ukázati, že platí rovnice 

( D r + 3 C ) U = U 0 = (A r + 9 C % = I V 

*) Tim míníme: jsou-li Kx, K2 dvě kolineace podmínky splňující, existuje po-
dobnost P taková, že K.2 = PKX. 
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tedy dle (3) a 4 7 2 (9) že jest 

Dle (3) je však « = «', tedy d = 1, takže 

Dle (3) a (5) jest (D"1 g)u=u» = = „0, tedy dle (3) a 5 0 4 (2) 

tedy dle (3) 

(7) [(Ar+V,),, = „ o - (0 r + -?,)« = „„] <P2("o) — + 2'f'i)v = 0ll — ( C + 2 <P2)U= J? , ( « „ ) = O-

Dle (3) a (6) jest [Dr(g — 2i)]u=n=[j'(g'-2i.')]v=vil, tedy dle (3) a 5 0 4 
(2), (3): V y t y i V » — [ J r ( M M —9í'9i ' ) ]v=v tedy dle (3) 

(8) [ ( A ' + 3
= „ o — (Dr +2<p,)u = I 1 J f,(«„)-[(Ar + 3

 ¥ ' 2 ) „ = , - ( D r + ! 9
 ? 2 ) u = 1 J *,(«„) = 0. 

Jest 9>! (í/0) <f>2 (uo) — 9a («o) V>i («o) + OJ nebof R {xy} nemá pentataktických 
přímek; ze (7) a (8) plyne tedy (4). 

5 2 7 . B u ď t e 7?{xy}u, R{x'y'}„ r e g u l á r n í o s n o v y t ř í d y r ^ 5 
o s p o l e č n é p ř í m c e {xy}„0 = {x'y'}v„. O s n o v a /?{xy} b u ď o b s a ž e n a 
v p e v n é p a r a b o l i c k é l ín . k o n g r u e n c i ; r o v n ě ž o s n o v a /?{jt'y'}. 
Ani /?{xy}, ani /?{x'y'} n e m ě j C a y l e y o v s k ý c h p ř í m e k . Buď e = 
= + 1 n o r m á l n í z n a m e n í o s n o v y / ? {xy}. B u rf Xi, x2, Xs, 1 o k á'l n í 
j e h l a n o r i e n t o v a n é o s n o v y /?{xy}« v p ř í m c e {xy}*0. K d y ž a j e n 
k d y ž 1° e j e s t n o r m á l n í z n a m e n í o s n o v y /?{jty'}, 2° xu x2, XS, X4 

j e s t l o k á l n í j e h l a n v p ř í m c e {xy}«, o r i e n t o v a n é o s n o v y R{tfy'\0 

n e b o o p a č n ě o r i e n t o v a n é o s n o v y , m a j í o s n o v y /?{xy}u , R{x'y'}„ 
š e s t i p ř í m k o v ý s t y k v p ř í m c e {xy} , v 

Ze 3 0 4 vychází snadno, že podmínky jsou nutné. Předpokládejme 
tedy, že jsou splněny. Můžeme předpokládati, že JCI, x2, X3, x 4 jest lokální 
jehlan v přímce {xy}*,, orientované osnovy /?{x'y'}„ (ne opačně orientované 
osnovy); v opačném případě stačilo by změniti orientaci této osnovy. Jako 
v 5 1 3 vidíme, že osnovy /?{xy}, /?{x'y'} mají trojpřímkový styk v {xy}»0. 
Dle 3 0 4 můžeme tedy předpokládati, že 

( 1 ) ( S L r S L , / ( S L r S L . ( ť = 0 ' I ' 2 ; 

ď> d" 
' dď~ dv" 

= D 
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Jako v 513, položme = -{-1 nebo d2 = — 1 dle toho, zda změna parametru, 
jíž je třeba k docílení platnosti rovnic (1), nemá či má za důsledek změnu 
orientace osnovy 7? {x'y'}v I zde uvidíme, že = + 1. 

Mějte D,P,<Pi ,<Pi ,X,£ ,h ,h vzhledem k Ra(xy)» týž význam, jako 
na př. v 5 0 8 . Definujme <pu (p2, ŠPi, <p2 jako ve 4 7 2 . Vzhledem k (x'y0» 
týž význam mějte A, @í, (p\, <p\,x, 1'2, <p\, (p'2, ip\, ip'2. Ve všech následu-
jících rovnicích jest dosaditi u = u0, v = v0-

Dle předpokladu xi, x2, f^xs, d1x4t jest lokální jehlan orientované osnovy 
R{x'y'}0 v přímce { x y } v Odtud a z prvé rovnice 5 0 8 (3) vychází, že 

,2\ _ - l i - = JÚ-
Vlxl >/hč7l' v/lxl y/ÍTT 

Dle (1) a třetí rovnice 5 0 8 (3) je však 

ft y'i <f't (3) 

(4) 

VI x t l V í ť W ' VlxCl Vlx'CI' 

X x' ' 

Ze (2) a (3) vychází, že = Avšak £ = sgn f = sgn tedy 

(5) C = C. 

Dle (5) a dle druhé rovnice 5 0 8 (3) jest 

X i X i X a X 
(6) = 

Dle (2) a (6) jest 
• xl* ' lx'l* " Ixl* ix'l* ' 

p <Pi X-2 — y^i = p, ťi^a — f V i 
Ixl3 ix' i-/']3 

takže dle 5 0 8 (1) 
(?) Ixl = lx'!, 

(8) p = p'. 
Dle (2) a (7) jest 
(9) <Pl = 'f\. ?i = <p'-2-

Z (8) a (9) vychází snadno, že osnovy R{xy), R{x'y') mají čtyřpřímkový 
styk v {jcy}u„. Je-li tedy j ( f ) čtvrtý unimodulární invariant ar. osnovy Ra(xy) 

(Ra(xy)), můžeme předpokládati, že 

(10) j=J\ 

Ze (4), (9) a 4 7 8 (1) vychází, že 

(•O <Pl = <f'l. "P2=<P'2-
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Dle 507 (1) jest 
1 „ IDA i jD/X1 

(12) C = y _ - D — + 7 — , 
2 \ X I M x ) 

takže dle (5) a (10) 

Derivujíce identitu 4 7 8 (1), obdržíme ze (4), (9), (11) a (13), že 

(14) ?|=f t , ŤP2=?V 

Z (11) a (14) vychází snadno, že osnovy /?{xy}, R{x 'y ' ) maji šestipřím-
kový styk v přímce {xy}Ue-

5 2 8 . Buďte /?{jc'y'}0 dvě regulární o snovy tř ídy 
/•¡>5. Osnova /?{xy} buď obsažena v pevné pa rabo l i cké lín. 
kongruenc i ; r o vně ž osnova R{x'y'). Ani ani 7?{x'y'} 
neměj C a y l e y o v s k ý c h přímek. B u ď e = + l n o r m á l n l z n a m e n í 
osnovy/? {xy } . Buď {xy}Uo ({*>'},•„) přím ka osnovy 7?{xy} (/?{*>'} ). 
Když a jen když s j es t normální znamení o snovy /?{;c'y'}, l ze 
urč i t í ko l ineac i K ar. bodů tak, že 1° {jc'y'}t,0 ~ {xy}„0 v Ass. K, 
2° když {jc'y'}„ ~ {x"y"}„ v Ass. K, osnovy R{x!'y"}0 ma j í 
š e s t i p ř ímkový styk v př ímce {jcy}Uo Ko l ineac i K lze pak 
urči t í v pods ta tě dvěma způsoby""). 

Vychází z 5 2 7 stejně, jako 515 z 513 a 514 . 

5 2 9 . Buďte 7?{xy}u, dvě o r i en tované regu lárn í 
o snovy t ř ídy r + 5 (r^>l) . Osnova 7?{.ry} buď obsažena 
v pevné pa rabo l i cké lín. kongruenc i ; rovněž osnova R{x'y ' } . 
Ani /?{.xy}, ani 7?{x'y'} neměj C a y l e y o v s k ý c h přímek. B u ď e = + 1 
normální znamení o snovy R{xy}- Buď s(u) (s'(v)) normáln í 
parametr o r i en tované osnovy (/?{x'y'}u). Buď i(u) (¿'(v)) 
p r o j e k t i v n í k ř i v o s t o snovy /?{xy}u (/?{*>'}»)• Buď {xy}«, ({*>'},,„) 
př ímka osnovy /?{xy} (/?{x'y'}). Když a jen když 1° 8 jest nor-
mální znamení osnovy R{x'y'}, 2° l ze určit í znamení d = + l 
tak, že 

. ¡ i . f ď i l (ď-.'\ d0 ď> 

lze urči t í ko l ineac i/Car . bodů tak, že 1° {x'y'}v, ~ { x yK v Ass. K, 
2° když {x 'y ' } o {x "y " } o v Ass K, o snovy R{x"y"}0 maj í 
( r + 6)-př ímkový styk v př ímce {xy}u0. 

*) Viz poznámku pod čarou ke 515. 



. 3 9 4 

Že podmínky jsou nutné, vychází snadno ze 3 0 4 . Jako v 516 vidíme, 
že můžeme předpokládati, že d = 1 a že 

(ďx \ íďx'\ lďy\ íd'ý\ d" ď> 
( 2 ) teL^feJ^/lá^rtóJ^.' 

načež máme odvoditi, že 7?{jcy} a /?{jcy'} mají (r + 6)-přímkový styk 
v {jcy}Uo. Mějte D, X, 9u <?2, í obvyklý význam vzhledem k 7?0(jcy)„; týž 
význam vzhledem k Ra(x'y')a mějte /i, ní, <p\, <p'%, Jako v 5 2 5 vidíme, 
že je třeba pouze ukázati, že 

(3) ( O r + ' ? 0 1 1 = ^ = ( A r + V í ) . = , J . (í = 1,2) 

Ze (2) a 4 7 8 (1) je patrné, že rovnice (3) jsou splněny, když a jen když 

Dle (2) a 5 2 6 (12) platí však (4), když a jen když 

(5) (t>rou=ua=(ťnv=vo-

Máme tedy ukázati, že platí (5), čili dle (2) a 5 0 7 (3), že 

(6) ( O — M ^ ^ Í A ' - 1 ! ' ) , ^ . 

Í j r - l (dr~l l'\ 
— — T = , A , rovnice (6) snadno plyne ze (2). 
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