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KAPITOLA V.
Obsah rovinnych oboru a délka rovinné kiivky.

1. Obsah rovinnych oborii. V kap. IT, odst. 1 provedli
jsme malou orientaéni Gvahu (ov8em nikterak pritkaznou!)
o ,,ploiné velikosti jistych rovinnych obord. Véty, odvozenéd
v kap. II, dovolnji nam nyni formulovati tyto tvahy ptesnéji
a dospéti tak k vhodné definici ,,plodné velikosti™ nebo kratéeji
,»obsahu‘“ tiéchto oborti. Z elementirni geometrie zndte obsah
trojihelnika a obsah onéch utvard, jez se daji sloZiti z koned-
ného poétu trojtihelniku, t. j. obsah mmnohothelnfki. Na pi.
obsah obdélnika rovnd se souinu ze zdkladny a vysky. Nasim
cilem jest nyni, tuto definici vhodné zobecniti na obory, o nichi
jsme mluvili v kap. TI, odst. 1. Budeme vySetfovati rovinné
obory (t. j. mnoZiny bod@t v roviné) tohoto tvaru: dana jsoun
dvé éisla a, b (@ < b) a funkee f(x), spojitd a nezapornd v inter-
valu (a, b)>.1)

Tim je definovana urcitd mnozina bodu v roving, totiz mno-
Zina viech bodu [z, _/], pro néz je a S < b, 05 < ()
(na obr. 5 je tato mnoZina srafovéna) Tuto mnozinu (je# zavisi
na @, na b a na tvaru funkce f(z)) ozna¢me znakem M(a b, f(x)).2)
Budeme se nyni snaziti priraditi kaZdé takové mnoziné M(a,b /(1:))
jisté ¢&islo P(a, b, f(x))3), [které nazveme ,,obsahem’ mnoZiny
M(a, b, f(x))] tak, aby byly splnény tyto ¢étyii poZadavky:

HT. jojeia S xS b jo f() =0 (ndzorné: viechny body
»oary* y = Hx) lezi nad osou = nebo na ni; Zadny bod neleZi pod
osou x. V kap. IT, odst. 1 jsme pro vétdi jednoduchost poZadovali
f(z) > 0; nyni pFipoudtime i f(x) = 0).

2) Na pf. M (1,3, 2%) je mnoZina, omezend ,.lole” osou z,
,vlevo piimkou x =1, ,,vpravo‘‘ pfimkou x =3 a .naho¥e*
para,bolou Yy = x?

3) Toto &islo zavisi ovSem na mnoZiné M(a, b, f(x)), t. j. na
Cislech @, b a ng tvaru funkce f(x).
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1. Vidy je P(a, b, f(x)) = 0 (slovo ,,vidy* znamend oviem:
pro kazdou dvojici ¢isel @ << b a pro kaZdou funkei f(x), spojitou
a nezdpornou v int. {a, b}).

IT. Je-li a <<c<<b a jeli funkce f(x) spojitd a nezdpornd
v intervalu {a, b>, je

P(a, b, [(x)) = P(a, ¢, f(2)) + P(c, b, [(x)).
(Ndzorny vyznam je jasny: viz obr. 6, kde P(a, b, f(z)) je ¢islo,
piitazené celé Srafované mnoZiné, kdezto P(a,c, f(z)) resp.
P(c, b, f(x)) jsou ¢isla, pFitazend mnoziné vodorovné resp. svisle
grafované.) Indukei plyne oviem 7 poZadavku IT okamZité: je-li
funkee f(x) spojita a nezdpornd v.intervalu {a, b), a je-li a =
n

= X<y <l ... < @ = b, je Pla, b, f(x)) ;*—=ZP(.’E¢_1, x;, f(x)).
=1

X L 4

0 0 6
111 Jsou-li

M(a, b, f(x)), (n

M(x, B, ¢(x)) (2)

dvé mnoZiny vysetfovaného typu a je-li mnoZina (2) édsti mno-
ziny (1),%) je P(x, B, ¢(2)) < P(a, b, f(x)).5) Viimnéme si, kdy
mnoZzina (2) je éasti muoZiny (1). Predné musi byti & > @; nebot
kdyby bylo ~ < @, patfil by bod [, 0] k mnoziné (2), ale ne-
patiil by k mnoZiné (1); z podobného diavodu musi byti g8 < b.
Koneéné pro o < 2 < f musi byti g(x) < f(x): nebot kdyby pro
néjaké a intervalu {(w, > bylo ¢(x) > f(x), pattil by bod [z, ¢(z)]
k mnoziné (2), ale nepatfil by k mnoziné (1).

4) Rikdme, %e mno¥ina M, je &asti mnoZiny M,, jestlize kaZdy
prvek mnoZiny M, je prvkem mnoZiny M.

§) Zkratka: ,,84sti* neni nikdy pfFitazeno &islo vétsi neZ ,,celkn‘.

150



Naopak, jsou-li tyto podminky spluény, t. j. je-li a < a <
<AL b a jeli g(x) < f(x) pro kaZdé x intervalu (w, B, je
mmnozina (2) ¢4stf mnoziny (1) (¢. j. jelian < 2 < 6,0 < y < (w),
je tim spi¥e a < < b, 0L y < f(x). (Viz obr. 7.)

IV. Je-li mnoZina M(a, b, f(x)) obdélnik o strandch z, v, je
P(a, b, f(x)) = zv (t.]. ¢islo P(a, b, f(x)) rovnd se obsahu obdélnika,
poditanému podle definice, zndmé z elementsirni geometrie.) Kdy je
nmnozina M(a, b, f(x)) obdélnfk? Tehdy, je-li funkce f(x) rovna

%—-\‘

y

Obr. 7.

v intervalu {a,’b)> kladné konstanté v. Pozadavek 1V lze vy-
sloviti tedy také takto: Je-li a < b, v > 0, je

M(a, b, v) = (b —a) v. (3)
Poznamenejme jeité toto: jsou-li splnény poZadavky I, III, IV,
plati (3) i pro v = 0. Nebot, je-li ¢ libovolné kladné &islo, je
mnozina M(e, b, 0)8) ¢astf oboru M(a, b, &) a tedy podle I, III, IV
je 0XZ M(a, b, 0)< M(a, b, &) = (b—a)e. Jeito nerovnost
M(a,b,0)< e(b—a) plati pro kaidé kladné e, nemize Cislo
M(a, b, 0) byti kladné, t. j. je M(a,b,0)= 0= (b—a).0, t. j.
vzorec, (3) plati i pro v = 0.

UkédZeme nyni predeviim toto: je-li vithec mozno kaZzdé mno-
ziné M(a, b, f{(x)) vySetfovaného typu pfifaditi éfslo P(a, b, f(x))
tak, aby byly splnény pozadavky I, II, IIT, IV, je to moZno
jen jednim zpasobem a sice tak, Ze poloZime

b
P(a, b, {(z) = [f(z) da. (4)

%) Tato nmo¥ina je mnoZina viech boda [z, 0] na ose x, pro néz
jeasaLb )

151



Dikaz. Predpoklidejme, Ze kaZdé mnoziné M(a, b, f(z))
vyletfovaného typu je ptitazeno éfslo Pla, b, f(2)) tak, %e jsou
splnény pozadavky I, II, TII, IV. Budte a, b dvé Jibovolnd éisla
takova, 7e a <0 a budiz f(x) libovolnd funkce -spojitd a ne-
zdporné v intervalu {a, b). Zvolme libovolné rozdéleni D inter-
valu {a,b> s délicimi body a =z, <z, <... < x, = b. Zna-
kem m; oznadme nejmendi hodnotu funkce f(x) v intervalu
{®i—y, ;) (t. j. dolnf hranici funkce f(z) v tomto intervalu), zna-
kem M; oznaéme nejvétsi hodnotu (t. j. horni hranici) funkee f(x)
v intervalu {x;—;, 2;>7); piSme konedné Ax; = x; — 2;_1.

Podle pozadavku II je

P(a, b, f(2)) = D Plai, x; f(2)). (5)
t=1

V intervalu (x;_q, ;) je 0 < mi < f(z) < M;; tedy mnozina
P(x;_y, 25, m;) (to jest obdélnik o vySce m;) je éasti mnoZiny
P(x;_yq, 2, f(x)) a mnoZina P(x;_q, 2y, f(x)) je Gasti mmoZiny
P(x;_y, z;, M;). Podle pozadavku IIT je tedy P(z;—i, xg m;) <
< P(aiy, z;, f(2)) < P(@i—1, 2, M,). Ale podle rovnice (3) (jez
plyne z pozadavku I,III, IV pro v > 0) je

P(x,;_b &, m,-) = miAa:,-, P(x.-__l, X, .Zl.’[,; = M,' z’]:l,"';
tedy )
: mg Ay < P(ai—y, o (@) < M Aag,
Seéteme-li tyto nerovnosti pro i =1, 2, ..., n, dostavime podle
(5) nerovnosti

n

i=

3
m; Ay < Pla, b, () < > M; Az
1 i=1
Plati vsak
n n
ZWL,' A.’L‘" u= ~9(D), ZM‘ A.’l’i = S(D),
t=1 =1

kde s(D), S(D) znameng dolni a horni soudet, piislusny k roz-
déleni D.8) Pro kazdé rozdéleni D plati tedy nerovnost

3(D) £ Pl(a, b, f(2)) < S(D). (6)
Budiz nyni D, ono rozdéleni, jimZ se 'interval {a, b) déli na m

7} Tato nejmensi a nejvétsi hodnota existuje podle véty 15.
8) UZivam zde i v nésl. odstavei oznadeni kap. I odst. 2.
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stejnych dili (tedy ;== a + —’:—l—(b—a) pro 1= 0, L., .. m).

1
Je tedy?) o(Dy,) = - (b—a) a tedy lim p(Pm) = 0. Podle
vét 27, 29 je .

lim s(Dyy) == lim 8(1),,) = f f(x) dar?

 mew Mmoo
Podle (6) je viak pro kaidé m

$(Dy) < Pla, b, f()) < S(Dy)
a tedy téz

f/(x) de = lim $(Dy) < Pla, b, f(x)) < lim S(D,) = / f(x) du:
m—» o0 m-—>o0
tedy skutecné plati rovnice (4).

Je tedy skutetnd nejugde jedna moznost, jak uspokojiti
podminky I, I1, III, IV a to ta. ze definujeme P(a, b, f(x)) rov-
nici (4). A nyni jesté ukdzeme: definujeme-li P(a, b, f(z)) rovni-
ci (4), jsou pozadavky I, II, ITI, IV splnény.

Vskutku, je-li @ << b a je-li f(x) funkce spojitd a nezdpornd

b

v int. (a, b), je predné ff(x) de 2> 0 (viz vétu 36): je-li jesté
a

b ¢ b
a<<e<b, je [f(a)da = [f(z)da+ [fz) da; je-li @ < b, v >0,
a a c

b
je f’v dx = v (b —a), takZe poZadavky I, 11, IV jsou splnény.

a
BudiZ nyni @ < b, & < 8, budiz f(x) funkce spojitd a nezaporndi
v int. {a, b) a budiZ funkce @(z) spojitd a nezdpornd v int. {x, f>.
BudiZ koneéné mnozina M(x, f, ¢(x)) édsti mnoziny M(a, b, f(x)).
Potom, jak vime, jea S a < B ba vintervalu {x. ) je stéle
#(2) < f(z). Tedy je

b B B
' f/(x) dz > 0,11) f}(x) dz >0, ff(x) dx > fqr/(x) da
a B -3 o

9) UZivam oznabeni o(D), zavedeného v kap. LI, odst. 3.

10) Horni integrél (z véty 27) a dolni integral (z véty 29) mohu
totiZz nahraditi prost® integrdlem, jeZto spojité “funkeo f(x) ma podle
véty 47 integral od a do b
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a tedy

f/(x) de = f/(x) da 4 [j(x) dz + fj(.):) da >

>0 —{-fqa(w) dx 4 0= fqp(x) dx

a tedy je splnén téZ pozadavek III.

Tedy celkem vidime: vskutku je moZno jednim « jen jednim
zpitsobem piitaditi kaZdé mno%iné M(a, b, f(x)) vySettovaného
typu ¢irlo P(a, b, f(z)) tak, Ze jsou splnény pozadavky I az IV,

a to tak. Zze definujeme P(a, b, f(x)) rovnici (4).
b

(islo f f(x) dx nazyvime proto obsahem nebo také “mérou

[ .
mnoziny M(a, b, f(x)).

Poznimka 1. Vydetiovali jsme jenom mnoziny M(a, b, f(z))
velmi specielniho typu; mohli bychom sice rozifiti predeslé
uvahy na mnoZiny ponékud obecnéjsf, upoustim vSak od toho.
Nebot k obecné teorii miry, vyhovujici viem pozadavkam,
které analysa na ni klade, bychom takto nedospéli. Takovou
obecnou a zcela vyhovujici teorii miry podal Lebesgue a Gesky
Gtendl muZe se o této teorii velmi dikladné pouditi z citované
knihy Cechovy.

Poznamka 2. JestliZe ,,é4ra** y = f(x) se v intervalu <{a, b>
skladd z koneéného podtu tusedek, t. j. jestlize interval (a, b>
lIze rozdéliti na koneény podet édstednych intervalu tak, Ze
v kazdém dasteéném intervalu je funkce f(x) linearni (viz obr. 8),
je mnoZina M(a, b, f(x)) mnohothelnfkem a pro obsah této mno-
ziny mame dvé definice: jednak definici, znimou z elementarni
geometrie, jednak definici podle vzorce (4). UkdZeme, Ze obé
tyto definice ddvaji stejny vysledek. Jeito obsah mnoZiny
takové, jakd je nakreslena na obr. 8, se pocitd podle obou definic
jako soudet obsah lichobéznikal2) na obr. 8 vyznadenych, staci
dokézati, %e obsah kaZdého takového lichobéinfka, poéitany
podle elementédrni definice (t. j. poloviéni soucet zdkladen, ndso-
beny vyikou) se rovnd obsahu, poéitanému podle vzorce (4). Budiz
tedy a < b a v intervalu {a, b> budiz f(z) = kx + ¢ = 0; mno-
Zina M(a, b, f(z)) je lichobéinik o zédkladndch f(a) = ka -+ q,

1) To plati — se znamenim rovmosti — i pro @ = «.

- 12) Tyto lichob&Zniky mohou piejiti oviem téZ v ohdélmky nebo
trojithelniky.
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/(b).? kb + ¢ a o vySce b —a. Jeho obsah podle elementdrni
definice je (b—a) (4k (a + b) + g) = 3k (6* —a?) + q (b —a),
b

podle nast nové definice je jeho [obsah f (kx + q) dz =
a
== 1k (0®* — «?) + q (b — @), ¢imZ% souhlas obou vysledkit dokdzén.

Prfklad 1. Obsah mnoZiny frafované na obr. 9 (f(z) == a®,
n>0,a>0) jeld)

x"/

N\

ye
7
i

.

L-———— q —

Obe. 9.

1 1
v — .+l — 7
fa, dx_n la = jo-o
0

(vSimnéte si, #e @ . a” je obsah obdélnika o zdkladné a a vysice a®).
Piiklad 2. Obsah mnoZiny &rafované na obr. 10 (f(x) =
== sin @) je

fsinxdx:—cosn+cosO=2.
0

2. Délka rovinné kiivky. Necht f(z) je funkce, kterd md
v intervalu <a, b) spojitou derivaci f’(z) (v bodé @ rozumfm
slovem ,,derivace‘‘ a znakem f' derivaci zprava, v bodé b zleva);
funkee f(z) je tedy spojitd v int. {a, ) (viz obdchnou uvahu
v pozn. 17) na str. 97). MnoZinu viech bodu [z, f(z)], kde x pro-
bih4 vSechny hodnoty intervalu <a, b), oznatme pismenem C
a budeme ji nazyvati ,kfivkou.1%) Z analytické geometrie

13) Viz pozn. 4) na str. 81—82,
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vite, jak se poéitd délka usetky; nasim cilem bude pak v tomto
odstavei, definovati vhodnym zpasobem délku kiivky C.
Sestrojme libovolné rozdéleni D intervalu {a, d) délicimi
body a=a2y<<a;<...<x,=~b(n_21)1%); sestrojme body
[z, f(20)] = Py [#1, ()] = Py, . . ., [2n, f(20)] = P
znakem K(D) oznatme lomenou &dru, sestrojenou z tsedek PyP.
PP, ... P, P, (viz obr. 11) a znakem L(D) oznatme ,,délku

y=sin x

Obr. 10.

4 v

lomené Giry K(D), t. j. soudet délek tisedek P_:E, PP, ... Py_1P,.
Tfmto zplsobem je kazdému rozdéleni D intervalu (a, b)> pii-
Fazeno uréité kladné ¢islo L(D). Mnozina vSech téchto éisel L(D)

Yy

ol a-x, x, x, x, b-x,

Obr. 11.

14) Slovem ,,kfivka' se oznaduji také mnoZiny mnobem ubec-
ndjsi; ale témito vécmi se zde nebudu zabyvati. Nézorny vyznam
LHkFivky C je jasny: ke kaZdé hodnot& z intervalu {a, b)> sestrojim
bod [z, y], jehoZ poFadnice je ddna rovrtici ¥ = f(x); C je pak mnoZina
viech téchto bodu.

15) UZivam zde podobného oznadeni jako v kap. II, odst. 2 a 3.
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(piislusnych ke vSem moinym rozdélenim D intervalu {a, b))
je — jak za okamiik ukdiZeme — shora ohrani¢end a mi tedy
jistou horni hranici L a toto ¢islo L nazveme ,,délkou kiivky €.
Tim je tedy délka kiivky C definovina — musime jenom ukdzati,
Je &isla L(D) tvoi mnoZinu shora ohranitenou. Usetka P;_ P
spojuje bod [&;—1, f(22.-1)] s bodem [x;, f(23)]: jeji délka je tedy
rovna ¢islu

li= V(@ — wi)® - () = flrio), (M
takize .

LWD)y=1Il41,+ ...+ 1, (8)
Funkee f(x) je spojitd v intervalu {aj—y, 29> a ma v kazdém
vnitinim bodé tohoto intervalu derivaci: podle véty o stfedof
hodnoté (véta 18) existuje tedy ¢islo &; tak, Ze je
f@) — f@ion) == f(&) (i —wi1), i S &S @

(ba dokonce x;_i << & <C a;). PiSeme-li jofté o — ;g == Aay,
méame podle (7)

L= V(a2 + (&) dwd? = VT TR Az ()
Funkee f'(z), jsouc spojitd v int. {a, b), je v ném té% ohranicena
(véta 16) a existuje tedy kladné éislo M tak, Ze pro vSechna x

intervalu {a,b)> je |f(x)| < M a tedy je l;<C ]/l + M2 Ax;
a tedy (podle (8))

D) =h+lt.t <Z]/l+]l12 A== T MY Ay ==

i=1
— (b——a) ]/1 A,

Viechna éisla L(D) jsou tedy menSi nez c¢islo (b -— a) Vl + M2
a tedy mnofina vech &sel L(D) je shora ohraniéena a tedy jeji
horni hranice L existuje. DokdZeme nyni, Ze plati vzorec

1
= Y14 (f'(x))? da. (10)

Predevdim integrdal vpravo existuje, nebot podle véty C na

str. 23 je funkce V1+ (f'(x))? spojité v intervalu <{a, b).18)
Oznaéme tuto funkei znakem g(z), t. j. g(x) = Vl + (f(x)2

“’)_—Flmkce 1 + (f(2))? je toti% spojitéd v int. <a, b) a jeji hod-
noty leZf vesmés v intervalu <1, 1 4+ M?*); funkce u! jo pak spojité
v oint. (1,1 - M2); tedy podle citované véty (/' je funkce
(14 (f(2)?)} spojita v int. <a, b>.
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Podle vzorce (9) je Iy == g(&) dx; a tedy podle (8)

L(D) = zgw,)Ax. (@ < &L @),

i=1
Jezto funkce g(x) m4a uréity integril od e do b, maZeme uZiti
véty 31 a dostavdme: je-li Dy, D,,... posloupnost rozdéleni
intervalu {a, b> takovd, Ze lim p(D,)=0,7) je
m—»xo
b
lim L(Dy,) = fg z) da. (11)

m—> o

Udinme jesté tuto poznamku. je-li D néjaké rozdéleni inter-
valu {a,b), dané délicimi body e=z, <, <... < @p=10
a je-li D’ rozdéleni, které vznikne z D tim, Ze k délicim bodim
Zgy Xy, .« - ., Ty priddme jelteé jeden novy délici bod 2', je L(D) <
< L(D').

Dikaz je jasny necht z' leZi tfteba mezi délicimi body
i1, X (31 < & < x;); sestrojme bod P’ = [x f(=)]- Lomen4
Gara L(D') se lisi od L(D) ]en tim, #e tisedka P;_,P; je nahra-

zena dvéma tseckami P,_lP P'P; ale — jak vite z elementi —
soudet délek vsetek P;_ P, P'P; je nejméné roven délce viseCky
P;_,P;%%) takZe vskutku L(D') > L(D).

Z tohoto vysledku plyne ddle: je-li rozdéleni D zjemnénim
rozdéleni D,19) je L(D) < L(D). Vskutku: budto je rozdéleni D
totozné s D a potom je nerovnost platna (se znamenim =:).
Nebo rozdéleni D neni totoiné s D; potom dostanu D tak, %c
k délicim bodim ,, zy, ..., ¥, rozdéleni D pfidim je$té néjaké
dal3f déliei body ', 2", ..., 2™, Piiddm-li k rozdéleni D délici
bod 2', dostanu jisté rozdélenf{ D' a podle predeflého je L(D) <
< L(D'); piidém-li k rozdéleni D’ daldi délici bod z”, dostanu
dalf rozdéleni D" a bude opét L(D') < L(D") atd.; po m krocich
dospéji tak k rozdélenf D™ =D a bude L(D)< L)<
<L(D”)< < (D) = L(D).

1% V souhlasu s kap. I, odst. 3 klademe
o(D) = Max (dx,, Ax,, . . ., Az,).

18) Znameni rovnosti nastane, jak vite, tehdy a jen tehdy,

le¢i-li bod P’ na tsefce P; 11—’

19) To znamend, Ze vsechny délici body rozdéleni D jsou také

d&licfmi body rozd&leni D; oviem rozd¥lenf D muafe miti je¥ts dalsi
dé&lici body.

158



b
Chceme nyni dokdzati vzorec (10), t. j. vzorec L == I g(x) de,

a
K tomu cili staéi oviem dokdzati toto: je-li & jakékoliv kladné
éfslo, platf nerovnosti

b
ngg(x)dng—-e. (12)
a

Budiz tedy ddno kladné é&fslo . Jezto L je horni hranici ¢isel L(D),
existuje rozdéleni D, tak, Ze je L(D;) > L —¢. Prom ~= 2,3, ...

0,

; T T T L
DJ
Obr. 12,

ozna¢éme znakem D, ono rozdéleni intervalu (a, b), které vznikne,
kdy% kazdy Cédsteény interval rozdélenf D; rozdélime na m stej-
nych dfld (viz obr. 12, kde je nahoie nakresleno rozdéleni D,
dole D). Jest lim g¢(D,) = 0, takZe platf rovnice (11). Je%to
m—>0

L je horni hranicf &sel L(D), je L(D,) < L pro kaidé m. Jeito
D,, je zjemnénim rozdéleni Dy, je L(D,,) = L(D;) > L —¢ pro
kazdé m.

Méme tedy pro kaizdé m nerovnosti

L= LD,)>L—e¢
a tedy téz
L> lim L(Dy) = L—e¢;
m—>mo

pouZijeme-li vzorce (11), dostaneme hledané nerovnosti (12).

Poznamka. Je-li funkce f(x) linedrni v int. {a, b, t. j. je-li
f(x) = kx + ¢, je mnoZina C tusedkou, spojujici bod [a, ka + q]
s bodem [b, kb 4 ¢]; mdme tedy v tomto piipadé dvé definice
pro délku , kiivky“ C; podle elementarni definice je tato délka
dédna ¢islem

Vo—arT W g =l =1+ B0 —o)
podle nové definice je ddna integrdlem
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b
fl/l + k2 da == Vl + k2 (b —a);

oba vysledky tedy jsou stejné.
Piiklad 1. Poéitejme délku L oblouku paraboly y == x2,
jehoZ koncové body jsou: vrchol paraboly a bod o tsedce @ > 0

a
(t. j. bod [0, 0] a bod [a, a%]). Jest L = [|/T + 4a? dz. Substituce
’ 0

———— 11— = 142
V-}:r2 + 1=2w4+t = ——0 V4x2 Ll = + R
4t
1422
L+ 2y
142

V i+ 120

L= f LD -

8 3

da = —- t,

1

] 1 1 .
e 1) —— (J4a® + 1 — 2002 — 1) —
16 ((1/4a2+1-—2a)2 ) 16 (et + =1

— -;l_ lg (J/4a2 1 — 2q).

Utijeme-li rovnice (}/4a® 4 1 — 2a) (|/4a® F 1 + 2a) = 1, dosta-

neme snadno L=} a 1/4(12 +14+411g (l/;.i?x,2 + 1 + 2a).
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