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predpokladati, e je a <<t < b. Na interval (a, t) maZeme uZiti
voty 18; existuje tedy &islo ¢ tak, %e je a < ¢ < ¢ (tedy i a <
<e<<b), f(t)y —fla) = (t—a)f(c). Je viak f(c)=0, a tedy
vskutku f(t) = f(a).

Véta 20. Ma-li funkce f(x) derivaci rovnou nule v kadém bodé
olevieného?) inlervalu (a, b), je funkce f(x) konstantni v intervalu
(a, D).

Diikaz. Zvolme néjaké ¢islo d v intervalu (a, b); mame do-
kdzati: je-li ¢ libovolné &islo intervalu (a, b), je f(t) = f(d). Budiz
tedy t libovolné ¢islo intervalu (a, b). Jeito Zdadné &islo intervalu
(@, b) neni ani jeho nejmen$im ani jeho nejvétSim éislem, lze
nalézti v otevieném intervalu (a, b) dvé &isla «, f tak, Ze & <
< Min (¢, d) £ Max (¢, d) < f. Funkce f(x) mi (lerlva01 (rovnou
nule) nejenom ve vnitinich, nybrz i v koncovych bodech inter-
valu {«, B) a je tedy v tomto wuzavieném intervalu spojitd.33)
Miizeme tedy na interval {x, > uZiti véty 19 a dostivdme, Ze
funkee f(x) je konstantni v intervalu {«, f); jeZto vSak ¢, d jsou
dvé hodnoty z tohoto intervalu, je vskutku f(t) = f(d).

KAPITOLA 1II.

Teorie uréitého integralu.

1. Uvod. K pojmu urditého integralu — jim% se budeme
v nésledujicich odstaveich zabyvati — byli matematikové pti-
vedeni — mimo jiné — také geometrickym problémem, totiz

otdzkou po plo$né mife rovinnych oboru. V elementirn{ geometrii
definuje se ploSnd velikost neboli obsah trojuhelnika (jako po-
lovina souéinu zdkladny a vyiky) a dile plo$nd velikost neboli
obsah obort, jez se daji rozloZiti na koneény pocet trojihelnfki,
t. j. plo$nd velikost mnohothelnikd. Vznikd otdzka, jakym zpu-
sobem jest vhodno definovati obsah obort obecnéjdich, jez nelze
rozloZiti na koneény pocet trojuhelnikli; vezméme jeden takovy
jednoduchy piipad.

Budiz ddna funkece f(x), spojitd a kladnd v intervalu {a, b).
Sestrojme obor P (viz obr. la), ohranieny jednak osou z, jednak
piimkami ¢ = @ a # = b, jednak ktivkou y = f(x). Jak defino-

32) Koneéného nebo nekoneéného.
33) Podle poznamky 1 na str. 24.
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vati obsah oboru P? Zde se pri-
rozené nabfzi tato mySlenka: roz-
délme interval (a,b) na nékolik
dilka ,,délicimi body** z,, x,,..., Ty—1
(viz obr. 1b nebo lc, kde jest n = 5;
pro vét§i pohodli piSeme a = =z,
b=z, takie jest a =1, < x; <
L@y << oo L Ty < Ty = b); nad
kazdymz téchtonintervala{x;—q, x>
(i=1,2,...,n) jakoito zdkladnou
sestrojime dva obdélniky: obdélnik
Qi, jehoZ vyska rovnd se nejvétdi
hodnoté funkce f(x) v intervalu
{wi—1, 25y (viz obr. 1b) a obdélnik
R;, jehoz vyika se rovnd nejmendi
hodnoté funkce f(x) v intervalu
{xi—1, x5y (viz obr. lc).}) Oznadi-
me-li znakem M; nejvétsi hodnotu
a znakem m; nejmens{ hodnotu
funkce f(x) v intervalu {z;—i, %),
jest obsah obdélnika @; roven
éislu M; (¢ — x;—1) a obsah obdél-
nika R; roven é&islu m; (2; — x;—3).
Obdélniky @, @y, ..., @n tvori
y jisty mnohothelnik @, ,,opsany‘
oboru P (na obr. 1lb je Srafo-

“ S \ vén); jeho obsah je roven ¢islu
n
\%\ \\% 2 Mi(@—zi) (1)
\\\ Obdobné obdélniky Ry, R,. ..., R,

o NI , tvoif jisty mnohothelnik R, ,,ve-

v
.h

>
x
x
x
x
O

T A X, x5 psany‘‘ oboru P (na obr. lc je Srafo-
Obr. 1. vé4n); jeho obsah je roven éislu
n
2, mi (Ty — Xiy). (2)

1=1

Il

1) Podle véty 15 jest mezi hodnotami, kterych funkee f(x)
v intervalu <z, ,, ;> nabyvé, skutetnd jedna nejvé&t3i a jedna

nejmensi.
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KdyZz nyni pocet dilki (na néZ jsme rozdélili interval (a, b))
vechdme vzristati nade vSechny meze, pii ¢emz délky jednotli-
vych téchto dilka konverguji k nule, zd4 se byti pravdépodobno,
7¢ obsah ,,opsaného” mnohothelnika @ (t. j. &islo (1)) i obsah
..vepsaného® mnohotihelnika R (t. j. ¢islo (2)) budou konvergo-
vati k téZe limité a jest docela pfirozeno, nazvati tuto spoleénou
limitu ,,obsahem oboru P*‘,

Oviem dosud nevime, existuje-li vskutku tato spolecnd
limita — to budeme musit teprve dokdzati. Pijde ndm tedy
v daldim predevsim o to, studovati souéty (1) a (2) a hlavné o to,
sledovati, co se s témito soucty déje, kdyz délky jednotlivych
dilka (t. j. ¢isla x; — x; ;) konverguji k nule. To je jiz otdzka,
kterou nikterak nemusfme vdzati na geometricky problém,
7. néhoz jsme vysli. Bude pro nds dilezito, abychom tuto otdzku
fesili co nejobecnéji a zbavili se viech zbyteénych omezeni, ke
kterym nas vedla pivodn{ geometrickda formulace problému.
Predeviim je pro studium souétl (1) a (2) zbyteény predpoklad,
%¢ funkce f(z) je kladnd; soutty (1) a (2) muzeme sestrojiti,
i kdyz funkce f(z) neni stile kladnd. Za druhé &islo M;, jakoito
nejvétsi hodnota funkce f(z) v intervalu {x;_, a;), je zdroven
také horni hranici funkce f(x) v intervalu {a;_., #;)%) a obdobné
¢islo m; je dolni hranicf funkce f(x) v intervalu (x;—,, z;>. Tato
horni a dolni hranice existuje pro kazdou funkei f(x), ohrani-
¢enou v intervalu {x;—, 2;), i kdyZ tato funkce neni spojit3);
tedy i predpoklad spojitosti funkce f(x) je zbyteény a stadf,
nahradime-li jej predpokladem, Ze funkce f(x) je ohranicend
v kaidém z intervali {z,, o)), <%y, T, . . ., (Xn—1, Tn), Cili Ze
je ohraniéend v intervalu <{a, b>. Proto o funkei f(x) nebudeme
v dalsim — aspon prozatim — predpoklddati nic jiného, neZli
Zc jest ohraniéend v intervalu <{a, b) a budeme svij problém
formulovati v plné obecnosti takto:

Budif f(x) funkce ohramidend v intervalu {a,b). Rozdélme
wnterval (a, by na nékolik dili délicimi body

A=y < B <X, <...< X1 <Tp=020b

2) Viz poznémku 1 k vété 4.

3) Tato horni hranice u nespojité funkce nemusi oviem jiZ byti
nejvé&tsi hodnotou funkce. P¥iklad: definujme f(x) v intervalu <0, 1>
takto: pro 0 < =z < 1 budiZ f(x) = x, pro x = 1 budiZz f(1) = 0.
Horni hranice funkce f(x) v intervalu <0, 1> je zfejmé& &islo 1, ad
funkece této hodnoty vibec nenabyva.
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a Sestrojme soucty

n

n
Z M (2 — xiy), > mi (2 — xiy),
=1 i=1

kde M; znadi horni hranici a m; dolni hranici funkce f(x) v inter-
valu (g, 2 (i =1,2,..., n).

Nadim ikolem jest studovati tyto soulty a hlavné vysetfovati,
co se s témito soucty déje, kdyZ pocet dilkw, na néf jsme rozdslili
interval {a, b), vzristd nade vdechny meze, pFi femi soulasné
éisla x; — iy konverguji k nule.

Tim jest ddn program; provedeni tohoto programu jsou
vénovény daldi odstavece této kapitoly.t)

2. Souétova definice uréitého integralu. Budiz din interval
{a, b) a budiz ddna funkce f(x), ohrani¢end v intervalu {a, b>.

Je-li dano celé kladné éislo #n a je-li déno »n 4 1 boddb)
Xy, Xy, Loy . o ., Ty, jei spliiuji vztahy

(L-—”x0<:81<x3<---<xn~1<xn=‘-b, (3)

tikdme, Ze tyto body definuji urdité rozdélent intervalu {a, b).
Body «,, x,, ..., ®, budeme nazyvati délicimi body tohoto roz-
déleni; tyto body déli interval {a, b> na n ¢asteénych intervald
(&g, 21, Ty, X, -+ -, {Fn—1, Tn).)

Toto rozdéleni, definované délicimi body xy, x;, ..., x,,
ozna¢me pismenem D.?) Oznaéme znakem Azx; délku i-tého cdstec-
ného intervalu {x;—;, x>, t. j. poloime Ax; = z; — x;—;. Oznacéme
déle znakem AM; hornf hranici a znakem m; dolni hranici funkce
- "‘—)wz.d(’lrazﬁuji, Ze tento odstavec mél pouze informativni cha-
rakter; chtél jsem zde &tendli pouze ukézati, %e otdzka, jiZz bude
vénovéna tato kapitola, neni nijak uméle sestrojena, nybrz Ze jsme
k ni vedeni zcela pFirozenym zpasobem. Pro logickou vystavbu teorie,
je¥ bude podana v dalSich odstavcich, je ovSem tento tvodni odstavec
vlastn® zbyteény. Proto pfirozend tento odstavec neobsahuje Zad-
nych positivnich vysledka a také p¥i stylisaci tohoto odstavee jsem
nekladl velkou vahu na obvyklé poZadavky matematické presnosti.

5) Minim body na ose ¢éiselné, &ili redlnd d&isla (Kossler 16);
této terminologie budeme &asto uZivati.

8) Nejjednodussi ,,rozdéleni‘‘ intervalu <a, b) dostaneme, vez-
meme-li n = 1; potom jest z, = a, &, = b; pfi tomto ,,rozdéleni*
méame oviem jediny d&asteény interval {xz,, x> = <a, b>.

7) Takovych rozdsleni intervalu <a, b> je ovSem nekonetns
mnoho: pFedeviim miZeme zvoliti libovolnd celé kladné é&islo n
a za druhé, kdyZ &fslo n jest ji¥ zvoleno, miiZeme jeSt& zvoliti délici
body =z, y,.. . o Tp libovolns, a% na to, Ze musi vyhovovati podmin-

ce (3). Razné rozdséleni budeme rozliovati éarkami, indexy a pod.

30



f(z) v intervalu (x;—y, £;>.8) Danému rozdéleni D prifadime nynf

dvé disla: éislo »

S(D) = Z M; A,
i=1
jez budeme nazyvati hornim soullem, pfislusnym k roxzdéleni D,
a Cislo
(D) = Z m; Ax;,
i=1
jez budeme nazyvati dolnim soullem, ph’sluﬁnz]m L rozdélent D,
Tyto horni a dolni soucty budeme nyni podrolme vySetrovati. 9)
Pro kazdé ¢ plati oviem nerovnost m; << M;, tuly m; Aa; <
< M; Ax, a sedteme-li od i = 1 do i == n, dostaneme nerovhost
$(D) < S(D), ¢ili slovy:

0

L 1 'l 1 d

a-x, X, X, Xy x2b
D"

a-y, Y, ¥, % Y. ¥ % b
O]n‘. 2

Tvrzeni A. Dolni soudet, pFislusny k rozdéleni D, je nejrgse
roven hornimu souctu, piisluinému k témué rozdéleni.

V dal3fm budeme vSak nuceni srovnavati téz soucty, piisluiné
ke dvéma rizngm rozdélenim intervalu (a, b>.

Budtez D, D' dvé rozdélen{ intervalu <, b)>; budeme iikati,
ze rozdéleni D’ je zjemnénim rozdéleni D, jestlize kazdy déliei
bod rozdéleni D je také délicim bodem rozdéleni I)'. (Viz obr. 2,
kde rozdélenf D', dané délicimi body ¥, ¥y, . . ., ¥7 je zjemnénim
rozdéleni D, daného délicimi body g, 2,, . . ., &,: zde jest 2, = y,,
Xy == Yy, Ty = Yy, T3 = Y,, ¥, = Y,.) BudiZ nyni rozdéleni 1), dané
délicimi body a=y, < ¥, < ... < Ym—1 < ¥m =0, vskutkn
zjemnénim rozdéleni D, daného délicimi body a == zp << 2, < ...

. < Zp—1 < Ty = b. Oznaéme znakem M, horni hranici funkece
f(z) v intervalu {#i—1, #;) & znakem M’y horni hranici funkce
vintervalu (yz—1, yx); poloime Ax;= x;— xi—1, AYr = Y& — Yr—1;
potom jest

mﬁ Funkce f(z) jest v intervalu <a;_,, x;> ohranilena podle
véty 8.
9) J e v1dét1, Ze postupujeme presnd podle programu, stanoveného

v odst.
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n m
S(D) = lelli Azi, S(D') == kZlM'k Ays.

Srovnejme tato dvé éisla. Vezméme uréity interval (u—j, 2p);

body x;_1, z; jsou oviem také délicimi body rozdéleni D’; budiz

treba 21 = Y, %; =y, (jest oviem 7 < s). Cdsteény mterva.l

{&;—y, ;> plispivd k soudtu S(D) piispévkem!®) M; Ax;, kdeZto
8

k souétu S(D’') plispivd piispévkem Z M'y Ayr.  Jeli
k=r+1

r+ 1< ks, jest interval (yp—y, yiy ¢dsteénym intervalem

intervalu (x;—, x;) a tedy podle véty 8 jest M 'kg M;. Tedy

jest (viz po7m’unku 10)

Z Ay Ay < M; 2 Aye = My (yo — yr) =
k=r+1 k=r+1
= M; (2 — xi—1) = M; Ax;.

Je tedy piispévek, kterym interval {z;—;, 2;) piispivéd k souctu
S(D'), nejvy$e roven prispévku, kterym tyz interval prispiva
k souctu 8(D). Jeito to plati pro kazdy édsteény interval {x;—q, 2;),
jest S(D’) < 8(D); obdobné se dokdZe nerovnost s(D') = s(D).
Dokazali jsme tedy toto

Tvrzeni B. Je-li rozdéleni D' zjemnénim rozdéleni D, jest
S(D) < 8(D), s(D') > s(D).

Z tvrzen{ B ucinfme ihned jeden diusledek: BudiZz.D, ono
rozdéleni intervalu (a, b), jez je definovéno délicimi body zy=a,
z, = b. Ziejmé jest S(Dg) = M(x, — x¢) = M(b—a), s(Dy) =

10) Co tim rozumime, je sna(l jasno. Budeme Fikati, Ze interval
(ws_1» T PHspivd k soudtu ZM‘ Ax; ptisp§vkem M, Ax;; obec-
néji, je-li p < g, budeme Hkatl, ze interval {zp ) pfispiva k souétu

'ZM e pnqpévkemZM Awg= My (%) 41 —7,) + My o2y o —

+
—&paq) t o+ M ( %, _1). Utifime jeStd jednu poznémku,
[4
které &asto pouZijeme. Je-li p < g, je' z 41133‘. = (Tp41 -~ Tp) +
1=p+]
+ (0 p — mp+1) + oot (3, — z‘q_l) =, — ,; specielné tedy

n
r. = —_ P 1 . ’ . « . o s
z Adw; =z, —ag=b—a. Geometricky _vyznam téchto rovnic je

i=1
jasny: délka intervalu {xp, T0> rovnéd se soudtu délek intervall

(.’l‘p, "”p+1>’ (mp_,_l, mp+2>, e (:cq__l, wq>.
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=mb—a), kde M znadi horni hranici, m dolni hranici
funkce f(2) v intervalu (a, b). Jeito kazdé rozdéleni intervalu
.a, by je zfejmé zjemnénim rozdéleni D, (jeZto body a, b jsou
d¢licimi body kaidého rozdéleni intervalu (a, b)), jest podle
tvrzeni B soucet S(D,) nejvéts{ ze viech hornfch soudti,
piisludnych  viem moZnym rozdélenim intervalu (e, b)11);
obdobné soucet s(D;) jest nejmendi ze viech dolnich soudtu.
l)oqtfi\ame tedy tuto vétu:

WVéta 21, Je-li M horni hranice a m dolni hranice funkee f(z)
v intervalu {a, b, jest nejvétsi hodnota horntho soultu rovna ¢islu
M(b — a), nejmendi hodnota dolnitho soucdtu rovna &islu m(b — a).
Je-li tedy D libovolné rozdéleni intervalu {a,b), plati nerovnosti
mb—a) < s(D) < SD) L M(b—a).1?)

0,
t + t —
t
0,
. PR
—t t } 1
i H i
0
- v i
} n Ml n 1 i B
—+ — } +— —
Obr. 3.

Budtez nyni D,, D, dvé zcela libovolnd rozdéleni intervalu
Ja, b). Ozna¢éme znakem D’ rozdéleni, jeZz je zjemnénim roz-
délenf D, a rovné% zjemnénim rozdélenf D,. (Takové zjemnéni D’
se d4 snadno sestrojiti na pf. tim, %e za délici body rozdéleni D’
vezmeme jednak vSechny délicf body rozdéleni D,, jednak viechny
délici body rozdéleni D,; tak je to provedeno na obr. 3.) Podle
tvrzeni B je S(D;) = S(D’); podle tvrzeni A je S(D’') > s(I));
podle tvrzeni B je s(D') > 8(D,); odtud plyne S(D,) = s(Dy).
Plati tedy

Tvrzeni C. Jsou-li D,, D, dv¢ libovolnd rozdélent intervalu
“a, b (totoznd nebo navza]em ruzna), jest S(Dy) = s(D,). (Cili:
kazdy dolnf soudet je nejvySe roven kterémukoliv hornfmu
souétu.)

Kazdému rozdéleni D intervalu {a, b) piisludi uréité é&fslo
S(D); v8echna éfsla S(D), pifslusnd viem moinym rozdélenim
intervalu (a, b, tvoif jistou mnoZinu &selnou; oznaéme ji zna-

D 11) To znamensd, Ze Zadny z hornich souétt nenf vétsi neZ ¢&islo
S
( 0)’2) Nerovnost s(D) < S(D) plyne z tvrzeni A.

Jarntk: Uvod do pottu integrélnfho. 3. 33



kem M. Rovnéi tak kaZdému rozdéleni D intervalu {a, b) pii-
slu¥f uréité &islo 8(D); vSechna &isla s(D), prislusnd viem moZ-
nym rozdélenim intervalu {a, b), tvoif jistou mnozinu &iselnou;
oznatme ji znakem m.

Cisla mnoZiny M (jinymi slovy: horni sousty S(D)) jsou
podle véty 21 vesmés nejvyse rovna ¢islu M(b — a) a nejméné
rovna &islu m(b — a); tedy mnoZina YR je ohranidena, md tedy
podle véty 1 a 2 horni a dolnf hranici. Horni hranici snadno
stanovime: nejvétd{ horni soudet, ¢ili nejvétsi ¢islo mnoZiny YN,
jest podle véty 21 ¢islo M(b — a); podle pozndmky 1 k vété 1
jest toto ¢islo horni hranicf mnoziny 9R. Nas bude viak zajimati
hlavné doln¢ hranice mnoziny IN. Tuto dolni hranici mnoiny IN

b
(6ili doln{ hranici hornich souétd) oznadime znakem j f(x) dz

n
a budeme ji nazyvati hornim inlegralem funkce f(x) od a do b.
Rovnéz éisla mnoZiny m (jinymi slovy: dolni soudty s(D))
jsou podle véty 21 vesmés nejvyse rovna ¢islu M(b —a) a nej-
méné rovna &islu m(b — a); tedy mnozina m je ohraniéena. Nej-
mend{ ¢fslo (a tedy dolnf hranice) mnoZiny m je podle véty 21
¢islo m(b —a). Nds bude vi8ak zajimati hlavné horn¢ hranice
mnoziny m. Tuto hornt hranici mnoZiny m (&ili horni hranici
b

dolnich souétl) oznacéime znakem f f(x) dx a budeme ji nazyvati

a
dolnim integralem funkce f(x) od a do b.

Funkei f(z) nazyvdme v obou pifpadech (pfi hornim i dolnim
integrdlu) funkei integrovanou nebo integrandem; disla a, b
nazyvime mezemi hornfho (dolnfho) integrilu, a sice &islo a
nazyvéame dolni mezi, &islo b horni mezi. Proménnou z, kterd
vystupuje ve funkei f(z) a v symbola dx, nazyvdme integraéni
proménnou.13)

13) Integraéni proménné nemusi vidy byti oznadena pismenem z,
mbZe byti oznadena tfebn pismenem ¢, u,y a pod.; horni (dolni)

b
integral piSeme pak f /(¢) d¢ atd. Hodnota horniho (a rovné% dolniho)
a

integralu nezavisi na oznadeni integra®ni proménné; to znamenés:
je-li funkce f(x) ohranidené v intervalu {a, b), jest

) b T
[ H(z) dz = ff(t) dt = [ fu) du =, . (nebot
a a a
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Véta 22. Budi? a < b; budi? f(x) funkce ohranifend v inier-
valu {a, b). Oznadime-li pismenem M horni hranici a pismenem mn
dolni hranici funkece ]‘(m) v intervalu {a b>, jest

b
mb—a) < //(.L) de < j/(;v) de < M —a).

a a

Diikaz. Poloime pro zkriceni

b b
[/(x) dz =s, f/(w) da == S,

Cislo S je dolni hranici mnoziny 9N, kdeito éislo M(b — «), jak
jsme zjistili pied okamZikem, jest horni hranici mmoziny IN;
tedy jest S< M(b—a). Obdobné se dokdze nerovnost m(b—a) < s.
Z byva tedy jesté dokazati nerovnost s < 8. Dukaz provedeme
neprimo; pxedpok]ade)me 7e je 8 > 8, a » toho odvodime spor.
Polozme ¢ = § (s — 8); tedy ¢ > 0. Jeito ¢islo § je dolni hranicf
hornich souétﬁ a jezto 8§ 4 & > 9, existuje (viz vétu 2) aspon
jeden horni soucet S(D;) — prisludny k jistému rozdéleni D, —
takovy, Ze jest S(D,) < S + e. Jeito ¢islo 8 je horni hranici
dolnich souéti a jeito s -—¢ << 8, existuje (viz vétu 1) aspon
jeden dolni soutet s(D,) — pifslusny k jistému rozdéleni D, —
takovy, Ze jest s(D,) >s—e. Jest viak s — 8 =2¢ a tedy
s—e= N8+ ¢, takze jest S(D;) < S+ ¢e=8—¢ < s(Dy); to je
viak ve sporu s tvrzenim €, podle kterého jest S(D,) = s(1),).
Tim jest véta 22 dokazina.
Uvedme jeSté dva jednoduché disledky Véty 2

Véta 23. BudiZ a << b; nerovnosti A< f(x) < B burl tef splné-
ny pro vdechna wx intervaln {a, by. Polom 709/

b b
Ab—a) gf/(x) dz < ff(x) dz < B(b —a).

funkece f nabyva v kterémkoliv hod8 intervalu {ua, b) btejne hmlno-
ty, at v ni nezdvisle proménnou zna&im pismenem =z & ¢). Tedy
na pi.

n

T
j(w’ —z + 2)dx = f(tz —t+ 2)d¢, [sinuwdu = fsm ydy atd.
0

lo

3* 35



Diikaz. Budiz M horni a m dolni hranice funkce f(x) v inter-
valu {a, bY; podle pozndmky 2 k vété 4 a 5 jest A< m, B> M
a tedy podle véty 22

b
Ap—a) < mbp—a) < [f(2) de <

b
< [Ha) de < M(b—a) S B(b — a).
Yiéta 24, BudiZ a < b; nerovnost | f(x) | < K budiZ splnéma
pro viechna x intervalu {a, b); potom jest

l f(2) (lxl < Kb —a), | f f(2) (lxl < K(b—a).

Dflkaz. Pro viechna z intervalu (a, b) jest — K < f(2) < K;
podle véty 23 je tedy

b b
—Kb—a) < [/(x) dz < K(b—a) éili If/(x) dw | < K(b — a);

obdobné¢ pro horni integral.
Ve vété 22 jsme zjistili, %e vidy plati vztah f flz)de <
b —

< / f(x) dz. Plati-li v tomto vztahu znameni rovnosti, nazyvime

a
spoleénou hodnotu horniho a dolniho integralu kratce integrdlem
(obsirnéji uréitym integrdalem®) funkee f(x) od a do b a oznadujeme
A ;

ji znakem f f(z) dx. Rikime v tomto pFipadé (t. j. tehdy, kdyz
a

b
horni integril rovnd se dolnimu), Ze f f(x) dx existuje, nebo Ze

a
funkee f(x) ma wréity integrdl od a do b nebo také, Ze funkce f(x)
jest integrace schopna v intervaly {a, b>.1%) Tim jsme podali t. zv.

14) Nézev ,ur€ity integrial® volime proto, abychom tento
integral zFetelnsji odlisili od t. zv. ,,mtegralu neurditého*‘, kterym
so budeme zabyvati v kapitole III.

15) Jinak se u uritého integrdlu uZiva téhoZ ndzvoslovi jako
u hornfho a dolniho integralu: a je dolni mez, b je horni mez atd.
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Cauchy-Riemannovu soudtovou definici uréitého integrilu.!s)
b
Podle této definice tedy integril ’ H(z) dz (kdez « << b) existuje

a

B b
tehdy a jen tehdy, je-li f f(x) de = f f(z) dz; je-li tato rovnost
a @

b
splnéna, jest integral f f(x) da definovin vztahem
a

f/(x) dx = ]'f(x) da = ff(z) da.17)

Priklady. 1. Budiz a < b; budiz funkee f(x) konstantni
v intervalu (a, b), tteba f(x) = c. Potom dolni hranice i horni
hranice funkce f(x) v intervalu {a, b) je rovna &islu ¢; podle vé-
ty 22 jest tedy

b
c(b—a)<jcda,< cdz < e(b —a).

«

Jezto oba krajni ¢leny jsou si rovny, musi v téchto nerovnostech
vesmés platiti znameni rovnosti; tedy konstanta ¢ md urdity
integrdl od @ do b a jest

b

fc da = c(b — a).18)

18) Vedle této definice Cauchy-Riemannovy jsou zndmy jests
jiné, obeendji definice uréitého integralu; nejdtleZitdj§i z nich je
definice Lebesgueova. V této kniZce omezime se vSak na definici
Cauchy- Rlemannovu O Lebesgueovd teorii mlZe se Stendl pouditi
z citované Cechovy knihy (Bodové mnoZiny I); jeji 4. kapitola je véno-
véna obSfrnému vykladu o této teorii.

b

17) f f(z) dz jsme tedy dosud definovali jen pro ¢ < b. Pozdéji
[
roz8ifime tuto definici i na pripady a = b, a > b.
b b
18) Je-li ¢ = 1, budeme misto fl dx pséti klat(,ejl f dz, jak je

zvykem,
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2. Definujme funkei f(x) takto: pro raciondlni z budiz f(x) =0,
pro iraciondlni x budiz f(x) = 1. Budi% {a, b) libovolny interval.
Budiz D libovolné rozdéleni intervalu {a, b», definované délicfmi
body ¢ — xy < 2, < ... < &1 < &y = b. Budiz M; horni hra-
nice a m; dolni hranice funkee f(x) v intervalu (x;—y, x;>. Zfejmé

n
jest My—=1, m;=0atedy (D)= > 1.Ax;=b—a, D)=
i=1
n .
_E 0. Ax; = 0. Jeito viechny horni souéty jsou rovny &islu

i=1

b —a, jest i jejich dolni hranice rovna ¢&islu b —a; jest tedy

b 2 b

//(x) dz=b—"a a obdobnéff(x) dz = 0. Tedy f}‘(x) dz ne-
a a ’ a

existuje.

Poznamenejme jeSté: Ma-li funkce f(x) urcity integrdl od a
do b, miiZeme ve vétdch 22, 23, 24 nahraditi horni a dolnf integral
prosté integralem. Tim dostdvime tuto vétu:

Yéta 28. Budif a < b; funkce f(x) necht md wurlity integrdl
od a do b. Potom plati:

1. Je-li M horni hranice a m dolni hranice funkce f(x) v inter-
valu (a, b), jest

b
mb—a) < f flz) de < M(b — a).

2. Jsou-li nerovnosti A < f(z) < B splnény pro vdechna x
wntervaly {a, b>, jest

b
A(b-——a)gff(x) dz < B(b—a).

3. Plati-li nerovnost |f(z)|< K pro vdechna x inlervalu
(a, by, jest

| j?f(z) dz | < K(b—a).

3. Hornf (dolni) integril jako limita hornich (dolnich)
soudth. V predeslém odstavei definovali jsme horn{ integral funkce
f(x) (ohrani¢ené v intervalu (a, bY) od a do b jako dolni hranici
hornich souéti; ukdZeme nyni, Ze tento horni integral jest nejenom
doln{ hranicf hornich souétl, nybr# také — zhruba fedeno — Li-

38



mitou, ke které konverguji hornf souéty S(D), jestliZe rozdéleni D
se méni tak, Ze ¢isla Ax; konverguji k nule.!®) Tento vyrok nemé
ovéem dosud pfesného smyslu, nebot neni jasno, jak jest zde
rozuméti slovam ,limita‘ a ,konvergovati k nule“ (pojem li-
mity posloupnosti ani pojem limity funkce jedné nebo nékolika
proménnych se ndm — aspon prozatim — nehodi). Musime se tedy
vysloviti presnéji, a to udinime v tomto odstavei.

BudiZ D libovolné rozdéleni intervalu <a,b), definované
délicimi body a = o< 2y < . . . < 2p—; < 2, = b. Znakem (D)
oznatime nejvétsi z &isel Az, Ax,, . . ., day, (Ao = 2 — 24,);
folo oznaceni podréime v celé této kapitole, Nakim cilem bude pre-
devsim dikaz této véty:

Véta 26. Budiz a << b; budif f(z) funkce ohranilend v inter-
valu {a, b). Potom ke kaZdému kladnému &islu ¢ existuje kladné
éislo 3 tak, Ze merovnosti

b b
[#@) dz < S(D) < [ fw) dw + e 4)
a a
Jsou splnény pro kaédé rozdéleni D intervalu {a, b), jeZ spliiuje
podminkw o(D) < 4.

Diikaz. BudiZz f(x) funkce ohraniéend v intervalu {a,b)
a budiZ déno libovolné kladné &islo £. Nasim cilem jest dokézati
existenci takového kladného é&fsla d, Ze nerovnosti (4) jsou splnény

pro vechna rozdéleni D, vyhovujici podmince ¢(D) < §. Jeito
b

’./(x) dz je dolni hranici hornfch souctit a jeZto £/2 je kladné,

a
existuje (podle véty 2) aspon jedno rozdéleni D, tak, Ze

)
8(Dy) < f f(x) dz + 5 (5)

Toto rozdéleni D, az do konce dikazu podrzime.

Rozdéleni D, budiz definovéno délicimi body a = y, <
<Yy <...<Yp—1<Yp="b. Jeito funkce f(x) jest ohranitena
v intervalu {a, b, existuje (podle véty 6) kladné ¢éfslo K tak, Ze

) 19) To je ve shod& s naSim programem, vytéenym v odst. 1;
jednim z naSich cilt jest praveé sledovati, co se d&je s hornimi a dolnimi
soudty, kdyZ é&isla Adx; konverguji k nule.
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pro viechna x intervalu {a, b) jest |f(z) | < K. Polozme uyni

2.
4Kp’

tedy je 6 > 0. BudiZ nyn{ D libovolné rozdéleni intervalu <a, 6,
jeZ vyhovuje podmince g(D) < &; dokdZeme, Ze potom plati ne-
rovnosti (4); tfm bude véta 26 dokdzina.

BudteZ a =2y < 3, < %, < ... < Zp—1 < & = b délici body
rozdéleni D. Sestrojme rozdéleni D’ tak, Ze za délici body roz.-
déleni D’ vezmeme jednak viechny délicf body rozdeleni D,
jednak viechny délici body rozdéleni D (viz obr. 4, kde jsou
zakreslena rozdéleni Dy, D, D'). Délici body rozdéleni D’ oznadime

6= (6)

2002, 2%, 0. 2m (B =12y <2 < ...<2Zp—yg < 2Zm=2").
0,
! t —+— = —+ )
a-y, iy, HAA 3 iYs L-b
0
F et —
arx, X, XeiXy iXg iXs iXe X, &b
0’

VySetiujme souéty
n m
S(D) == >, My Az;, S(D') =2 M's Az
=1 k=1

(Ax; = x; — xi—1; Azp = 2 —25—1; M; znad¢i horni hranici
funkce f(x) v intervalu {(x;_1, 2;); M’y znaéi horni hranici funkce
f(z) v intervalu (zy—i, zi).) Casteéné intervaly (@, 2>, {x(, Ty, - - -
<oy {Fy—1, Xy) rozdéleni D rozdélme na dvé tiidy: interval
{®;—1, z;> budeme nazyvati intervalem prvniho druhu, neni-li
zadny z bodl ¥y, ¥, . . ., Yp—1 vritinim bodem intervalu (@;_;, x;);
interval (a;—, ;) budeme nazyvati intervalem druhého druhu,
je-li aspon jeden z bodu ¥y, ¥, ..., Yp—1 vnitinim bodem inter-
valu {x;—, %;). [Na obr. 4 jsou <z, 2, {2y ¥3), (%3 Xy,
{xg, %4y, {xq, gy intervaly prvnfho drubhu (jest y; = x,, takie
bod y, neni vnitinim bodem intervalu {x;, x3)); intervaly {wz;, x,>
{@y, #5), {xg, ;) jsou intervaly druhého druhu.] Jeito kazdy
interval druhého druhu obsahuje aspon jeden z bodit 4y, ¥, . . ., Yp—1
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jako vnitin{ bod, je podet intervali druhého druhu nejvyse roven
sl p—1. :

VySetfujme nyni pifspévky, jimiz jednotlivé intervaly
(&Xi—1, &y prispivaji jednak k souétu S(D), jednak k souétu S(D').
Jedi (a1, 25> interval proniho druhu, jest interval (g, 2>
té%z &asteénym intervalem rozdéleni D', tieba ay_; == z_,,
;= 2 a tedy prispivd zfejmé interval (x;_1, 2;) tymZ piispév-
kem k soudtu S(D) jako k soudtu S(D’). Je-li viak (., x>
interval druhého druhu, jest tento interval v rozdélen{ D’ rozdélen
na dva nebo vice intervall, takie jest x;_( = z,, x; = z,;, kde
s —r > 1. Prispévek intervalu {wi_, ;> k souétu S(D) jest
tedy M; Ax;, kde#to piispévek tého% intervalu k soultu S(1))

8
jest z M’y Az, Pro viechna xintervalu {a, b) plati nerovnost
k=r+1
i f(x) | £ K; podle pozniémky k vété 6 je tedy |.M;| . K,
| M | < K; déle jest Aa; < p(D) < 6; tedy jest

| M; Azx; | < K9, (7)
s ;
Z 11‘[']5 AZk g I( Z /]zk == I{(,?,'8 _— zr) =
kril k=rt1 (8)

= K(wi —xi1) =K Ax,- < K.

VySettujme nyni rozdil S(D) — S(D’); prispévky, kterymi pii-
spivaji intervaly proniho druhu k soucétu S(D) a k souctu S(D’),
jsou si rovny a v rozdilu S(D) — 8(D') se tedy zruii. Kazdy
interval druhého druhu prispiva k souétu S(D) i k souétu S(D")
piispévkem, jehoZ prostéd hodnota podle (7), (8) jest men¥i nez K.
Tedy takovy interval druhého druhu prispivia k rozdilu S(D) —
— 8(D'") pi{spévkem, jehoi prostd hodnota je meni{ nez 2K9.
Jeito pak pocet intervali druhého druhu neni vét&i nez p — 1,
jest podle (6)

LS(D) — S(D) | < (p—1). 2K < 2pK 0 = %
tedy jest
S(D) < S(D') + = (9)

Dile jest rozdéleni D’ zjemnénim rozdéleni D, a tedy podle tvrzeni
B z odst. 2
S(D') < S(Dy). (10)

41



Ze vztahu (9), (10), (5) plyne
v
S(D) < 8(D) + 5 < 8Dy + 5 < f f(z) dz + ¢,
a
éimZ druhd nerovnost (4) je dokdzdna. Prvni nerovnost (4)

b
[ite) dz < 5(D)

je viak samozfejmd, jeZto horni integrél je dolni hranici hornich
soucti. Tim je véta 26 dokdzdna.

Z této véty ucinfnre ihned jeden dusledek:

Véta 27. Budif a << b; budif f(x) funkce ohranilend v inter-
valu {a, b). Budif D, Dy, D,, ..., Dy, ... posloupnost rozdéleni

intervaly “a, b takovd, Ze lim o(Dy) = 0. Potom posloupnost
) m~»0

disel S(D,), S(Dy), ..., 8(Dyp), ... md limitu, rovnou hornimu
b )
integralu If(x) dz (&0 lim  S(D,,) sz(x) dx).
l; M—>»0 a

Dukaz. Budi déno libovolné kladné &islo ¢. Médme dokdzati,
Ze existuje ¢islo m, tak, Ze nerovnost

b
18(Dm) —[H(z) de | < & (11)

plati pro vSechna m, jez jsou vétsi nez m,. Podle véty 26 existuje
kladné ¢islo 6 takové, Ze nerovnosti

b b
[1(2) de < S(D) < [f(w) dz + &
a a

plati pro vSechna rozdéleai D, jeZ hovi vaztahu g(D) < 4. Jeito

lim o(D,,) = 0, existuje ¢islo m, takové, Ze nerovnost g(Dp) < 0
m—>0

plati pro vSechna m, jeZ jsou vétsi nez my. Je-li tedy m > my,
plati nerovnosti

I3 b
[1@)dz < S(Dm) < [{(2) dz +-
a a
a tedy tim spiSe nerovnost (11), jak bylo dokizati.
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Vyznam véty 27 spoéivd v této okolnosti: cheeme-li nalézti

/ f(x) de, nemusime vySetfovati vSechna rozdéleni D intervalu
(!

~a, b a sestrojiti doln{ hranici pfislu§nych hornich souéta S(D),
nybrz staéi, sestrojime-li néjakou posloupnost rozdéleni D,, D,,

D,, . .. takovou, Ze lim o(D,,) = 0 a najdeme-li limitu posloup-
m—o

nosti S(Dy), S(Dy), S(Dy), . Objasmme za chvili tu vyhodu na
prikladé; napied vsak pozna,men.wmn jesté, e obdobné véty
platf také pro dolni integral:

Véta 28, BudiZ a < b; budiZ f(x) funkce ohraniéend v inter-
ralu (a, b. Polom ke kaZdému kladnému &islu e existuje kladné
fislo O tak, Ze merovnosti

4 b
[i(=) de = s(D) > [H(z) dz — &

jsow splnény pro kaZdé rozdélent D intervalu {a,bd, jeZ splituje
podminkw o(D) < 0.

Véta 29. Budif a < b; budi f(x) funkce ohraniéend v inter-

valw {a, b). Budié Dy, D,, D,, . .. posloupnost rozdéleni intervalu
“a, by takovd, Ze lim go(D,,) = 0. Potom jest
m—@

lim s(D, f/(x) dz.

m—>oo

Dikazy vét 28, 29 neprovadim, jeZto jsou zcela obdobné
dikazim vét 26 a 27.
Piriklad. Budiz f(x) = « a poditejme

/ [ x dz. Sestrojme rozdéleni Dy, D,, ..., Dy, ... tak, Ze
2

Dy jest ono rozdéleni intervalu (2, 3>, jez délf tento.interval
na m stejnych dilii; délici body rozdéleni D,, jsou tedy z,= 2,

=24+ 1/m, ©,=242/m,..., ;=2 +tm,..., xm_-2+
—mim=3. Jest o(Dy)=1/m, tedy lim o(Dy)=0; tedy

m—>0
podle vét 27, 29 jest

43



3 3
lim 8(D,,) = f z dz, lim S(D,) = [z da.

Poditejme S(D.,), s(D,,). Nejvétsf hodnota (a tedy i horm hmmce)
funkee f(x) = @ v intervalu {x;_;, ;) = / 2 + , 2 4 ’ >

jest 2 + i/m; obdobné nejmensi hodnota (a, tedy i dolm hranlce)
funkce f(x) v tomto intervalu jest 2+ (¢ —1)/m. Tedy jest

=1

: 1
swm)-—z( + )——2+ SA+24 . m) =
m(m—{—l) 5 i

=2t T T3 T e
m ]_
S(Dm)“Z( )7'—?’—2+ O+14...4+m—1))=
i
mm—1) 5 1
== 2 —_—— e e
+ 2m?2 2 2m
Tedy jest
3 3
fx dx == lim S(D,,) = ;, fx dae = lim s(D,,) = %
m—»0 -~ m—>c0 =
2 2

3
Tedy funkce  m4d integral od 2 do 3 a jest f z do = —21 Pozdéji

2
odvodime oviem jinou, pohodlnéj§i metodu pro vypodet tohoto
integralu.

Véty 26 a% 29 tykaly se libovolnych funkei ohramcenych
v intervalu <{a, b>. Ocdvodime jesté dvé obdobné véty, jei se
vSak tykaji pouze funkei, jeZ maj1 integrdl od a do b.

Véta 80. Budif a < b; budif f(x) funkce, jeZ md wuréity
integral od a do b. Potom ke kaZdému kladnému C&islu e existuje
kladné &islo 6 tak, e plati toto: je-li D libovolné rozdélent intervalu
{a, b>, definované délicimi body a=x, < 2, <... < Ty <
< xp = b, které vynuouje podmince o(D) << 6, @ jsou-li &, &, . . ., &,
libovolnd &isla, hovict podmince 2, 1 < & K wyproi=1,2,.. ., n,
platt nerovnost
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b n
| f H(z) dz —igl fE)Axi < e. (12)

Dikaz. BudiZ f(z) funkee, jez m4 integrdl od a do b. Budiz
iino libovolné kladné déislo ¢. Podle véty 26 existuje kladné
¢islo §, tak, Ze nerovnost?0)

b
S(D) < j f(2) dz + ¢ (13)

plati pro véechna rozdélenf D, hovief podmince (D) < §,. Podle
vity 28 existuje kladné dislo d, tak, Ze nerovnost

b
s(D) > f f(z) dw — e (14)

plati pro v8echna rozdéleni D, hovici podmince p(D) < d,. Po-
loZme & = Min (4, d,); tedy é > 0. BudiZ D libovolné rozdéleni,
hovici podmince g(D) << §; potom plati nerovnost (13) i nerov-
nost (14). Budte a =y < x;, < ... < x, =0b délici body roz-
déleni D. Oznaéme znakem M; hornf hranici a znakem m; dolni
hranici funkce f(z) v intervalu {w;—j, 2;>. Jsou-li &, &, ..., &,
libovolnd &fsla, vyhovujici nerovmostem ;3 < &< 2; pro
i==1,2,...,n, jest oviem m; < f(&) < M; a tedy

s(D) = Zlmi Axigzlt(é“.:) Ax,-g_zl M; Az = S(D); (15)

odtud a z nerovnost{ (13), (14) plyne pak

b " b
[f@)dz—e < 3 f(&) dui< [ f(2) da + &
a i=1 «

to je viak pravé hledani nerovnost (12).

Véta 31. BudiZ a < b; budif f(x) funkce, jeZ md wréity integrdl
od @ do b. Budif ddle D,, D,, ... posloupnost rozdéleni intervalu
‘a, b, je£ hovi podmince lim o(D,) = 0. Délici body rozdélent D,
budte m—®

) 20) Misto hornfho a dolnfho integralu piSeme ovSem kratce
mtegral.
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= Lo 0 < Ty << Toom << oo K Tppt,m < Ty = b.21)

Pro kaZdou hodnotu m budif dino ny &isel & 1, m> 52, me - o Enm, n
tak, Ze plati x;_q,m < & m < T pro t=1,2,..., ny,. Potom jest

. . b
lim > f(&,m) d2;m = [ f(2) da. (16)
m—o g=1 a
(Pri tom znadime Az; p = %im — Ti—1,m-)
Diikaz. Podle véty 27 a 29 jest

b b
lim S(Dy) = [ f(@) dz, lim (D) = [ f(@) de.  (17)

m-—>0 m—>o

Jest viak ziejmé (viz dikaz nerovnosti (15) v dukazu véty 30)

$(Dp) _S— Z:lf(fl,m) A, m é S(Dy,). (18)

Ze vztahu (17), (18) plyne vSak okamZité rovnice (16).22)
Viimnéme si, jaky je rozdil na pf. mezi vétou 27 a vétou 31.
b

Existuje-li f f(z) dz, miZeme jej podle véty 27 poéitati takto:
a

sestrojime posloupnost rozdéleni intervalu (a,b):D,, D,,...
takovou, Ze lim o(D,,) = 0; limita posloupnosti S(D,), S(D,), .

_m-—>o©
je potom hledany integrdl. Abychom vSak stanovili horni soudet
8(D,,), musime stanoviti horni hranici funkce f(z) ve viech éds-
teénych intervalech, na které jest interval {(a, b> rozdélen rozdé-

) Tyto body, jakoZ i jejich pdéet z4visi ovSem na m — v ozna-
Seni byl na tuto okohost vzat zfetel. Cislo N, znadi na pr. pocet

Castecnych intervall, na néZ je interval {a, b) rozdélen rozd&lenim D,

22) Podle zndmé véty: je-li a, <c, <b,, lima, =lim b, = 1,

m—> 0D M-
jest téZ lim ¢, = w.
m—»00
Dikaz: budiz ¢ libovolné kladné é&islo. Z rovunic lim «,, = «,

Mm—r 2

limb,, = o plyne existence &fsel m,, my takovych, %o pro m > my
M—>0

jo a—e<a, <a+4¢ a pro m>my jo a—e<b, <ax-+e
PoloZime-li m, = Max (m,, m,), potom pro m > m, bude & —e& <
<e,=c,<b,<a+eatedy budé |c, —« | < & pro viechna
m, jez jsou vétsi neZ my; tedy vskutku existuje limita lim ¢, = x.

m—»o0
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lenim D,,. Véta 31 pravi pak — zhruba fefeno — Ze muZeme
misto této horni hranice funkce f(x) v takovém dasteéném inter-
valu vziti namatkou hodnotu funkee j(z) v kterémkoliv bodé toho
tasteéného intervalu. Poznamendvdm oviem je$té jednou, Ze
vét 26 az 29 miZeme pouZiti pro jakoukoliv ohrani¢enou funkei,
kdeZzto vét 30 a 31 muiZeme pouZiti jen tehdy, vime-li jiZ piedem,
7e funkece f(x) mé urdity integril od a do b. Jak se to poznd,
o tom si odvodime nékteré véty v odst. 4, 3, G, hlavné viak
v odst. 8. :

4, Integrace souttu. Véta 32. Budiz a << b; budte? fi(x), fo(%)
funkce ohranilené v intervalu {a, b>; potom jest

I3 13 b

Jti@ + @) da < [ff@) do+ [fya) das (19)
v v ’

J@ + foa) dz = [h@) do+ [f@)de.  @0)

Dikaz, Budiz D libovolné rozdéleni intervalu (a, b3, defino-
vané délicimi body @ = x, < 2; < ... << 2, = b. BudiZ M’; horn{
hranice funkce fi(z) v intervalu {a;_y, 2>, budiz M"; horni
hranice funkce fy(x) vintervalu {x;_,, ;>, budiz M; horni hranice
funkee f,(x) 4 fo(x) v intervalu {(x;_;, ;). Pro viechna 2 inter-
valu {&;_,, ;) platf nerovnost f,(z) 4 fo(@) < M'; + M"; a tedy
jest (podle pozndmky 2 k vété 4) M, < M';+ M";. Oznadim-li
tedy znaky 8'(D), S"(D), S8(D) horni soucty, piislusné k funkeim
hi®), fo®), Fi(2) + fo(®), jest

SD) = S M; Am < 3 (M'i+ M) Az = S'(D) + 8(D). (21)

Sestrojme posloupnost rozdéleni intervalu {a, b>: D, D,, D, . ..

tak, Zze lim g(Dy) = 0 (miZeme tieba zvoliti za D, ono roz-
m-—>®D

délenf, jeZ déli interval {a, b na m stejnych dfli). Potom jest
podle (21) pro kazdé m

- 8(Dpm) < 8'(Dp) + 8"(Dm);

prechodem k limité dostdvdme podle véty 27 vztah (19). Vztah
(20) se dokdze obdobné.
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b b
Yéta 33. Budif a << b; existuji-li integrdly , fi(x) da, f fo(x) da,
. a a
existuje t integrdl j (fi(m) + fo(x)) Ao @ jest
a

b b b
J @ + f@) dz = [1y(x) dz + [f(=) d.
Diikaz. Podle véty 32 a 22 jest

b b b
Jh@ de + [fo) dz < [(h(=) + fola)) de <

b b b
éf(ﬁ(:v) + fylx)) da < ffl(x) dz + ffz(w) da;

oba krajni vyfazy (vpravo i vlevo) jsou si rovny, tedy plati
vesmés znameni rovnosti, ¢imz je véta 33 dokdzéna.

Vita 34. BudiZ a < b: md-li funkce [(x) uréity integrdl od a
do b a je-li ¢ libovolné éislo, ma ¢ funkce ¢ f(x) uréity integrdl od a
do b a jest

jc f(x) da == ] () da.

a

Diikaz. Predpokliddejme, Ze funkee f(x) md wréity mtegral
od a do b. Rozeznivejme tIi piipady:

. Je-li ¢ =0, jest podle piikladu 1 v odst. 2
b

fo () da =jb'0 dz=0=0 ; f(2) da.

2. Je-li ¢ >0, vySetifujme libovolné rozdéleni D intervalu
{a, b), definované délicimi body e=z, < 2, < ... <<, =0b.
Budiz S'(D) horni a §'(D) dolni soudet, prfslusny k funkei cf(z);
S(D) budiz horni a s(D) dolni soudet, pifsludny k funkei f(x).
Je-li M; horni hranice a m; dolnf hranice funkce f(x) v intervalu
{x;—1, ®;p, jest podle véty 7 horni hranice funkce ¢ f(x) v inter-
valu {(z;_;, 2;> rovna &islu ¢M; a dolni hranice rovna éislu cm;.
Tedy
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(D) = Z cM¢ Ax; = ¢ S(D), §'(D) = Z em; Ay = ¢ s(D).

Budiz Dy, Dy, . . ., Dy, . .. posloupnost rozdéleni intervalu (a, b>
takovd, Ze lim p(D,) = 0. Potom je pro kaidé m
m—>o0

8'(Dp) = ¢ 8(Dp), 8'(Dy) = ¢ 8(Dy);

podle véty 27 a 29 ziskdme odtud prechodem k limitd rovnice

[ ¢ f(x)dz = c fb f(z) dz = ¢ j';(x) de;
b [

fc f(z) de = c’f(x) da = r//(a:) dz,

jak bylo dokdzati.

3. BudiZz koneéné ¢ < 0; zachovime-li totéz oznaleni jako
v ptipadé ¢ > 0, dostdvame nyni podle véty 7, Ze horni hranice
funkee ¢ f(z) v intervalu {xi.1, ;> je rovna &islu e¢m; a dolnf
hranice je rovna éislu ¢M;; z toho

§'(D) = Zcm,Ax,_cs(D), §(D)'= ZcMiAxich(D),
=1

odkudz stejné jako dfive 8'(D,,) = cs(Dy,), (D) ==c¢S(y,)
a tedy prechodem k limité

b b b

fc f(x) dx = cf[(x) dz = ¢ f(x) dz,

1]

b b b
fc Hz) de = c[f(x) dz = c/f(x) dux,
a a u
jak bylo dokdazati.

Poznimka. Vétu 33 jsme dokézali pro dva séitance; tplnou
indukei lze okamZité odvoditi obdobnou vétu pro libovolny
pocet séitanci. Kombinujeme-li tuto vétu s vétou 34 (o ndsobenf
integrované funkce konstantou), dostdviame koneéné tuto vétu:

Véta 36. BudiZ a <b; jsouli fy(@), fo(x), ..., fu(x) funkce,
majict uréity integrdl od a do b a jsou-li c,cs, . .., c, lLibovolnd
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&tsla, md 1 funkcee ¢y fL(x) + ¢, fo(x) + .+ Cq fn(®) urdity integral
od a do b a jest

f (@h(®) + cofo(®@) + - . + e ful@)) do =

b b b
= o [(@) de + o[ @) dz + ... + o [fu() do.

Jako specielni piipad dostivdme tento vysledek (pro » == 2,
cg=1¢=—1) Ma]i li funkce f,(), fo(x) urcity mtegral od
adod (a < b), m4 i funkce f,(x) — f,(x) uréity integril od @ do b
a jest

b b 13
Jih(@) — @) dz = [ (@) dz — [fy() da

Véta36. BudiZ a < b; f(x) budi? funkce, jeZ md wréitsy integrdl
od a do b; budif f(x) = 0 pro viechna x intervalu {a, b); potom jest

b
[Ha) dz = 0.

Diikaz plyne okamzité z véty 25 (z druhé jeji ¢dsti, klademe-li
v ni A =0 a klademe-li za B tfeba hornf hranici funkce f(z)
v intervalu {a, b>.

Yéta 87. Budif a << b; fi(x), fo(x) budteZ funkce, majict urczty
integrdl od a do b; budiZ fl(x) = fz(x) pro véechna x intervalu {a, b):
potom jest

f h(@) dz > f h@) d

b
Dilkaz. Podle véty 35 existuje f (fy(x) — fo(x)) d2; podle

b o
véty 36 jest f (i(z) — fo(x)) dz = 0; podle véty 35 jest tedy
a

b b b .
[1(@) dz — [ (@) dz = [ (fy() — fo(=) dz > 0.



b. Integral od a do c, vyjadfeny integrily od a do b
a od b do c.

Viéta 38, BudiZ a <b<c a budif f(x) funkce ohranifend
v intervalu (a, c). Potom jest

¢ N 3
[1@) de = [ @) dw + [() da;
1] a b (22)

¢ b o
Ji@ de = [f(z) do + [i(2) da.
a n b

Ditkaz. Budiz D',,(m = 1,2,3,...) ono rozdéleni intervalu
{a, b}, jez déli tento interval na m stejnych dila; déliei body
tohoto rozdéleni jsou tedy

=2, < 1) < Ty <<...< Xy =0b, kdeZ x; == a + —:ir;(b——a);

ziejmé jest o(D'p) = (b—a):m. Obdobné budiz D",(m =
=1,2,3,...) ono rozdéleni intervalu (b, ¢, jeZ déli tento interval
na m stejnych dila; délici body tohoto rozdéleni jsou tedy

b=Yo< th < Yo < ...< ym=c, kde y.~::b+-7%(c_b);

ziejmé jest o(D")) = (c — b) : m. Délicf body ¢ = zy < x; < . ..
e <L g < b<y <Y< ... < Y1 < Ym = ¢ definuji jist¢
rozdélenf D,, intervalu {a, ¢), pii GemZ

o(Dy) = Max ((b —a) : m, (c —b) : m);

ziejmé jest

S(Dp) = S(D'm) + S(D"m) (23)
pro kazdé m. Jeito lim o(D'y) = hm Q(D”m) = hm o(Dp) =0,
m—>00

Jest podle (23) a podle véty 27

f f(z) dz = lim S(D) = lim S(D') + lim S(D" ) =

m—»o0 m—>o m—>o0

=ﬂmh+fMN%
@ b
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¢imz je dokdzin vztah (22) pro horni integral. Dukaz pro dolni
integrdl jest obdobny.

Véta 39. Budi a << b < ¢; nechi existuje integrdl f f(x) dz

"

E ¢
it integral / f(z) da; polom existuje i integrdl f f(z) dz a jest
b a

[ b ¢
[ @) dw = [ fl@) dz + [ f() da.
n w b

Diikaz. 7 predpoklddané existence integralu od a do b a integ-
rélu od b do ¢ plyne, Ze funkce f(z) jest ohraniéena v intervalu
{a, by i vintervalu (b, ¢) a tedy i v intervalu {a, ¢> (podle véty 9);
podle véty 38 jest tedy

c b ¢ [4
/ f(x) da == j f(z) da —{—ff(x) dz a rovnéz ff(x) do =
a [ b a
v ¢
= [ {(z) do + [ f(x) d=,
« b
jak bylo dokdzati.

Poznamka., Véty 38 a 39 tykaly se dvou ,,sousednich¢
intervala {a, b>, ¢b, ¢>. Uplnou indukef lze z nich okamzité. od-
voditi obdobné véty pro libovolny podet takovych intervali;
na pit.: jeli aq; <ay,<a;<...<a, a jeli funkce f(x) ohrani-
¢end v intervalu {(a,, a,), jest

n n
/ f(2) dx = jf(x) dx—{—f/(z) de+ ... —i—f/(as) da.
4;1 [ (l”__l
Véta 40. BudiZ a << b; funkce f(x) necht ma uréity integral
od a do b. Necht {c,d) jest &dsteény interval intervalu {a, b).2?)
Potom funkce f(x) ma téZ uréity integral od ¢ do d..
Dikaz. Podle véty 38 (a podle posledni poznamky) jest

2) To znamend a e <d < b.
24) Prvni séitanec ovem odpadne, je-li a = ¢; tfeti séitanec
odpadne, je-li d =b.
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b 3 3 ] W
f f(x) da: = f f(x) da .—_»f () dw + f f(x) da + _[' f(&) a2
@ a a ¢ d

b b 4 d b
[f@)dw= [ ) de = [ f(@) do + [f(2) Az 1 [ f) da2y)
@ L o ‘- 4
7, toho odectenim

K ¢ I d
(f/(x) dx—f f(x) dx) + (] f(x) dx —ff(x) dx) -+

—+ (;l/!)[(x) da —ifbj(x) dx) == 0.24) (24)

Zadny sSitanec na levé strané rovnice (24) neni zdporny (podle
véty 22); tedy musi kaZdy z téchto séitanci byti roven nule
(nebot kdyby néktery z nich byl rizny od nuly — a tedy kladny —
byl by i soudet na levé strané rovnice (24) kladny a nemohl by
se rovnati nule). Specielné tedy prostiedni élen se rovnd nule, t. j.

d

d
[ @) de = [ () da,

[

jak bylo dokazati.
6. Zména funkee integrované v koneiném poétu bodii.

Véta 41. Budif a << b. Budi# f(x) funkce ohranifend v inter-
valu {a, b). Budif g(x) funkce, jeZ se li¥ od funkce f(x) jen v koned-
ném poctu bodi intervalu (a, b). Potom jest

) b b b
fg(x) de = ff(x) da, fg(x) dzx = f/(x) de.

Ditkaz. Jeito funkce f(x) je ohranicend v intervalu (a, b},
je podle véty 10 téz funkce g(x) ohranidena v intervalu {a, b,

D)
takZe horni integral f g(x) de mé smysl. Abychom dokdzali, Ze
a

K I3
[o(@) dz = [f() da, (25)
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sta¢i, dokdZeme-li toto: nerovnost

b b
! f f(z) dz — fg(x) dz| < e (26)

plati, at je ¢ jakékoliv kladné éislo. Budiz tedy ddno libovolné
kladné ¢islo &. Zvolme éisla a =ay < a; <a,<...<a, 1 <
< ap == b tak, %e rovnost f(z) = g(«) plati pro kazdé z intervalu
{a, b}, jez se nerovnd Zidnému z Cisel ay, ay, .. ., ap.25) Existuji
(podle véty 6) dvé kladnd é&isla K, K, tak, Ze pro viechna @
intervalu <a, b) plati | f(z) | < K, | g(x) | < K,; polo¥me K =
== Max (K, K,)* potom jest

[H2) | S K, |g9(2) | K (27)

pro viechna z-intervalu <a, b>.
Zvolme nyni kladné éislo é tak malé, aby byly splnény tyto
podminky:

1
o< 5 Min (a; —ag, ag—ay,...,a, — ap._1), (28).

d< —4?5 (29)

Z nerovnosti (28) plyne

a=ay<ay+0<a—0<a,+0<a,—0<...<ap1+06<
<ap—d<ap=b;

podle véty 38 a podle pozndmky k vétim 38, 39 jest tedy

10 (—0 a;+8 a;—o6 e, p—0 “
f(r)dx—f/ ydz+ [+ [+ [+.. +j+f
ty+6 a,—6 a;+46 ap__1+6 ap—d
a°+6 a,—é u.+6 a,—o
fg(w dx~-fg(x dx--f+f+f+ +f f
+d a—6 @49 ap_1+0 a,—8

25) NejjednoduSeji mohu tedy &fsla a,, a,, « 5 @, voliti takto:
vezmu viechny hodnoty z intervalu {a, b), pro né% plati nerovnost
f(x) = g(x) a pfidim k nim jeSt8 hodnoty a, b (at nerovnostl fla) +
+ g(a), f(b) = g(b) plati nebo neplati). Tato éisla, sefazena podle
velikosti, oznaéim a,, ay, . . ., a.

20) Za integraénim znamenim mé ovem vSude stdti f(z) dx;
v nasledujicim vzorei mé zase viude stati g(z) de.
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Odectéme tyto dvé rovnice ¢len po élenu. V intervalech {a;—; + 9,
i — 0 jest f(2) = g(@) (pro i=1,2,...,p) a tedy

= =
[i(2) dz = [g() dx,
a;_1+96 a;_1+0

takze tito ¢lenové se zrudi. Zbude tedy

0} a+38 ]
’ ) da —fg(x) de = (f/(x) da —fg(ac) dx)
! p—1 a; +6 a;+ é
+2Uf(x) d:c—fg x)dx) b (30)
a-—d
( f ) dz — f g(x) da:)
up—-d

Podle véty 24 a podle nerovnosti (27) jest

a,+o ap
[t az| < Ko, | [tw)de|< Ko,
a, ap——d

ag+ o
Iff(w)dx|§2K6 poi=12..,p—1

a;—0o

a obdobné nerovnosti plati, piSeme-li v nich funkeci g(x) misto
funkce_f(x). Z rovnice (30) plyne tedy

v
[f(2) da ——fg(x) da \ < 2(Kd + (p—1).2K5 + Ko) = 4pK$;

podle (29) je viak 4pKd < ¢, plati tedy nerovnost (26); tim je
dokézéna rovnice (25). Obdobnd rovnice pro dolnf integril se
dokdZe zcela analogicky.
b
Véta 42. Budif a < b; necht existuje f f(x) dw; funkce g(x)
a
necht se lLidt od funkce f(x) jen v koneéném poltu bodi intervalu
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b
{a,b). Potom existuje téf f g(x) dx a jest
a

b b
fg(x) dz = fl(x) dz.

Diitkaz. Podle piedpokladu jest

b b
JH@) dz = [f(2) do < fb ) da;

tedy podle véty 41 jest

I3 b b b
lg(x) dx =f/(x) dx a rovnézi fg(x) dx =ff(a:) daz,

jak bylo dokdzati.

Celkem jest moZno vysloviti vysledek tohoto odstavee zhruba
asi takto: zménfm-li funkei integrovanou pouze v koneéném poétu
bodit, nezméni se hornf (dolnf) integril (po pifp. integril). Tento
vysledek dé se jeSté podstatné zobecniti; tato zobecnéni vyZaduji
viak hlubsiho studia éfselnych mnoZin a proto se jimi zde ne-
budeme zabyvaiti.

7. Integral jako funkce horni meze. Dopliime piedevsim
ponékud definici integralu, jakoz i definici horniho a dolnfho

T b
integralu. Dosud (v odst. 2) jsme definovali f f(z) da, j f(z)dz,
b * 2
f f(2) dz jen tehdy, bylo-li @ < b. Doplime nyni tuto definici
a

téZz pro a = b timto dodatkem:
Dodatek k definici integralu., Je-lt funkce f(x) definovina

a a a
pro x = a, klademe definitoricky f/(x) dx =f](x) dr = ff(x) dz =
a a a

= 0.27) -
- a
27) Pedy fj(a:) dz existuje vidy, je-li funkee f(x) definovana
d .

pro 2 = a. Pojmenovéni dfive zavedens, jako horni mez, dolni mez,
funkce integrovand atd. podrZime i zde.
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b N
Piipomenme, Ze nerovnost f flx)ydz < I f(x) dz, kterou jsme
a a
difve (viz vétu 22) dokdzali pro a < b, plati podle této definico
i pro a = b (potom je totiZ na obou strandch nula).
BudiZz nyni @ < b; budiz f(x) funkce ohranitend v intervalu
o
{a,b); potom existuje nejenom horni integril [ @) dt, nybrz
- a
téZ horni integral f f(¢) d¢28) pro kazdé z, jez hovi nerovnostem
a
a< v < b. Tento horni integral jest tedy funkei proménné z,

€T
definovanou v intervalu {a, b>; obdobné dolni integril I f(t) dt
o
jest funkef proménné =z, definovanou v intervalu (a,b%. Do-
kdZzeme nyni dvé dilezité véty o téchto funkeich.
Véta 43. Budif a < b. Funkce f(x) budif ohranilend v inter-

€T
valu {a,b>. Potom funkce f f(t) dt je spojita v intervalu Za, b>
a

x
a rovnéZ funkce f f(t) dt je spojita v intervalu {(a, b>.
a

Diikaz. Jeito funkce f(z) je ohraniéend v intervalu (a, b,
existuje podle véty 6 kladné éislo K tak, Ze nerovnost | f(t) | < K
je splnéna pro vSechna ¢ intervalu {a, b>. Pro zkrdceni pidme

F(z) = f f(t) d.

Mame dokdzati, Ze funkce F(x) je spojitd v intervalu {a, b,
t. j. mdme dokdzati??) (viz pozn. 1 na str. 22): je.li piedné

28) Ménim oznaleni integradni proménné (viz pozn. !3) na
str. 34—35), aby se integra¢nf promé&nné ¢ nepletla s horni mezi z.
z
Casto se to nedini a piSe se f (=) da.

a
20) Prosim Gtenaie, aby aZ do konce této kapitoly si stdle uvédo-

moval definice a v&ty z kap. I, odst. 2, 3, 4, jezto jich nyni hudeme
neustéle pouiZivati.
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a < xy < b, je funkce F(z) spojitd zprava v bodé z,; je-li za druhé
a < %y < b, je funkce F(x) spojitd zleva v bodé w,.

Budiz tedy ptedné a < x, < b; budiz & libovolné kladné
¢islo.” Polozme
K
tedy & > 0. Dokdzeme: jeli z, <z < xy+ 6, je
| F(x) — F(x) | <&

6= Min (b — i), (31)

tim bude dokdzdno, Ze funkece F(x) je spojitd zprava v bodé z,.
Budiz tedy « éislo takové, Ze jest xy < x << 2y + §3%); potom
jest

Fo) = [foyde= [ {0 dt+ [ ft) dt = Flao) + [ fit) dtso)

tedy F(x) — F(ag) = f ft) de. Pro 2, <t < = jest | f(t) | < K;

podle véty 24 jest tedy

f— ’

| ) — Fleq | = | [ 10 dt| < K(a—=,);

jest viak x — 2, << §; podle (31) je tedy
| F(x) — F(zy) | < K6 Z g,

jak bylo dokézati.
Budiz za druhé a < xy < b; budiZ ¢ libovolné kladné éislo;
poloZzme

. £
6 = Min (wo—aa, _I?)’
tedy 8 > 0. DokdZeme: jeli z,— 0 << a<<m, je
30) Je¥to podle (31) jest @y + 0 < xy + (b — x) = b, jest té%
a << 0. '

31) Je-li a < . plyne tato rovnice z véty 38; jeli @ = =,

Zo
je tato rovnice té% sprévns, je¥to potom je [ f(t)dt = 0.
a
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| F(z) — F(xy) | <e.

Tim bude dokdzdno, Ze funkce F(z) je v bodé wx, spojitd zleva.
Budiz tedy x takové é&fslo, Ze plati 2y — 6 < & << 232):
potom jest

Flag) = [f@ dt= [foyde+ [ foydt = F) + [ fo &,

7 ¢ehoZ jako diive plyne
%
| Flx) — Pag) | = | [t dt| < Kz, — =) < K6 e,
xz

jok bylo dokdzati. Tim je dokdzéna ona édst véty 43, jeZ se tykd
hornfho integrdlu; pro dolni integrdl je diikkaz obdobny.

Véta 44, Budi? a << b; funkce f(x) budif ohranifena v inter-
ralu {a,b>. Je-li a < 2y << b a jeli funkce f(x) spojitd zprave

z
v bodé xy mi  funkee f f(t) d¢ v bodé x, derivaci zprava rovnou
a

z
cislu f(x,) @ rovnéf funkce f f(&) dt md v bodé x, derivaci zprava
a

rovnou Cislu f(a,). ObdobnéT je-li a < 2y < b a je-li funkce f(x)

z z
spojitd zleva v bodé xy, ma. funkce f f(t) dt i funkce f f(2) dt v bodé x,
a [
derivact zleva, rovnou &islu f(x,). B
Dodatek. Je-li tedy a <<x<<b a jeli funkce f(t) spojitd
» hodé x,33) existuji v tomto bodé derivace

d . ' d . 3
Tx—( f 10 dt,) = f(a), a;( f 10 dt) = f(z)39)

a

) Tedy jest @ > «, nebot wg— & = x5 — (2o — a) = a.
%) To znamend: spojitd zprava i zleva; viz "vétu 14.
34) Nehot potom derivace zprava i zleva podle véty 44 existuji

a rovnaji se tému¥ &slu f(z); podle vty 17 existuje tedy derivace
a rovné se rovn&% &islu f(z).
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Diikaz vty 44. Polozme pro zkriceni F(z) = f/(t) d¢; budiz

n
a < 2y < b; budiz funkce f(x) spojitd zprava v bodé x,.
Je-li 0 << h < b— jest

Toth Toth Zo-th

Fm+m_ﬂnm_ﬁMM+ﬂnw mmrﬁmm

a tedy

8 Zot+h
G _’.;LL_J.” (o) | ; f]‘(t) d. (32)

Budiz déno libovolné kladné éislo e; jeito funkee f(t) je spojitd
zprava v bodé x,, existuje kladné ¢islo § takové, Ze nerovnost
| f(t) — f(xy) | < €/2 je splnéna pro kaZdé ¢, pro néz platf ay < ¢ <
< %+ 6. Pri tom mohu predpoklddati, Ze plati 6 < b — ,.3%)
Je-li 0 < h < 4, plati nerovnost z,< ¢ << 2,4+ 6 pro viechna
¢isla ¢ intervalu {xy, o+ h); pro vSechna d&isla ¢ intervalu
&y, Ty + b je tedy | f(t) — f(x,) | < &/2 &ili

H(zg) —&/2 < f(8) < f(z,) + &/2:
podle véty 23 plati tedy nerovnost

z,+h

/mwﬂ<ﬂm—~_hﬁwM<ﬂm+w<ﬂm+e

Podle (32) plati tedy nerovnosti

F h) —F
flag) —e < TEEN I g 1
¢ili
F h)y —F
CHTES AN

pro kazdé h, spliujici podminky 0 <k << 6. To viak znamend
privé, Ze funkce F(x) md v bodé z, derivaci zprava rovnou
éislu f(x,), jak bylo dokdzati. Dukaz, Ze také dolni integril ma
v bodé z, derivaci zprava, rovnou &fslu f(x,), provadi se stejné,

) Kdyby totiz bylo ndhodou > b — =, mohli bychom misto
éisla & wvziti menSf &islo b — =,
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jen misto horntho integrdlu je viude nutno psiti dolni integril.
Koneéné tvrzenf o derivaci zleva se dokédZe opét zcela analogicky,
takZe neni snad zapotifebi, abych tento dikaz uvadél. Tim je
viota 44 dokdzana.

b
Jestlize jest a << b a jestlize existuje / f(t) dt, potom podle
a
véty 40 a podle dodatku k definici integrdlu existuje téz integral
£
/ (1) d¢ pro kazdé zx intervalu {a, b>. V tomto piipadé miZeme
tedy ve vété 43 a 44 na pf. misto horniho integrdlu psdti prosté
integral a dostivame tak tuto vétu:
b
Véta 45. Budi# a << b; necht existuje / f(t) dt. Potom plati
“
lato torzeni:
7
1. Funkce ‘ f(t) di38) jest spojitd v intervalu {a,bd.
@
2. Je-li a < x < b a je-lv funkce f(t) spojitd v bodé x, existuje
v tomto bodé derivace

5‘;( f 1t dt) = f(2))

a

8. Funkee spojiti v {a, 5> ma urdity integral od « do b.
7 vét 43 a 44 ucinime tento dileZity disledek:

Véta 46. Budif a < b; budif f(x) funkce ohranidend v inter-

3%) Tento integral je funkei prom&nné wx.
37) Pouzil jsem jen dodatku k v&t& 44; pro derivaci zprava
a zleva mame tento vysledek: Je-li ¢« < v < b a je-li funkee f(x)
x
<pojita zprava v bodé x, mé integrél f f(t) d¢ v bodé& z derivaci zprava,
. a
rovnou Gislu f(x). Obdobné: je-li ¢« < x < b a je-li funkee f(«x) spojita
x
zleva v hod& x, mé integral f f(t) At v bod& z derivaci zleva, rovnou
a
Gislu f(x) (viz vétu 44).
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valu {a, b, jeZ mdi v intervalu {a, b) nejvijse konecny pocet bodu
» .
nespojitosti®®); potom f (x) dx existuje.

a
Dikaz. Sestrojme body @ =da, < a, <3< ...<@y_1 <
< a,=b tak, %e funkce f(x) je spojitd v kaZdém bodé inter-
valu {a, b), jenz nesplyva s Zidnym z bodl ay, a;, @y, . . ., @p.3?)
Vezméme kterykoliv interval {a;_;, a;> (i = 1,2, ..., p); funkce
f(x) je v tomto intervalu ohranidend a je spojitd v kaZdém
vnitinim bodé tohoto intervalu. Pro zkrdceni poloime

T

[ 1o de=F), [0 &= Ga);

—1 “i—1

pouzijeme-li vét 43 a 44 (pii ¢emZ misto intervalu (a, b) klademe
interval {a;_;, a;»), dostdvime tento vysledek:

1. Funkce F(x), G(x) jsou spojité v intervalu (a;_,, as).

2. V kazdém vnitfnim bodé intervalu {a; i, @;> existuji
derivace F'(z) = f(x), G'(x) = f(z). Funkce F(x) — G(x) je tedy
spojitd v wuzavfeném intervalu {a;_,, a;> a ma derivaci rovnou
nule v kazdém bodé oteviendho intervalu (a;—;, a;). Podle véty 19
je tedy funkce F(z) — G(x) konstantn{ v intervalu {(a; ,;, a;>,
t. j. F(x) —G(x) =c¢ pro a;_; < x< a;. Abychom stanovili
konstantu ¢, dosadme za x néjakou hodnotu intervalu {a;_;, a;>;
nejlépe se ndm hodi hodnota x = a;_;; jest viak

“i—1 ai—1
Flaia) = [f)dt =0, Glai) = [ f(tydt =0,
ai—1 Ti—1

tedy ¢= 0. Tedy jest F(x)= G(x) pro vlechna a intervalu
{@;—1, a;>. Specielné pro x = a; jest

Fla) = Glay, &li [ 1) de= [ 1 at,

i—1 a1

- ";"—)—_Funkce f(x) nemusi miti po pFipadd vabec Zadny hod ne-
spojitosti.

3%) Takové body ag @y, . . ., a, mohu dostati tfeba takto: vezmu

body @, b, pfiddm k nim viechny body intervalu <a, b), v nich%
funkce f(m) neni spojitd a vSechny tyto body, sefazené podle veli-

kosti, oznatime znaky ay, ay, ay, ..., a,.
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ag

takZe f f(¢) At existuje. Tedy existuji integraly

Ai—1
“.A a.’ . (lp
[toa [fwat,. .. [ 1) de:
(l.u (l‘| ap:_]

podle véty 39 (a podle poznamky k této vété) existuje tedy téz
integral

“.D 'b
/ (@) dit =] @) e,

jak bylo dokdzati.

Uvedme tento specidlni piipad véty 46:

Véta 47, BudiZ a << b; budif f(x) funkce spojitd v wzavieném

b
intervalu {a; b); polom j f(x) dx existuje.
a
Dikaz. Podle véty 16 jest funkce f(x) ohraniena v inter-
b

valu (a, b); tedy mohu pouiiti véty 46 a tedy j f(x) dx existuje.
a

Véta 46 dala by se podstatné zobecniti, tim se viak ne-
budeme zabyvati.

9. Funkee primitivni a jeji souvislost s uréitfm integralem.
b
Véta 48. Budif a << b; necht existuje integrdl f f(x) dz. Budi£
a

F(x) funkce spojitd v uzavieném intervalu {a,bd, je£ v kaZdém
bodé otevieného intervalu (a, b) md derivaci F'(x) = f(x). Potom jest

b
f f(z) de = F(b) — F(a).

Diikaz. Budiz D, (m=1,2,...) ono rozdéleni intervalu
(@, by, jez déli interval {a, b) na m stejnych dild. Délici body
rozdélenf D, jsou tedy body a= 2om < Tim < T2m < ...
e L Ty < X = b, kde jest

w,-,m=a,—|——:;(b—a) pro 1 =0,1,2,...,m;
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tedy  Awiy = Tim — T = (b — a)/m, tedy  o(Dm) =
= (b —a)/m, tedy lim g(D,)=0. Jeito funkce F(x) jest

m—>0
spojitd v uzavieném intervalu (@i, % > a ma derivaci
v ka?dém bodé otevieného intervalu (z;.. 1,ms i, m), lze podle
véty o stiedni hodnoté (véta 18) kazdému ¢ (¢=1,2,...,m)
piitaditi jisté ¢islo &;,, vyhovujici nerovnostem ;i <<
< Eim < iy tak, Ze jest

F(xi,m) - F(mz'—l,m) = (xi,m - xi—l,m) . F,(fi,m)~

Vzhledem k tomu, Ze podle piedpokladu jest F'(&;,) =
== f(&im), lze tuto rovnici psiti téZ ve tvaru

F(a;m) — F(a; am) = f(Eim) Ain =1,2,...,m).

Scéteme-li tyto rovnice pro ¢=1,2,..., m, dostaneme vlevo
Fay ) — F(xom) Cili F(b) — F(a), takie dostdvdme rovnici

m

2. [Em) Azim = F(b) — Fla). (33)

Uvazme piedeviim, Ze jest @iy < Eim < i, (znameni rov-

nosti bychom dokonce mohli potla(:ltl) za druhé uvazme, Ze jest
lim (D) = 0. MiZeme tedy pouziti véty 31 (v naSem piipadé

M0

jest oviem n, = m); plati tedy vztah

Hm S f(Em) Azim = f () da. (34)

m—>o =1

Podle rovnice (33) jest vyraz

m

Z (&im) Aim

i=1

roven &islu F(b) — F(a) pro kazdé m; tedy i jeho limita je rovna
¢islu F(b) — F(a), takie podle rovnice (34) jest

b
f #() dz = F(b) — F(a),
jak bylo dokézati.
Véta 48 je dulezitd z mnoha divodi. Upozorhuji piedeviim

na to, Ze ndm velmi ¢asto umoZiiuje vypodet uréitého integralu.
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Jeli a < b, existuje-li f Hz) dx (to nastane podle véty 47 na pf.

tehd) je-li funkce f(x) spojitd v mtervalu {a, b)) a podaiif-li se
ndm nalézti funkei F(x), spojitou v intervalu <{a, b), je% spliuje
rovnici F’(x) = f(x) v ka’dém vnittnim bodé tohoto intervalu,

muZeme f f(z) dz okamZité (podle véty 48) “vypodisti z rovnice

f/(x) dx_ F(b) — F(a). Objasnime si to na pifkladech:

1
1. Integral f — da jisté existuje. Funkce®) lg x je spojitd
1
v intervalu (2,7) a mé derivaci rovnou - dokonce pro kazdé

kladné x. Tedy jest fix de=1g7—lg2=1Ig %

2. Obdobné pocitim f sin x dz; funkce —cos z je viude
0

]
spojitd a md v¥ude derivaci sin z. Tedy jest f sin z de =

0
= (—cos) —(—cos0) = —(—1)—(—1)=2.

Jestlize funkce F(x) mé derivaci rovnou funkei f(z) pro
viechna z otevieného intervalu (a, b), Fikdme, Ze funkce F(x)
je primitivnd funkct k funkei f(z) v intervalu (a, b). Je vidéti,
%e funkce F(z), o niZ se mluvi ve vété 48, je funkce spojitd
v intervalu {a, b, jei je v intervalu (@, b) primitivni funkef
k funkei f(z). Z véty 48 a z pifkladi, jeZz jsme pravé uvedli,
je jasnd dulezitost primitivnfch funkei pro vypoc'et urcitych
integralu; nédsledujici kapitola IIT bude vénovédna hlavné meto-
dém pro vypodet primitivnich funkef. -

Vétu 48 lze velmi podstatné zobecniti; uvedeme zde jen
jedno velmi jednoduché zobecnéni: :

40, P¥idrZuji se Kosslerova oznadeni lg = pro p¥irozeny logarit-
mus é&isla x.

Jarntk: Uvod do integrédlnfho podtu. b 65



b
Véta 49. Budiz a << b; necht existuje integrdl f f(x) dz. BudiZ

. a
F(x) funkce spojitd v intervalu {a, b), jeZ ma derivaci F'(z) = f(z)
ve vdech bodech intervalu (a, b), vyjma nejvyde v koneSném poltu
bodi.. Potom jest

b
[ f@) de = F(b) — F(a).1)

Ditkaz. Sestrojme é&fsla a =0, <@, <a,<...<ap 1<
< ap = b tak, e rovnice F'(z) = f(x) je splnéna v kaZdém bodé
intervalu (a, b), jenZ nesplyvd s Zddnym z bodi a,, ay, ..., @p.
Vezméme kterykoliv interval {a;_i,a;) 1 =1,2,..., p). Podle

ag
véty 40 existuje f f(x) dz. Jezto funkce F(x) je spojitd v inter-
i—1
valu {a;_, ;> a jeito rovnice F'(x) = f(x) plati v kazdém bodé
otevieného intervalu (a;_;, a;), muZeme pouziti véty 48 a do-
stdvame

[ 1@ dz = Fla) — Fla) G =1,2,...,p).

i1

Podle véty 39 a podle poznamky k této vété je tedy

b P a; P
[i@da =3 [ fa)ds= 3 (Fla) — Fla) =
@ =t =

= F(ay) — F(a,) = F(b) — F(a),
jak bylo dokazati.

b
10. Definice integralu f f(x)dx pro a>b. Dosud jsme
a

41) Rozdil proti vét& 48 jest v tom, Ze nepoZadujeme, aby
rovnice F’(xz) = f(x) byla splnéna ve wdech bodech intervalu (a, b),
nybrZz pfipoustime, aby existoval v intervalu (a, b) koneény podet
bodd, v nichZ rovnice F‘(x) = f(x) neplati (bud proto, Ze F’(x)
v takovém bod& vibec neexistuje nebo proto, Ze F’(z) mé hodnotu
riznou od ¢&isla f(x)). Naproti tomu spojitost funkce F(x) poZadujeme
v celém intervalu <a, b) bez vyjimky.
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b .
definovali integral f f(x)dx pro a << b (v odst. 2) a pro a=1b

(na potatku odst. 7) Doplnime tuto definici je3té pro piipad
a> b takto:

Druhy dodatek k delinici integrélu. Budif a > b; potom

definujeme uréity integrdl f f(z) dx rovnici f f(z) de = — f /(z) dz,

jestlize ovdem f f(z) dz existuje.s?)
Tim méme definovdn uréity integrail f f(z) dz pro a < b,

pro a = b i pro a > b. Prehlédnéme jeité Jednou, jak jsme jej
definovali:

1. Je-li @ = b, potom existuje ff(x) dz tehdy a jen tehdy,
b
je-li funkce f(x) definovdna pro z = a; potom jest f f(z) dxz = 0.

b
2. Je-li @ < b, potom existuje ff(x) dz tehdy a ]en tehdy,

je-li funkee f(x) ohrani¢end v intervalu {a, b) a je-li f f(z) dz =

= /(x) dz; potom jest f/(x) dx_-f/(x) dm~f/(x) de.

3. Je-li @ > b, potom existuje f f(z) dz tehdy a jen. tehdy,
a

a b a
existuje-li [f(z) dz; potom jest [f(x)dx= — [f(x)dx.
/ Jlert===]

a
2) Jest b < a, tak¥e f f(z) dx se béfe ve smyslu, zavedeném
[
v odst. 2. Obvyklé nazvoslovi (funkce integrovans, integraé;xi pro-
ménnd, meze integrédlu) zachovdvame i zde; v integralu f f(x) de

a
nazyvame d&islo @ vidy dolni mezi, &islo b horni mezi, i kdyZ jest
a>b.
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V ptedchédzejicich odstaveich odvodili jsme Fadu vét pro
)
integral f H=z)dz v pifpadé a << b; podivime se nyni, plati-li
a -
tyto véty téz bez tohoto omezeni (t. j. plati-li téZ pro a = b,

a > b). Pii tom se omezime na nejdileZitéj§{ véty. Predeviim
ve vété 35 lze predpoklad @ < b vynechati; platf totiz

b b b
Vita 50, Existuji-li integrdly f 1 (2)dz, f f(2)dz, ..., f fo(z) A

b
a jeou-li ¢y, ¢y, . . ., Cy, libovolnd &isla, existuje 1 integrdl f (¢ fulx) +
a

“+ ...+ Cn falz)) dx @ jest
b b
[ hi@) + e fl@) + - . + ea fa(2) dz = ¢, [ fy(2) dz +

b b
+ szfz(x) dz + ...+ cnffn(x) dx. (35)

Diikaz. 1. Je-li @ = b, je véta samoziejmd (viechny vySetio-
vané integrily se rovnaji nule). 2. Je-li @ < b, je tato véta totoznd
s vétou 35. 3. Je-li konetné a > b, pouZijme toho, Ze existujf

a a a
podle pi‘edpoklg,du integrily f fi(z) da, f fo(x)dz, .. ., f fn(x) da.
b b b

a
Jeito jé b < a, miZeme pouziti véty 35. Tedy existuje f (¢ fi(=) +
b
+ ...+ cpfu(x)) dx a jest

[eh@+ ...+ enfa@) de=c, [ (@) dz+ ... + o [ fal@) da;
[ - b b

nésobime-li tento vztah na obou strandch éislem — 1, dostdvdme
hledany vztah (35). Rovné% ve vété 39 lze predpoklad a < b << ¢
vynechati; plati totiZ
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b ¢
Véta b1. Existuji-li integrdly f Hz) dz, j f(x) Az, existuje
a b

[
t tnlegrdl f f(z) dz a jest
a

[4 b [4
[ i@ dz = [ f(@) dz + [ f(z) da. (36)
a a b

Dikaz. 1. Jsou-li aspoii dvé ze tii &isel a, b, ¢ sobé rovna,
b
je véta 51 sprdvni. Nebot je-li predné a =b, jest f = 013)
a

(4
a tedy vzorec (36) plati. Je-li za druhé b= ¢, je f =0 a vzo-
b
rec (36) opét plati; je-li koneéné a = ¢, jest podle 2. dodatku

b [ ¢
k definici integrdlu f + f =0= f , takZe vzorec (36) opét
a b e
plati.
2. Zbyvé tedy pripad, Ze v¥echna tii &fsla a, b, ¢ jsou na-
vzédjem ruznd; zde je moZno Sest riznych poradi podle velikosti:
I) a < b<c: v tomto pripadé plati vzorec (36) podle vé-
ty 39.

b c b
II) a < c<b; zde jest podle véty 39 a 40 f=f+f.
a a [4

¢ b b b [
tedy [= [— f - f + f , jak bylo dokézati.
a a c a b

[ /3 [:4
III) b <a <c; zde jest podle véty 39 a 40f=f+f,
b b a

[3 c a b [4
¢ili af - bf — bf - f + bf , jak bylo dokazati.

b
43) Pro zkrdceni vynechidvam f(x) dz; misto f [(z) dz pisi tedy
a

b

f atd.
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a [ a c a
IV) b<c<a; zde jest f=f+f. ¢ili f=—-f=
b b c a c
[ a [
-~/
a b
b a b [4 a
V) c<a<b; zde jest f=f+f, éili f=—f=
c c a a
b ¢
- f=[+]
c a b
b a

VI) ¢ < b < a; zde jest j = [+ | nasobfm-li sislem — 1,
¢ c 1]

c b 4

dostanu | = | 4 )

i
Uplnou indukef plyne z véty 51 okamzité

s a, ap
Véta 52. Existuji-li integrdly [ f(z)dz, | f(z)dx, ..., | f(x)d,
a[ a[ f

Ap—1
Uy

existuje i integrdl f f(x) da a jest
a

ff(x dx—f/(x dx+fr(x)dw+ +ff(x)dx

tp—1
Vétu 45 lze zobecniti takto: ,
Véta b3. Budif a < b; necht existuje integrdl f f(t) dt. Budi? ¢
libovolné ¢&islo intervalu (a, b). Potom plati tatc: torzeni:
1. Funkce f;(t) dt44) jest spojitd v intervalu {a, b).
¢

44) Tento integral je funkei proménné wx.
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. Jelli a < x < b a je-li funkce [(t) spojita v bodé x, existuje
v tomlo bodé derivace

d%( f 70 dt) = f(2).%)

Dékaz. Jest f f(t) dt = f f(t) dt + f ft) dt (podle véty 51);

jeito f jest konstanta (t. j. ¢fslo nezdvislé na z), plyne véta 53

¢
okam?zité z véty 45.

Ve vété 53 jsme vySetiovali integrdl jakozto funkei horni
meze; obdobné muZeme vySetfovati integrdl jako funkei dolni
meze; dostdvdme tuto vétu:

b
Yita b4. BudiZ a < b; mecht’ existuje integrdl f 1(t) dt. Budi# ¢
[
libovolné &islo intervalu (a,b). Potom plati tato tvrzeni:
[
1. Funkce f f(2) dt jest spojitd v intervalu {a, b).
x

2. Jelli a < x < b a je-li funkee f(t) spojitd v bodé x, existuje
v tomto bodé derivace

d ¢
P ( [ reyae ) = — f(2).49)

¢ x
Diikaz. Jeito jest f f(¢) dt = — f f(¢) dt, plyne véta 54

okamzité z véty 53.

Ve vétach 42, 46, 47, 48, 49 jsme piedpoklidali a < b;
jak tyto véty nutno upraviti, kdyZ jest @ > b, nenf snad tieba
obifrné vypisovati; omezme se na to, Ze ukdZeme, jak vypadd
obdoba k vétdm 47 a 48 pro a > b:

45) Jediny rozdil proti v&té 45 je tedy ten, Ze dolni mez nemusf
byti pravé rovna é&islu a, nybrz muZe byti rovna libovolnému éislu ¢
z intervalu (@, b); plati ovSem té% pozndmka obdobné k pozn. 37) na
str. 61 o derivaci zprave a zleva.

, 48) Plati ovSem zase pFisluSnd poznamka o derivaci zprava
a zleva.
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Vita bb. Budif a > b; budif {(x) funkce spojitd v uzavieném

b
intervalu (b, a)¥?); potom f Hz) dz existuje.

Diikaz. Jest b < a; podle véty 47 eXIStUJe tedy f f(x) dz,

a tedy — podle definice — existuje téz f f(z) da.

Vita 56. Budif a > b; necht existuje integral f f(z) dz. Budi#

a
F(x) funkce spojitd v uzavieném intervalu <b,a), jeZ v ka‘dém
bod¥ otevieného intervalu (b, a) md derivaci F'(x) = f(x). Potom jest

b
[#) dz = F) — F(a). (37)

b
Dilkaz. Podle predpokladu existuje f f(z) dz, tedy existuje
) a
té% x) dz; jeito je b < a, mUZeme pouZfti véty 48, &imz
] ] p y
b

a
dostdvame rovnici f f(z) dx = F(a) — F(b); ndsobime-li tuto rov-
b

nici ¢islem — 1, dost4vdame hledany vztah (37).
Obdobné mohli bychom i k ostatnfm vétim, jez jsme pro

b
integral f f(x) dz odvodili' v ptipadé a < b, nalézti véty obdobné
a
pro pifpad @ > b. Na pf. véta 37 znéla takto: Budii a < b;
b

necht existuj integraly f f1(z) de, f (@) da; budiz f,(z) > f,(2)
a a

b b

pro viechna x intervalu <a, b); potom jest f fu(z) de > f fo(z) da.
a a

Piisludnd véta pro @ > b zni takto: BudiZ @ > b; necht’ existuji
47) PiSi ovSem <b, @) a nikoliv {a, b), jeZto je b < a.
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b b
integraly f fi(z) dz, f folx) dz; budiz fi(x) = fy(x) pro viechna z
a a b b
intervalu (b, @); potom jest f filz) dz < f fo(x) dz.48) Nebot
[ a

a a
— jezto b << @ — plyne z véty 37 nerovnost f fi(x)dx > f fo(x) da;
b b

ndsobime-li obé strany této nerovnosti zdporngm ¢&islem — 1,
musime soucasné obratiti smysl této nerovnosti, ¢im% dostdvime

b b.
hledanou nerovnost f hlz)dz < f fao(x) da.
a a

CVICENT.

1. BudizZ f(z) funkce ohraniend v intervalu {a, b>4®); jeji horni
(resp. dolnf) hranici v intervalu <a, b) oznaéme znakem M (resp. mn).
Rozdil M — m nazyvame oscilact funkece f(x) v int. {a, b> a oznadime
jej znakem Q(f(z); <a, b)), takZe Q(f(x); <a, b)) = M — m.

DokaZte toto: oznaéime li znakem 9 mnoZinu vsSech Cdcisel
/(x’) — f(=”), kde &fsla a’, " probihaji vSechny hodnoty intervalu
{a, b, je oscilace funkee f(z) v int. (a, b) rovna horni hranici mno-
#iny M. To znamend tedy: Jsou-li z’, z¥ dvé libovolna &isla int.

<a, by, je

f(&') — f(x") < Q(f(z); <a, bd); (38)
je-li viak ¢ libovolné kladné &islo, pak existuji &isla z’, 2” inter-

valu <a, b> tak, Ze je
f(2') — f(z") > Q(f(=); <a, b)) —e. (39)
DokaZte jests, Ze posledni véta zGstane spra.vnou i tehdy, nahradime-li
v nerovnostech (38), (39) vyraz f(x’) — f(z”) vyrazem | f(z’) — f(x") |.
. Budiz f(z) funkce ohraniéena v intervalu <a, b>; bhudiZ

D hbovolne rozdélenf int. (a, b)>, definované dé&licimi body « =
=Ty < # < ... < x, =b. Jako obvykle budiZ M, (resp. m;) horn{

(resp. dolni) hra.mce f\mkce f(r) v int. {x;_y, T, A:ci =Ty Ty,

S(D) = Z M, Az, s(D) = zm Az Polotme Q; = M;— m,, takfe

=1 =1
Q; je oscnlace funkce /(x) v intervalu (x;_,, 7;>; poloime jestd

w(D) = S(D) — s(D) = 2 Q; Az,

48) Smysl nerovnosti je tedy v pfipadé @ > b opaény nei v pii-
pads a < b.
49) Ve viech cvifenich ke kap. II pfedpokladém a < b.
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DokaZte tyto dvé vty

1. Mé-li funkce f(z) urélty mtegral od a do b, potom ke kazdému
kladnému &fslu & existuje kladné &islo d tak, Ze nerovnost o(D) < &
plati pro vSechna rozdéleni D intervalu <a, b), pro né&Z je g(D) < ¢
(znak o(D) byl zaveden pied vétou 26).

I1. Existuje-li ke kaZdému kladnému é&islu ¢ rozd&leni D inter-
:lrahll7 {a, by tak, Ze je w(D) < ¢ mé funkce f(x) urd. integrél od «

o

3. DokaZte: Jsou-li funkce fi(z), fo(%) ohraniené v int. {a, b)

a jsou-li ¢, c, libovolnd ¢isla, je

Q(ey h(@) + 3 fo(7); <@, b>) < | ¢, | (fi(z); <a, b)) +
+ ¢y | Q(fo(2); <a, b>).

4. Ulivajice cvié. 2 a 3, odvodte novy dikaz této véty: jsou-li
¢y, ¢y libovolné &fsla a mé-li funkece f,(x) i funkce f,(x) uré. integral
od a do b, ma i funkee c; fi(x) + ¢, fy(x) urd. integral od a do b.

3. Doka%te: Funkce f(x), g(x) necht jsou ohraniéené v inter-
valu {a, b>, takZe existuje ¢islo K tak, Ze pro vSechna z intervalu
a,by jo [/(x)| < K, [g(z)| < K. Potom je

Q(/(z) g(x); <a, by) < K(Q(f(x); <a, b)) + L(g(z); {a, b))).**)

6. UZivajice cvié. 2 a 5, dokaZte tuto v&tu: ma-li funkce f(z)
i funkee g(x) uré. integrél od a do b, mé i funkce f(x) g(x) uré. integral
od e (lo b.

w Dol\aite: Funkce f(z) budiZ ohranidena v int. {(a, b); také

funkce —+—— budiZ ohraniéena v int. <{a, b),%!) takZe existuje ¢islo K

l(

takové, Ze pro viechna x intervalu <{a, b) je

(x)
1 .
Q(W; <a, b)) < K* Q(f(2); <a, bd).

8, UiZivajice cvié. 2 a 7, dokaiZte tuto vétu: ma-li funkee f(z)

uré. integrdl od @ do b a je-li funkce @) ohranitena v int. {a, b,

f(

m4 i funkee -—l?) uré. integrdl od a do b.

£ K. Potom je

9. Z cvié. 7 a 8 plyne: Ma-li funkce f(x) i funkce g(x) urd.

integril od a do b a je-li funkce 7@ ohranifena v int. <{a, b>, mi
i funkce 1) uré. integrél od a do b.
9(x)

80) K dtkazu wuZijte vzorce f(z’)g(x’) — f(z”) g(”) =
= f(z’) (9(2’) — 9(2")) + g9(=”) (f(x’) — f(z")).

81) V tomto p¥edpokladu je jiZ obsaZen pfedpoklad, Ze funkce -— f @)
je definovéna v intervalu {a, b, t. j. Ze je f(z) = 0 pro vSechna
intervalu <a, b). Tuto poznamku mé]te na paméti i pfi evié. 8, 9.
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10. DokaZte: Je-li funkee f(x) ohrani¢ena v intervalu <a, b5, je
Q(| f(=z) 1; <a, by) < Q(f(x); {a, b))

(uZijte toho, Ze | f(z') | — | f(z") | < | f(&') — f(=") |).

11. Z cvifeni 2 a 10 plyne tato véta: Ma-li funkee f(z) wré.
integral od a do b, mé i funkee | f(z) | urd. integral od @ do b.

12. PouZivajice v&ty 31 a cvié. 11, dokaZte tuto vétu: Ma-li
funkee f(x) urd. integrdl od a do b, jest

b
f () da
a

b
< [ 1#@) | de.
a

Misto véty 31 lze téZ uZiti vét 37, 35.
13. O funkei f(x) Fikdme, %e je neklesajict (resp. nerostouct)
v int. {a, b), jestliZe nerovnost

flzy) S f(zg) (resp. f(z,) 2 f(75))

plati pro viechny hodnoty z,, z,, jeZ splfiuji nerovnosti ¢ < x; <
< z, £ b. Funkce neklesajici a nerostouci v int. <a, by zahrnujeme
pod spoleény nézev ,funkce monotonni v.int. <a, b)‘‘. UZivajice
cvié. 2, dokaZte, Ze kaZdé funkce monotonni v int. {a, b) ma uré.
integral od « do b.

14. DokaZte tuto vétu (t. zv. 1. vétu o stiedni hodnoté integrdl-
ntho poctu): Budte m, M dv§ &isla a f(x), g(x) dv& funkce, je% maji
uré. integrdl od a do b. Pro viechna z intervalu <a, b) budiz m <
L f(x) £ M, g(x) g 0. Potom je

: b b b
m fg(x) dz < f/(x) g(z)dx < Mfg(w) de.
a a a
15. DokatZte: je-li funkee f(x) nerostouct v intervalu {u, a +- kk)
(k celé kladné, h > 0), je
atkh
h(f(a + k) + fl@ + 2h) + ... + f(a + kh)) £ [ f(2)dz <
a

S hfla) + fla + 7)) + ... + fla + (kK — 1) h)).

(Je-li f(z) neklesajici, obrati se znameni nerovnosti. Existence integ-
ralu plyne z cvié. 13.)
16. DokaZte, ¥e existuje limita (zvand ,,Eulerova konstanta‘‘)

1 1 1
lim (1 ==t lrn),
N=»00 2 3 n &
1
Névod. PoloZme v, = 1 + % + ...+ v Ign (n==1,2,3,...).
Pro 0 < @ < b dostanete z véty 48 snadno
b
1 b
f; de = Ig -

a
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Kladouce ve cvi8. 16 a =n, k=h = 1, f(x) = 1/x, obdriite

v n+1

1
n+1_vn=n+l Ig £0;

kladouce ve cv16 15a=1%k=1k=mn—1, f(z) = 1/x, obdriite
Ifn < v,

Hledany vysledek plyne pak z v&t o limitdch monotonnich
posloupnosti (Késsler 22—23).

17. DokaZte: budiZ f(x) funkce kladné a nerostouci v intervalu
{a, o) (t. j. pro a < x; < 7, j0 0 < f(23) < f(7,)). Potom nekoneénéd
fada f(a) + fla + 1) + f(a + 2) + ... je konvergentni tehdy a jen
tehdy, existuje-li &islo K tak, %e pro vSechna kladnd n jest

a+n

f fz) dx < K.

Névod: ufijte cvideni 15 a véty, Ze Yada s kladnymi &leny kon-
verguje tehdy a jen tehdy, je-li posloupnost jejich &astednych soudéth
shora ohranidena (Késsler 38).

oo

1
18. DokaiZte: Fada z — je konvergentni pro « > 1, diver-
n=17
gentni pro a < 1.
Névod: Je-li « =1, uZijte vysledku cvideni 17 pro a =1,
/(a;) = g—%; piisluiny integral vypodétete podle véty 48, uvaZite-li,
Zeb?) -

d 1 d [« ) e
-—a;(lga:) = Zﬁ(ft-_a— = pro « = 1.

Pro a <1 je pak n=*>n"1 (n=23,...) a princip p¥i-
rovnavéni fad®) ddva divergenci.

(e ]
19. DokaiZte: Fada z R je konvergentni, je-li budto
negn® (Ig n)?

« > 1nebo x =1, f > 1; ve vSech ostatnich piipadech je Fada
divergentni.

Névod: Nap¥Fed rozfeste pfipad o« = 1, f = 1, uZivajice cviteni 17

pro )
a=2 [(x) =———=:
o) = s
piislusny integral vypoétete podle véty 48, uvéiite-li, Ze
dga) 1
dx(lg(lgz)) xlga: T\ 1—=F )" =g =p pro f =+ 1.

Ostatni pifpady pFevedete na pipad o =1, g = 1 takto: budiz
¢ kladné, yp libovolné; potom je

52) Ctena¥ sam necht uvéa¥i, pro kterd = tyto a podobné vzorce

ve cvié. 18, 19, 20 plati.
83) Késsler str. 39, fadek 1—17.
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'\d
lim (82 _
z—o x°

{pro ¥ < 0 je tefito vysledek samozfejmy; pro y > 0 viz Késsler,
str. 99 dole).
Je.li tedy o > 1, je pro dosti velkd n

1 1
<
n® (Ign)f n (Ig n)?

a Fada konvergujess); je-li « < 1, je pro dosti velkd n
1 - 1
n*(lgnpf  nign

a fada diverguje®); tenty% vysledek plat{ koneénd pro « = 1, § < 1.
20. (Trochu t&z8i; zobecn&ni cvid. 18 a 19.) PoloZte lg, 2 =
=lg(lg z), lgs = = Ig (lg, z), . . ., obecnd lg,x = lg (lg,, _, =) (m =
= 3, 4,...). Doka¥te: fada
]

Z 1 55
n® (lg n)* (Igy n)™. . .(lg; n)**

n=a
konverguje tehdy a jen tehdy, maé-li fada &isel
(gs Opy Oigy « = o5 O

tuto vlastnost: v této Fad® existuje aspoii jedno &islo rtzné od 1
a prvni z téch éisel raznych od 1 je v&tsf nez 1. Na p¥. pro k& = 2
je fada konvergentni, je-li budto «y > 1, nebo &y = 1, &; > 1, nebo
o9 = &, = 1, ay > 1; v ostatnich pfipadech je divergentni.

Navod: podobné jako v cvié. 19 rozieSte napied - pFipad

dg = =...=o04 ; =1, o 21, ufivajice vzorcl
d a z) = S |
dz Ep41 ™) = zlgzlg,z... lg « ’
d [(lg, z)* '
___(g" ) = 1 proak#:l.
dz\ 1—a zlgxlg, . .lg_, = (g, )™

Ostatni pfipady lze — podobn& jako v cvid. 19 — na tento p¥ipad
pFevésti.

84) Podle principu pfirovnavéni ¥ad. )
85) Celé &fslo @ je voleno tak, aby vSichni &lenové Ffady méli
smysl.
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