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CviZenie. Urobte obdobny rozbor riedeni d. rovnic

3
y = - \,y. vy = vlyl

6. Roz8irenie obsahu existenZnych teorém

V tomto odseku poddvame struiny prehlad o tom, aké dal3ie désledky
vyplyvaji z predpokladov peanovskych existen&nych teorém. V sihlase s tym pred-
pokladéme vo v8etkych Castiach tohto odaeku, Ze oborom o d. rovanice (a) Je
neohranileny dv. interval, alebo kompaktny normdlny obor, alebo otvorend mnoZi-
na a Ze s splnené podmienky prisluSnej existeninej teorémy. PrevaZnd Cast vy-
sledkov v tomto odseku je uvedend bez d8kazov. Prostriedky k tymto dbkazom mé-
me sice z predchédzajdcich udvah k dispozicii, av3ak detailné vypracovanie dé-
kazov je dasove velmi néro%né, a preto od neho upiltame.

32, Roz&8irenie integrédlov k hranici
oboru d. rovnice '

Existendné teorémy dovoluji ukézat, Ze za predpokladob popisanych v
. peanovskych existendnych teorémach moZno kaZdy integrdl d. rovnice (a) rozsi-
it aZ k hranici oboru tejto d. rovnice, t,j. existuje rozdfirenie integrélu,
ktoré méd svoje konce na hranici oboru o.

‘Vskutku, nech y; Je TubovoIné riedenie d. rovnice (a) definované
v nejakom intervale J;. UkédZeme, Ze k riedeniu ¥y, existuje roz8{renie,kto~
ré m4 napr. pravy koniec na hranici oboru o¢. Obdobnymi dvahami sa @4 zistit
existencia roz3irenia, ktoré mé Yavy koniec na hranici oboru ¢ a tym plat-
nost tvrdenia v celom rozsahu. ' '

Najprv uvazujme o pripadg, Ze interval J; Je sprava uzavrety. Nech
X, Je pravy koniec intervalu J; a (x, 7 1) pravy koniec int. krivky ¥y
takZe i 1= yl(xl). Ak obor ¢ Jje neohranileny dv. interval alebo. kom~-
paktny normdélny obor, alebo otvorenéd mnoZina a (xl, er) Je Jjeho vniitornym
bodom, vychddza z bodu (x,, 1'1), ako je znédme, rieSenie y, d. rovnice la),
ktoré mé pravy koniec na hranici oboru ¢; obidve riesenia Y10 Yo tvoria do-
hromady }ntegrél d. rovnice (a), ktorjy je rozdfrenim riefenia y, a mé pra-
v} koniec na hranici oboru o. Ak obor o Je neohraniéeny dv, interval, ale-
bo kompaktny normélny obor a bod (xy, % 1) Je na prave] %asti jeho hranice,
potom integrél y; Je svojim roz3firenim, ktoré méd zrejme pravy koniec na hra=-
nici oboru o¢. Ak obor o Je kompaktny normilny obor a bod (xl, 2,) leZd
na dolneJ alebo na hornej &asti jeho hranice, potom opdt Jje integrél y, 8vo-
jim roz3{irenim, ktoré mé pravy koniec na hranici oboru o,

Teraz uvafujme o pripade, Ze interval Jl Jje sprava otvoreny. Nech
' Xy Je opat Jeho pravy koniec. Ak obor o Je otvorend mnoZina a riedenie ¥y
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mé pravy koniec na jeho hranici, je riesienie N svojim roz3irenim, ktoré mé
pravy koniec na hranici oboru o. Ak obor ¢ Je otvorend mnoZina a riesenie
71 nemd pravy koniec na jeho hranici, existuje na int. krivke y, postupnost
bodov konvergujica k istému bodu (xl, Ql),ktmy je wxitomym bodom oboru €; od-
tiaY podla vety o prirastku usudzujeme, prihliadajuc k ohranilenpsti funkcie
{ v okol{ bodu (xl, @1), Ze existuje roz3frenie y, int. ktivky y; na
sprava uzavrety interval J v ixl} do bodu (xl, 4),1). Podobne, ak obor

0 Je neohranileny dv. interval, alebo kompaktny normélny obor, existuje rozdi-
renie Y5 int. krivky Yy, na sprava uzavrety interval J v {11} do istého
bodu (xy, %) (ods. 7). Vo vZetkjch tfchto pripadoch existuje podla predchd-'
dzajiceJ Uvahy roz3irenie integrélu y»» ktoré mé pravy koniec na hranici o-
boru ¢; toto roz8irenie je zrejme roz3irenim integrélu ¥y, a mé pravy koniec
na hraniel oboru oL,

33, Existencia krajnych integrédlov
prechéddzajdidci-ch danym bodonm

Dalej sa a4 ukdzat, Z¥e za predpokladov popisanych v peanovskych exie=
tennfch teorémach prechédzaju kait;ym bodom (xo? yo) oboru O, s pripadnou
vinimkou ‘bodov leZiacich na dolnej alebo hornej &asti hranice oboru O, kraj-
né riedenia d. rovnice (a), teda najmen3ie rie3enie g a najviiZiie riedenie
G d. rovnice (a), ktoré maji svoje konce na hranici oboru O0; Zasti krajnych
riefeni existuji v uréitom spolo&nom intervale, ktory Jje prienikom ich interva-
lov,

Podrobne j8ie mbZeme prvi Zast tohto tvrdenia vyJjedrit tym, Ze o exis-
tencii krajnych rieSeni prechédzajdcich danym bodom platia vety, ktoré dcsta-
neme z predtym uvedenych existendnych tecrém, akx v kaZdeJ z nich nahradime slo=-
v4 "aspon jedno rie3enie" slovami "najmendie a najvd¥¥ie rie3enie?

Na nasledujdcom obrézku je znézorpend situdcie v pripade, Ze obor ¢
d. rovnice (a) Jje dv. neohranileny interval a bod (x,, yo) leZ{ vmitri toh-
to dv. intervalu. ‘

J4|

X1

0 ¢ §+a

Obr. 10



34, Roz81{renie kra j nych riesent
k hranici oboru d. rovn ice

" Vy¥sledky o existencii krajnych riedeni d. rovnice (a), ktoré sme
prédve uviedli, a vety o rozd3frenf rieZenf uvedené v tomto ods. 32 dovoIujd u-
kédzat, Ze za p}edpokladov popisanych v peanovskych existen&nych teorémach moZ-
no ka?dy najmen3{ (najv#Z3{) integrdl d. rovnice (a) prechddzajici danym
bodom roz3{rit aZ k hranici oboru d. rovnice tak, aby &ir3ie riesenie bolo
opdt najmen3fm (najvid&3im) riefenim d. rovnice (2), ktoré prechddza tymto bo-
dom, t.j. existuje roz8irenie integrdlu, ktoré je opét najmenéim (najvé&sim)
ried3enim prechédzajicim tymto bodom a ktoré mé svoje konce na hranici oboru o.

35. Krajné zloZen6é integrély prechdé-
dzajiuce danym bodom

Uvedené vysledky o krajnych integréloch prechddzsjicich danym bodom’
vedd k popisu ¥lastnosti krajnych zloZenych integrdlov za peanovskych predpo-
kladov.

Prihliadajic k predchddzajicim vysledkom o existencii krajnych rie-
fen{ vidime, Ze za predpokladov popisanych v peanovskych existen&nych teorémach
prechéddzaju kaZdym bodom oboru o s prip. vynimkou bodov leZiacich na dolne]
slebo hornej &asti hranici oboru o obidva krejné zloZené integrély 4. rov-
nice (a), teda dolny zloZeny integrdl h a horny zloZeny integrél H d.
rovnice (a), ktoré maji svoje konce na hranici oboru d. rovnice; &asti tych-
to krajnych zloZenych integrélov existujd v istom spolodnom intervale, ktory
je prienikom ich intervalov.

Dalej usudzujeme, %e za tych istych predpokladov moZno ka%dy dolny
(horny) zloZeny integrdl d. rovnice (a), prechddzajici danym bodom rozZirit
a% k hranici oboru d. rovnice tak, aby 3ir3{ integrél bol opidt dolnym (hornym)
zlo¥enym integrédlom d. rovnice (a), prechddzajdcim .tym bodom.

36e Pe anovské obory

Z predchddzajiceho vieme, Ze za predpokladov popisanych v peanovych
existen¥nych teorémach prechddzaji kaZdym bodom (xo, yo)'e 0, 8 prip. vynimkou
bodov le?iacich na dolnej alebo hornej &asti hranice oboru O krajné rie3enia,
a to najmen3ie rie3enie g a najvia&3ie riedenie G d. rovnice (a), ktoré
majd svoje konce na hranici oboru d¢; tieto krajné rieSenias existujd v istom
spolo&nom intervale J, ktory je prienikom ich intervalov.

Sast p oboru ¢ medzi obidvoma krivka g, G nazfvame peanovskym
oborom v bode (xo, yo) nad intervalom Jj, strufne: peanovskym oborom v bode
(xo, yo). Tento obor je teda mnoZiina bodov, ktorych siradnice vyhovuji vztae
hom: )

x€ J§, glx)s y = G(x)
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Peanovsky obor sa nazyva Uplny}, ak obsahuje v3etky body leZiace medzi
obidvoma krivkami g, G; v opaZnom pripade sa nazyva neuplny. Na nesledujicom
obrézku je zndzorneny uplny a neldplny peanovsky obor v pripade, %e oborom o
d. rovnice (a) Jje otvorend mnoZina: '

s

Obr. 11

Hlavnym vysledkom o peanovskych oboroch je této veta:

Ak peanovsky obor p Jje uplny, je vyplneny¥ integrélmi d. rovnice (a),
ktoré vietky prechddzaju bodom (x,, ¥,)e

Zmysel tvrdenia je tento: Za uvedeného predpokladu prechéddza kaZdym
bodom oboru p integrél d. rovnice (a), ktory silasne prechddza bodom
(xop yo)o '

Na nasledujicom obrdzku je zndzornend situécia v pripade, Ze oborom
¢ d. rovnice (g) Jje dv. neohranileny interval ES , § +a] X (~eny®° ). Vy=-

&iarkovany peanovaky obor Jje vyplneny integrélmi d. rovnicer (a), ktoré viet-

ky prechédzajd bodom (x,, ¥,).

4|

" Obr. 12



37 Perronova existend&néd teoréma

Popisuje situdciu v pripade, %e oborom d. rovnice (a) Jje kompakt-
ny normélny obor vymedzeny nejakymi krivkemi u, v, které vychddzaji z toho
igtého bodu a vyznaZujui sa tym, Ze u Jje dolnd a v hornd funkcia vzhladom
na rovnicu (a). Obsah teorémy je zahrnuty vo vysledkoch ods. 33, 11, 36. I
napriek tomu ju uvddzeme v Uplnom znenf vzhladom na poletné aplikédcie a preta,
Ze méme prileZitost zmienit sa o metsde, ktord pouZil Perron [12] na jeJj od~-
vodenie.

Teoréma 2znie:

Nech v d. rovnici
vy = £(x, y) ' (a)
je funkcia f spojitéd v kompaktnom normélnom obore:
(0=) §5x #§ +a_,'u(x) € y g vix) (a > o)

priéoﬁ funkcie u, v vychddzaju z toho istého bodu (S » ) a u je dolné

a v horné funkcia vzhladom na rovnicu (a). Potom z bodu (§,7) vychédza-
j4 obidve krajné rie¥enia g, G d. rovanice (a), ktoré si definované v ce=-
lom intervale [ £, f +a] .

Peanovsky obor v bode ( § ,4) Jje vyplneny int. krivkami d. rovni-
ce (a), - ktoré vychédzaju z bodu (f +)) a sl definované v celom intervale

[§06+al.

Situdcia je znézornend na uvedenom obrézku:

4

‘ (§7)

Obr ' 13

Perronov d8kaz bol zaloZeny na inych pojmoch a iivahdch, neZ sme vyvi-
nuli v predchédzajicom vyklade, ktoré pojmy a dvahy sa ukézali byt velmi uii-
toé&né. .

Perron predpokladal, Ze funkcie u, v vychddzaju z'bodu (5 ,Q_), i
spojité a majui v8ade derivécie sprava a zlava, ktoré vyhovuji nerovnostiam
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Drulx) § £[xc ulx)] , D2vix) 2 ¢ [x, v(x)]

V ddkaze vy3iel od prirodzeného rozdirenia y = F(x, y) 4. rovnice
{a) na neohranileny dv. interval [ § , § +a]x (-~ee,~) aodpojmov dol=-
neJ a hornej funkcie, ktoré pojmy maju v jeho ponat{ o niedo iny zmysel. Perron
rozumie dolnmou funkciou kazdd funkeciu CP y ktoréd je spojita v 1nterva1e[§ ’

}-& a] s Vychddza z bodu ( 3 +%2) a v kaidom &isle x tohto intervalu spi-
na nerovnosti

| D‘+‘-f’(x)<F[_x,L?(x)]

Ohdohne hornd’ funkcia ¥ spina nerovnosti:
D+¥Y(x)> F [x, Y (x)]

Napre ¢ (x) = ulx) = £€(x - §) Je dolnoua ¥ (x) = v(x) + € (x=§) Je
hornou funkciou pri kaZdom & > O,

V d8kaze sa zistuje, Ze hodnoty vZetkych dolnych funkcif{ v kaZdom &is-
le x é'[}, § +a)] majd istd hornd hranicu g(x) a hodnoty vSetkych hor-
n¥ch funkeif dolnd hranicu G(x) & Ze platig nerovnosti u(x) £ g(x) § G(x)g
g v(x)e Tym sd definované v intervale [f, § - a] dve funkcie g, G, ktoré
yychédzajd z bodu (§,%) a lefia v obore ¢. O nich sa dokdZe, Ze g Je
najmendim a G nejvid3im rieSenim d. rovnice (a) v bode (5 » ). '

7o Zdvislost integrélov od parsmetra

- . e - G ED UGB D G P G5 G G @ OB S G o . - -

J8. Nech je danég d. rovnica

y = f£(x, y; 8) | (a).

ktorej pravéd strana zévisi od parametra s. Predpokladajme, %e oborom O x S
dif, rovnice (8) Jje nejeké otvorend mno2ina O a nejakd (neprédzdna) mnoZina
isel S o %e v kaZdom &fsle s € S Je f spojitou funkciou v mnoZine  o.

PodYa existen&nej teorémy prechédza pri kaZdom 8 € S ITubovolnym bo-
dom (xo, yo) € 0 aspon jedno rieSenie d. rovnice (a), ktoré je definova-
né v uréitom otvorenom intervale a je plné, takZie sa nedd roz3{rit na inter-
val vi¢8{. V dal¥om méme na mysli vdy dplné rieSenie d. rovnice (a). VZeobec-
ne bodom (xo, yo) prechéddza cely zvizok riedeni, vymedzeny najmend3im a najvil-
Bim integrdlom v tomto bode. Poznamenajme, Ze &ast najmendieho (najviésieho)
integrélu vlavo od &1isla X, ‘a ast najvélsieho (najmenSieho) integrélu vpra-
vo 0od neho tvorf dolny (horny) zloZeny integrél v bode (xo. yo). Ked d. rov-
mica:(e) (pri uvaZovanom s € S) mé len jedno rieZenie prechédzajice bodom
X0 yo), vSetky zmienené vyznalné integrély s nim splyvaji. Podotknime, Ze

Jednotlivé rieenia prechédzajice bodom (x,, y,) vZeobecne z4&visia od volby
8‘318 -1
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