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MATEMATIKA

Poznamky o kombinacnich éislech, posloupnostech
(pfedevsim aritmetickych) a polynomech

Viastimil Dlab, Bzi u Zelezného Brodu

Vénovano pamatce mého ucitele profesora Tomase Augustina

1. Uvod

Je tomu uz vice nez 70 let, co mé, zasluhou mého vynikajiciho uéitele
pana profesora Tomése Augustina, uchvatil zdjem o strukturu kombi-
nac¢nich ¢isel (viz [2]). Dnes se k tomuto tématu vracim, abych poukazal
na velmi blizky vztah mezi tfemi matematickymi objekty: kombinac¢nimi

Cisly (Z), posloupnostmi a = (a1, as,...,ag,...), pfedeviim aritmetic-
kymi, a polynomy P(z), pficem# se omezime na jejich hodnoty P(k) pro
prirozena Cisla k = 1,2,.... ¢leny posloupnosti a koeficienty polynomi

mohou byt libovolné ¢isla. V tomto ¢lanku prezentujeme cely vyklad pro
pripad, kdy jsou tato ¢isla racionélni. Ve vyvoji matematiky hraji velmi
dilezitou roli posloupnosti celych ¢isel. Zahy v8ak uvidime, Ze se v naSem
pojednani na celé ¢isla omezit nemuzeme.

Souvislosti mezi témito objekty ilustruji v elementérni mire podstatu
matematiky zdiraziiovanou vSemi vyznamnymi matematiky. V nedavné
dobé to byli predev§im Michael Francis Atiyah a Israel Moiseevich Gel-
fand, ktefi tuto jednotu, celistvost matematiky terminem ,,Unity of Math-
ematics” vyjadfovali. Vzpominam, Ze moje diskuze s témito matematiky
vzdy sméfovaly k tomuto tématu. Zatimco Atiyah ,jednotu* vztahoval
predevsim na vzajemné vazby mezi matematikou a fyzikou, Gelfand vidél
,,celistvost® v celém panoramatu matematiky.

Do hodin matematiky patii nové tlohy, pojmy a zajimavosti, které
vzbudi pozornost a zajem Zaki. A to je pfesné to, co bychom méli ve
svych pfispévcich prinaSet. V dne$nim ¢lanku pfinaSime nové hiicky:
Diferen¢ni trojihelnik a jeho rozsifeni na (nekone¢ny) diferen¢ni ¢tve-
rec. Ty slouzi k tomu, abychom poukazali na t&sné souvislosti mezi ce-
lo¢iselnymi polynomy a aritmetickymi posloupnostmi a tim pfiblizili a
vysvétlili Polyovu vétu ([12, [13]). Doufame, ze ziskané poznatky pove-
dou k hlubsimu studiu, které ponechdme zvidavym étenaitim. Pozname-
nejme, Ze tento postup byl uz naznaden v ¢lanku [9]. Rozsahlejsi ¢lanek
naleznete na adrese uvedené v [2].
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MATEMATIKA

2. Ilustrace: Co se v ¢élanku dozvime?

Nejprve se dohodnéme, Ze ¢islem budeme v tomto ¢lanku rozumét
¢islo racionélni. Podstatna ¢ast nasi prezentace se bude tykat celych ¢isel,
jejichz obor budeme v ¢lanku znacit Z. Obor racionalnich ¢isel budeme
znacit pismenem Q

Pripomenime definici kombinac¢nich &isel (2) definovanych pro pfiro-
zend ¢isla 1 < k < n takto:

(n)_ n! _nn—-1)---(n—k+1)
k) kKln—Fk!  k(k-1)---2-1

(g) =1 pro libovolné n > 0 a (n

k) = 0 pro pfirozena ¢isla k > n > 0.

Tato definice si zasluhuje rozsiteni, které budeme v nasi stati pouzivat.
Kombinaéni symboly definuji funkce @y, k € {1,2,...,n,...}, racionalni
(nebo realné ¢ komplexni) proménné x

x xz—=1)...(x —k+1)
q)’“(“"):<k) k(k—1)...2.1

Bo(z) = (g) ~ 1.

Uvidime, ze tyto funkce budou hrat zcela zasadni roli v popisu takzva-
nych celoc¢iselnych polynomt, tj. polynomd, jejichz hodnoty v pfiroze-
nych &slech jsou cela ¢isla. Graf funkce ®7(x) na obr. 1 ilustruje chovani
téchto funkci.

Uvazujme nyni polynom P(z) = 2% + 222 — 72 — 7 a s nim spojené
schéma
a1:P(1):711 a2:P(2)275 a3:P(3):17 a4:P(4):61
b1:a2—a1=6 b2=a3—a2=22 b3=a4—a3:44
Clzbz—b1:16 szbg—b2:22

d1:CQ—C1:6

D Podotknéme, %e mnohé z nasich vysledki plati pro libovolné prvky z oboru,
v ném# je mozno sé¢itat, od&itat (tj. pFi¢itat ¢islo opacné), nasobit a délit (tj. nasobit
¢islem prevracenym, inverznim), tedy napf. éisla z libovolného ¢&iselného komutativ-
niho télesa, jako je pole redlnych ¢i komplexnich ¢isel.

38 Rozhledy matematicko-fyzikalni



MATEMATIKA

P(x)=1/5040x[ xx(x—1)x(x—2) % (x-3) % (x—4) % (x-5) % (x—6) 1
T-8.84

T8.83

—-fla.ai\\
[ \
-8.4 8.6 1.4 2 3 3.8 4,6 5.4 6,2
| | /’l‘ﬂ—\\dw b \ 1 || | H
y
r—8.81 \\ JI

T-B.82

T=8.83

Nyni definujme polynom
n—1 n—1 n—1 n—1

o =a("y ) en (") ra("y ) ra (") -
= a1<I>0(n — ].) + b1<I>1(n — ].) + Clq)Q(TL - ].) + d1<I>3(n — 1)

Obr. 1: Graf funkce ®7(x)

Q(n) je tedy
—114+6(n—1)+ ?(n —1(n—-2)+ g(n —1)(

39
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MATEMATIKA
Polynom P(z) je zcela urcen ¢tyfmi hodnotami (pro = 1,2,3,4)
—11, =5, 17, 61,
které jsou v jednozna¢ném vztahu s ¢tvefici ¢isel
—11, 6, 16, 6.
Ptedchozi tabulku mtzeme totiz doplnit na schéma

—-11 -5 17 61 133 239 385 577 821 1123
6 22 44 72 106 146 192 244 302

16 22 28 34 40 46 52 58 ... (1)
6 6 6 6 6 6 6
0 0 0 0

kde

P(5) =133, P(6)=239, P(7)= 385,
P(8) =577, P(9) = 821,

Samoziejmé, tento postup lze pouzit pro kazdy polynom tvaru

P(x) = Ax® + B2* + Cx + D:
A+B+C+D 8A+4B+2C+D 27TA+9B+3C+ D 64A+16B+4C + D

TA+3B+C 19A+5B+C 3TA+7B+C
12A + 2B 184 + 2B
6A
Odtud

(A+B+C+D)+(TA+3B+C)(n—1)+
+6A+B)(n—1)(n—2)+An—1)(n—2)(n—3) =
= An® 4+ Bn? +Cn + D = P(n).

Ve 4. sekci podame dikaz pro polynomy libovolného stupné.
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Uvédomme si, Ze jsme nalezli jednoduchou cestu, jak urc¢it (jedno-
znané) polynom stupné d na zakladé jeho hodnot pro z = 1,2,...,d.
Podejme priklad, ktery nam ukéze, ze celo¢iselné hodnoty polynomu
stupné d pro x = 1,2,...,d sice zarucuji, ze hodnoty ve vSech celych
¢islech jsou celociselné, ale nezarucuji, ze jeho koeficienty jsou celoci-
selné. Nebudme piekvapeni. Vzdyt uz polynom

P(z) = 2%~ 3%

ktery jsme prosté oznadili

mé pro celo¢iselna x celo¢iselné hodnoty.
Zopakujme si postup: Hledame kubicky polynom P(x), pro né&jz

Zkonstruujeme piislusné schéma

3 2 8 5 —-23 =92 -218 417
-1 6 -3 -28 —69 —-126 —199
7 -9 =25 41 =57 =73 e (2)
-16 -16 —-16 —-16 —16
0 0 0 0

a dostavame hledany polynom

ro=s(y ) o () ey ) () -

7 16
:3—n+1+§(n2—3n+2)—|— <_6) (n® —6n? 4 11n — 6),

tj.
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Tento polynom ma pro vSechna pirirozena ¢isla n celo¢iselné hodnoty,
které vytvareji specidlni posloupnost

a; = 3, as = 2, az = 8, a4 = 5, as = —23, ag = —92, a7 = —218,
ag = —417, ag = —705, ajp = —1098, e

budeme ji nazyvat aritmetickou posloupnosti tfetiho fadu. Schémata (1)
a (2) budeme nazyvat diferencnd trojihelniky.

V této sekci jsme poukazali na velmi tésny vztah mezi polynomy a
posloupnostmi. Tento vztah je zprostfedkovan kombina¢nimi &isly, vyu-
zitim jejich vlastnosti. Vzhledem k rozsahu tohoto tématu se budeme roli
kombinacnich ¢isel a jejich vyznamu vénovat v separatnim ¢lanku. Zde
se tedy zaméfime na posloupnosti celych ¢isel a na celo¢iselné polynomy,
pfedevsim na Polyovu vétu [12, [I3] (viz hlavni véta ve 4. sekci). V naSich
uvahach budeme vyuzivat Al-Karajiho (953-1029) rovnost

n+1 n n
= . 3
(e G20 6) ®
Pfipomeneme-li si, ze ¢islo (”;1) udava pocet k-prvkovych podmnozin
(n + 1)-prvkové mnoziny, rovnost (3) se stava ziejmou. Zvolime-li totiz
v M jeden prvek, ktery ozna¢ime m,, podmnoziny, které maji k prvku

jsou dvojtho druhu: Ty, které obsahuji prvek m., (je jich (")), a ty,
které prvek m. neobsahuji, a téch je (7). Tim dostavame vzorec (3).

3. Metoda: Diferenc¢ni trojihelnik a diferenc¢ni ¢tverec.

Zcela zasadni pro nasi dalsi préci je pojem diferencniho trojihelniku

Tij n a (jeho nekoneéného rozsifeni) diferen¢niho &tverce S;;. Uvedme
jejich definice.

Definice. Soubor celych ¢isel a,. s € Z, ktera jsou pfifazena mnoziné
viech miizovych bodi roviny tvofici trojuhelnik T;;, (viz obr. 2), a
které spliuji pro v8echna 7, s € Z rovnost

Qr s+1 = Qr s + Qr41 s (4)

pro v8echna i < r <i+n, j < s < j+ n, budeme nazyvat diferencéni
trojdhelm’k

2)Pfipomenime si opét, ze diferenéni schéma lze definovat (a je uzite¢né) v pripads,
kdy a;; jsou prvky jakychkoli ¢iselnych obori.
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r--—-———-——-——>">"~>">"~-"~"~"~"~"~"~-"—-"~-"—-"~-"—-"—-—-°—°=—°—7 z
7
aj j aj j4+1 aj j42 aj j4n—-3 aj j4n—2 aj j4n—-1
7
7
7
A4l Gitl g+l Gidl 42 o Gidl j4n—3 Qitljdn-2 <
7
7
7
Aj42j  Qi42 541 Gi42 j42 - Gi42 j4n—3 -,

Tij n =
Aj4n—-3j Ai+n—-3 j+1 Ai4n—-3 j+3 Ve

7
7

e
Ajifn—2j Aitn—2 j+1 ~

Obr. 2. Diferenéni trojahelnik T;;
Thned vidime, Ze Fadek (tj. posloupnost)

(n) _

r,y = (aijaaij+1a~-'aaij+n71)

stejné jako sloupec

s = (a; j,ai41 j a; )
ij i3y Qi1 gy ooy Witn—1j

uréuji jednozna¢né cely diferencni trojihelnik T;;,. Tyto dvé posloup-
nosti jsou spolu tésné svazany. Jejich vztah bude s vyuzitim kombinac-
nich &isel popsan v tvrzeni 1.

~ ooy P . n n v 2 . vz
Rozgifenim n-tic rE ) a sg j) na nekoneéné posloupnosti obdrzime neko-
necné rozsireni trojuhelniku T;; , na T;; o, které se stava nekoneénym
diferenénim ctvercem S;;. Zdiraznéme, ze vztahy (4) zistanou zacho-

vany. Obr. 3 predstavuje diferenc¢ni ¢tverec Sqg.
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F—m———— —— e — -
a1 a2 ai 3 a1 n-1 aln a1 n+1
az 1 az 2 az3z - A2n-—1 az n az n41 -
as i as 2 az gz - A3 n-—1 as n a3 n41 ---

Sll =
Qn-11 an—-12 An—-13 -:An—-1n—-10n—-1n0n—1 n+4+1---
an 1 an 2 An 3 - Ann—1 An n An n+41 -

An4+11 An412 Gntl13 - 0pntln—10ntln Cntl ntle--

Obr. 3. Diferenéni ¢tverec Sq1

Budeme pracovat predevsim s trojuhelniky Tyq ,,. Kazdé tvrzeni tyka-
jici se diferen¢niho trojuhelniku Ty, ,, lze prepsat do tvrzeni tykajiciho
se libovolného diferen¢niho trojihelniku T; ; ,,. Toho vyuZijeme v dikaze
tvrzeni 1.

Formulujme toto slibované tvrzeni.

Tvrzeni 1. V diferencnim trojihelniku T11 plat@

alni@:ll)a“ (5)

t=1

n
a1 =3 (1) (’Z_ 11> a s (6)

t=1
Diikaz téchto vztahi je prekvapivé jednoduchy (uzitim matematické in-
dukce a opakované rovnosti (3)).

Vidime ihned, Ze plati pro n = 1 (a n = 2). Pfedpokladejme, Ze vzorce
plati pro n a prezentujme indukéni krok, tj. platnost téchto vzorct pro
n+1. Nase tvahy se tykaji diferen¢nich trojuhelnikt T11 n41, T11 0, T21 n
a Ty p4+1 vyobrazenych na nasledujicim obr. 4.

3)Vyraz (5) ve tvaru aj = Zf:l (Izill)at 1 plati pro vSechna pfirozena &isla 1 <
<k<n.
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r~-—T7T—-—"—"~"~"~T T - - -y
| | / /s
ai i a2 ai s Aln-1 Aain 731 n+1 4
| | / /
% /s
[ -+ K 5
I I s z
| 421 | a22 a2n—-1, a2 n 7
| | s s
s s
| | 7/ s/
7
as n—
| az1 | , a3 n-1 ,
| | / /
| | 7 7
T & T 7 ’
11 n+1 11n o | L0 ,
| | 4 7/
To1n & T12 ny1 | | , ,
/ /
| | / /
|an—11|an—12/0«n—13 /
s /s
| | s, V2
| |/ s
s s
I an1 J"an2 ,
| 7| s
R 7
s 7
I/an+11| /
| I//
I /
|
|
|

Obr. 4. Diferen¢ni trojuhelniky T11 n41, T11 5, To1n & T12 nt1

Predpokladame tedy pro n platnost vzorct (5) a

a _i n—1 a _7§ n—1 a (7)
2n = b1 t+11—t:2 PSS

Potom, uzitim (5) a (7),

ai n+1 =a1p+a2n =

_(n—1 +Xn: n—1 n n—1 n n—1 _
"o )M T A \e—2) T 1) ] T ) T
n n n n n+1 n
:<0>a11+;(t_1>at1+<n>an+11:;<t_1>atl-

Zcela stejnym postupem lze dokazat vzorec (6). Pfedpokladame pro
n platnost vzorct (6) a

n n+1
_ n—t n— ]‘ _ n+1—t n — ]_
an 2 = ;:1(*1) <t _ 1>a1 t+1 = ?:2(*1) (t _ 2)‘“ e (8)
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Uzitim (6) a (8) dostavame

n—1
an+11:an2_an1:(_l)n( 0 >a11+

e () () (0 e
=(-1)" (g) ap 1+ g(—l)nﬂ_t (t 7_1 1) a1+ (Z) 1 nt1 =
n+1
= ;(—1)"+1_t (t il 1) ai ¢.

Tim je dikaz proveden.

Zopakujme znovu: Kazda posloupnost {a, = a1, | n > 1} definuje
diferencni ¢tverec S11 a plati

" n—1
anzzaﬂ(t_l)
t=1

Tak naptiklad pro Fibonacciho posloupnost (a11 = F1 = 1, a120 = F =1,
ais = Fg = 2, ey Q1 = Fn = Fn,1+Fn,2, .. ) plati (a11 = ]., ag1 = 0,
azy = F1 = 1, g1 = _F2 = —1, ceey Qpl = (—1)”Fn,2, . ), Jak ukazuje
diferenéni ¢tverec této posloupnosti

N F, Fy F, FyF5-- F,-
0 F, F» F3 FyFy- F,q-
R 0 F, F, F3F - F,

-F, F, 0 F F Fy-- F,_
Fs—-F, F, 0 F F-F,_

—F, Fy-F, F 0 F - F,5-
Fs—-F, Fy-F, F 0 - F,_

-Fy Fy-Fy, F3-F F - F,_
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Pro F,, n > 3 tedy dostavame
n—2 n 1
F,=1 DL b o
+ ;( ) t+1)°"

coZ pfinasi celou fadu vztaht mezi ¢leny Fibonacciho posloupnosti. Na-
priklad

7 7 7 7 7 7
Fg=1 P — F: F3 — F. F5 — Fg.
= (o)a-(g)re (5= ()ms (n-()m
Ke kazdé posloupnosti

a= (a117a12,---7a1n)

je pfirozenym zpisobem (Gasto vyZadovanou aplikaci) pfifazena posloup-
nost jejich ¢asteénych soucti:

5= (511,5127---75171),

kde s11 = Zle ai¢ prol <k <n.
Tyto ¢astecné soucty s, popisuje nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 2. Pro soucet s1,, = Z:;l a1 v diferencnim trojihelniku Tqq

plati rovnost
" /n
n= . 9
10 =30 (o (©)

Driikaz je zprostfedkovan na obr. 5. Diferen¢ni ¢tverec S1; z obr. 3 rozsi-
fime pridanim nultého fadku

(o0) _
rOl —(07511,512,...,517“...)

na diferenéni ¢tverec Spi. Uzitim tvrzeni 1 dostéavame v diferenénim
trojl’lhelniku TOI n+1

n n n
S1p =0agnt1 =0+ ary + a1+ -+ an1,
1 2 n

coz jsme chtéli dokézat.
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r
| ag 1=0

|

I ary ai 2
|

|

| 321 az 2
|

| asi as 2
|

|

|

|

!an—ll An—12
|

| @n1 an 2
|

‘an+11 An+1 2
|

|

|

|

ap2=S11 ap3=sSi12 -

as 3

an—13

an 3

An41 3

A0 n—-1=S1n-2 A0 n=S1n-1 A0 n+1=S1n ---

a1 n—1 aln a1 n+41
as n—1 as n a2 n41
a3 n—1 as n a3z n+1
Ap—1 n—1 Ap—1n Ap—1 nt1
An n—1 Qn n An n41
An+4+1 n—1 An+1n An+1 n41

Obr. 5. Diferenéni ¢tverec So1, s1n =Y 1 ja1e =y pqa1(})

Zde by si mél kazdy s rovnostmi (5) a (9) pohrat. Tak napi. pro
posloupnost t¥etich mocnin p¥irozenych ¢isel dostavame (nekonecény) di-
feren¢ni ¢tverec

1 82764 125 216 343 512 729 1000 ...
719 37 61
12 18 24 30

6

0
0
0

a tedy

48

6 6 6
0 0O
0 0O
0 0O

91 127 169 217 271 331 ...
36 42 48 54 60 66 ...

6 6 6 6 6 6
0 0 0 0 O 0
0 0 0 0 O 0
0O 0 0 0 O 0

an=14+7n—1)+6(n*—-3n+2)+ (n® —6n?+11n —6) =n®
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a
7 1
Sn :n—|—§( 2—n)+2(n3—3n2+2n)—|—1(n4—6n3—|—11n2—6n) =

e

4. Aritmetické posloupnosti vysSich fadd a celoéiselné poly-
nomy.

V této zavéretné sekci shrneme a pouzijeme ziskané vysledky, pie-
dev8im tvrzeni 1 a tvrzeni 2, k formulaci vztahii mezi aritmetickymi
posloupnostmi a polynomy.

Kazdé posloupnosti ¢isel a = (a1, as,...,at,...) piifadme diferenéni
¢tverec S11, ktery budeme nazyvat diferenénim ¢tvercem piislusné po-
sloupnosti. Tedy a; = a1, pro kazdé t = 1,2,.... Budeme si nyni vsi-

mat pifpadt, kdy ve vzniklém ¢&tverci vznikne nulovy Fadek, tak jako
v predchozim piikladu u posloupnosti tfetich mocnin pfirozenych cisel.
Vyznacme takové pripady nasledujici definici.

Definice. Posloupnost a = (ay 1,a12,...,a1¢,...) se nazyva aritmetic-
kou posloupnosti vyssiho Tddu, jestlize diferenéni ¢tverec Si; obsahuje
nulovy fadek, tj. jestlize existuje m takové, Ze a,,: = 0 pro vSechna
t > 1. Nejmensi d takové, Ze agy2+ = 0 pro vSechna ¢ > 1, nazveme
rdadem této aritmetické posloupnosti.

V této terminologii jsou aritmetické posloupnosti, jak je zndme z ele-
mentéarni algebry, aritmetické posloupnosti fadu 1. Aritmetické posloup-
nosti, pro néz a; = ¢ # 0 pro vSechna ¢ > 1 jsou aritmetické posloup-
nosti fadu 0, zatimco posloupnost nul je aritmetickou posloupnosti fadu
—1. Pfipomenme, Ze pro kazdé n = 1,2,... je Castecna posloupnost
{bt = a1 nqt | t > 1} aritmetické posloupnosti a fadu d aritmetickou
posloupnosti téhoz rfadu d.

Jak jsme vidéli v pfedchozi sekci, Fibonacciho posloupnost aritme-
tickou posloupnosti neni. Podobné, zadna geometricka posloupnost (aj,
as = ai1q, ay = a1q>, ..., a, = a;q"" 1, ...) s kvocientem q # 1 nenf arit-
metickou posloupnosti. Na druhé stran&, posloupnost (a,, = n? | n > 1)
je aritmetickou posloupnosti fadu d pro libovolné pfirozené &islo d.
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Pripomenme rozsifeni definice kombina¢niho ¢isla (2) pro libovolné

¢islo x, které vede na definici funkei

o) = (1) = g ken o= (7)<

Proménna x miZe byt libovolné realné ¢i komplexni éislo V tomto
¢lanku uvazujeme x realné, ovSem hlavni vysledky se tykaji celo¢iselnych
posloupnosti a polynomi, jejichz hodnoty jsou cela ¢isla.

Definice. Polynom, jehoz hodnoty v celych ¢islech jsou cela ¢isla, bu-
deme nazyvat celociselnym polynomem.

Znovu pripomenme, Ze koeficienty celo¢iselného polynomu nemusi byt
cela ¢isla. To ukazuji uz polynomy @y, jejichZ vedouci koeficient je %

Mala Fermatova véta tvrdi, Ze pro kazdé prvocislo p a kazdé celé
¢islo ¢, je c? — ¢ délitelné prvocislem p. To tedy znamené, Ze polynom

je celoc¢iselnym polynomem. Vhodny soucin takovych polynomi bude
tedy celociselny polynom, ktery bude obsahovat zcela libovolny (pfedem
predepsany) racionalni koeficient.

Zcela zakladni je klasifikace celoCiselnych polynomi, kterou v roce
1915 publikoval George Polya [12] a kterou formulujeme jako nasledujici
vétu. Véta ukazuje, Ze celo¢iselné polynomy P (x), k =0,1,2,. .., tvoii
béazi mnoziny vSech celoéiselnych polynomt.

Hlavni véta. Kazdy celociselng polynom P(x) stupné d lze jednoznacéné
vyjddrit jako celociselnou linedrni kombinaci polynomi @y (x), tj. ve tvaru

d
P(z) = a10®o(2) + az0®1 () + - + aar10Pa(z) = Y ar10P:(@).
t=0

Drikaz plyne ihned z tvrzeni 1 aplikovaného na diferenénich trojuhelnicich
Ti0a+1 a Ti1 441, které jsou uréeny hodnotami aq, = P(t) pro t =
=0,1,2,...,d+ 1.

4) Napiiklad (%) je realné &islo @
= %(17%)27é v bodé z = 7.

, tj. hodnota kvadratického polynomu y =
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Obr. 6. Diferenéni trojahelniky T1g g+1 @ T3 g41, kde a1+ = P(t)

Tvrzeni 1 zarucuje vyjadreni

d
P(z) = ar11®(x — 1), (11)
t=0

odkud posunutim proménné x dostavame

d
P(z) =Y a1 0®(x). (12)
t=0

Jednoznacénost tohoto vyjadieni muzeme dokazat indukei vzhledem ke
stupni polynomu. Nejvyssi koeficient adgll =
Stupeni polynomu

urcuje jednozna¢né ¢len aq41 o.

d—1
Q(x) = P(z) — agp1 0®a(x) = Y a1 0®4(x) (13)
t=0

se snizil a tedy jeho vyjadient ve tvaru (12) je jednoznacné.
MiuZeme jesté dodat, Ze absolutni ¢len polynomu P(x) je ve vyjadieni
(12) trivialng a; o, zatim co ve vyjadfeni (11) je roven Zfzo(fl)tatﬂ 1.
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Definujeme-li Py(z) = P(x) a P(z) = P—1(z + 1) — Po_1(z) pro
t=1,2,...,d, vidime, e stupef polynomu P;(z) je d —t a jeho hodnoty
tvori v diferenénim trojthelniku fadek ¢ + 1.

Clanek zakonéime ilustraci popsanych fakt uzitim jednoduchého po-

lynomu
P(x) =2® — 32 + 1.

Tedy
Py(z) = P(z), Pi(x)=32> -3z -2, Py(z)=6x, Ps(z)=6.

Obr. 7 popisuje diferenc¢ni ¢tverce Sl —3, Sl 0, Sl 1a Sl 10-

P(-3) P(—1)P(0) P(1) P(2) P(4) P(6) P(8) P(10)
r—-——-=--- r-T—-————7= T- - - - - - - ----- TT T
|1 =53 —19 =3 1 -1 -3 1 17 51 109 197 321 487 701
[ |
34 16 4 -2 -2 4 16 ! 3¢ 58 88 124 166 214! 268
|
—-18 —12 -6 0 6 12 18 24 30 36 42 48 54 , 60
6

0

| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
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Obr. 7. Diferenéni ¢tverce S; _3,S10,S11 a S1 19

Pomoci téchto ¢tvercii dostavame nasledujici vyjadieni polynomu P(x):
P(x) = —53(5533) +34<x;“3> = 18(55;3) +6<x—;3)7
) () o) )

Pr) = <x81> 2<le> +6<x;1> +6(m;1>’

Pz) = 701(”3 _010) + 268<x B 10) + 60(I _210) + 6(”3 _310).
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Obecné tedy (uzitim diferen¢éniho ¢tverce S;¢) plati

Plz) = Py(t) <x0_t> +P) (“’l_t> + Po(t) (x;t> + Py(t) (””;t)

Ctenaii doporucujeme, aby si zvolil celo¢iselny polynom a vyjadril
ho ve tvaru linearni celo¢iselné kombinace funkei ®,(z), tj. uzitim baze
{®i(x) | t = 0,1,2,...}. Porovnejte své vypocty pro volbu polynomu
P(x) =% - 323 + o — 1.

Diferenc¢ni trojuhelniky Tip a T11 6 jsou

-1 -2 9 164 835 2754 7133
-1 11 155 671 1919 4379

12 144 516 1248 2460

132 372 732 1212

240 360 480

120 120

a tedy
P(z) = —(gé) - (f) 12 (g) +132 (g) + 240 (Z) 1120 (g) _
- —2(m81) +11<III> +144(x;1) n
+372<x;1> +360<x;1> +120<$;1).

Bohatstvi celo¢iselnych polynomu naznacuje téz jednoduchy fakt, kte-
ry zarucuje, zZe libovolnou kone¢nou posloupnost n ¢isel lze rozsifit na
aritmetickou posloupnost fadu < n — 1 (viz [6]). Prosté rozsitime dife-
ren¢ni trojtuhelnik Ty 4 ,, uréeny danou posloupnosti na diferenéni ¢tverec
tim, Ze v prislusném étverci definujeme a,1 = apo = -+ = apg = -+ -,
¢imz v prvnim fadku ziskdme aritmetickou posloupnost fadu < n — 1:

a:(a117a12,...,a1;€,...).

Tento fakt je v nékterych publikacich ¢asto nepochopen a v nékterych
vysvétlen (viz [8] a [IT]).
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Tlustrace nésledujici dlohy ukazuje, Ze feSeni muZze byt neocekivané:
Prodluzte Sesti¢lennou posloupnost (1,2,3,4,5,—277) na aritmetickou
posloupnost fadu pét. Nejprve zkonstruujme prislusny diferen¢ni troj-
thelnik

1 2 3 4 5 =277
1 1 1 1 —282 —-1414
0 0 0 —283 —1132 —2830
0 0 —283 —849 —1698 —2830
0 —283 —566 —849 —1132 —1415
—283 —283 —283 —283 —283 283

a odtud odvodme celoéiselny polynom

P(z) = (3381) + (”’:1) + (—283)(:6;1) —a+ (—283)<$;1) _

283 , 283 , 4811 , 4245 , 38711
——x + xr — x” + x° —

1200 78 24 8 60

= T + 283,
ktery splnuje

P(1)

I
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Il
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w
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\]

a definuje aritmetickou posloupnost patého fadu.
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