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MATEMATIKA

Transcendentni Cisla a konstrukce pravitkem
a kruzitkem

Pavel Gajdos, student FSI VUT, Brno

Abstrakt. Transcendentni ¢isla jsou vysoce teoreticky a vcelku obtizné ucho-
pitelny matematicky koncept a po staletich od jejich objevu stale skytaji
mnoho nezodpovézenych otazek. Cilem tohoto ¢lanku je ukazat jejich spojitost
s takovou banalitou, jako jsou konstrukce pravitkem a kruzitkem.

Reknéme, Ze se jednou rano probudite s nepotlacitelnou touhou pro-
vést néjakou geometrickou konstrukci. Pfirozené se rozbéhnete pro své
oblibené rysovaci pomiicky — ale v8echny jsou pry¢! Zuastalo jen staré pra-
vitko (a to jeSté bez stupnice!) a kruzitko. Je to konec, nebo se ve svété
konstrukei pravitkem a kruzitkem ukryva néco velkolepého?

Nez se vydame hledat odpoved na tuto otédzku, méli bychom se pfesné
domluvit, které kroky muzeme provadét. Kazdou konstrukci za¢neme
s néjakou mnozinou vychozich vijznacnijch bodi a v kazdém kroku kon-

strukce smime provést jeden ze t¥i tkonu (obr. :

(a) Sestroj pfimku prochazejici dvéma vyzna¢nymi body.

(b) Sestroj kruZnici se stfedem ve vyzna¢ném bodé& prochézejici jinym
vyznaénym bodem.

(c) Prisecik dvou riznobéznych p¥imek, dvou kruznic, nebo piimky a
kruznice pridej k vyznaénym bodim.

(a) (b) ()

Obr. 1: Povolené kroky pfi konstrukci pravitkem a kruzitkem

Priklad 8. Pomoci pravitka a kruzitka mizeme sestrojit naptiklad stied
libovolné tsecky AB (obr. [2)).
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Zatneme s mnoZinou vyznaénych boda V = {4, B}. Nejprve zkon-
struujeme kruznici se stfedem v bodé A prochézejici bodem B, poté
kruznici se stfedem v bodé B prochazejici bodem A. Oba pruseciky
téchto kruznic pridame k vyznaénym bodim a sestrojime piimku, ktera
jimi prochazi. Hledany stfed S potom ziskdme jako prusecik této pifimky
a useCky AB.

Ae——eB

(1)

Obr. 2: Konstrukce stfedu tise¢ky pomoci pravitka a kruzitka

Pro usnadnéni manipulace s geometrickymi objekty zasadime prové-
déné konstrukce do kartézské soustavy soufadnic Ozy. Kazdy bod tedy
popiSeme dvojici redlnych ¢&isel a kazdou pirimku nebo kruznici jejich
odpovidajici rovnici.

Antické problémy

Za dob antiky se vyprofilovala trojice konstrukci, jejichz proveditel-
nost pravitkem a kruzitkem byla po tisice let zdhadou: zdvojeni krychle,
trisekce ihlu a kvadratura kruhu (obr. . Antické ulohy byly vyfeSeny
az v 19. stoleti pomoci teorie transcendentnich &isel.

v 2 P —
a0 L O
- 3
(b)

trisekce dhlu (c) kvadratura kruhu

(a) zdvojeni krychle

Obr. 3: Antické alohy

Zdvojeni krychle. Je mozné k libovolné krychli pravitkem a kruzit-
kem sestrojit krychli dvojnasobného objemu?
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Prestoze je uloha formulovana v prostoru, muZeme ji snadno prevést
na obycéejnou rovinnou konstrukei. Reknéme, Ze dana krychle ma stranu
délky a, tedy objem a®. Krychle, o jejiz konstrukei usilujeme, ma potom
objem 2a3, tedy délku strany a+/2. Jde tedy o to, zda miizeme v roviné
k usecce libovolné délky a sestrojit tsecku délky a+/2.

Pro jednotkovou krychli bychom tedy mohli za¢it s mnozinou vyznac-
nych boda V = {[0,0],[1,0]} a snazit se sestrojit bod [{/2,0] (obr. .

(a) zdvojeni krychle (b) trisekce ahlu (c) kvadratura kruhu

Obr. 4: Rozbor antickych problémi.

Trisekce tihlu. Lze libovolny thel pomoci pravitka a kruzitka rozdélit
na tfetiny?

Kazdy thel mizeme pomoci pravitka a kruzitka znAmym postupem
rozdélit na poloviny. Dale je zfejmé, Ze nékteré thly (napt. 90°) roztietit
lze. Obtiznéjsi je rozhodnout, zda existuje néjaky thel, ktery roztfetit
nelze.

Rozeberme naptiklad situaci pro ihel 60° = . Staci, kdyZ zacneme
s dvouprvkovou mnoZinou vyznaénych bodi V' = {[0, 0], [1, 0]}, ponévadz
tfeti bod urcujici thel snadno sestrojime jako vrchol rovnostranného
trojuhelniku. Nasim cilem je pak nad osou z sestrojit dhel 20° = 5.

Kdyby se nam podarilo ziskat libovolny bod jeho hrani¢ni pifimky,
v dalgich krocich mizeme sestrojit jeji priseéik s kruznici z2 + y? = 1,

jimz je bod [cos §,sin 5] (obr. .

Kvadratura kruhu. Muzeme k libovolnému kruhu pomoci pravitka
a kruzitka sestrojit ¢tverec o stejném obsahu?

Ma4-li dany kruh polomér r, je jeho obsah roven nr2. Ctverec o stejném
obsahu by pak mél stranu délky /.
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Jedné-li se o jednotkovy kruh se stfedem v pocatku, miizeme zacit s
mnozinou vyzna¢nych bodia V = {[0,0],[0,1]}. KyZeny bod by potom
mél soutadnice [y/7,0] (obr. [id).

Exkurze do svéta algebry

V nésledujicim textu budeme velmi ¢asto pracovat s ¢iselnymi télesy.

Definice 2. Rekneme, Ze mnozina T C C s operacemi + (séitani) a
- (n&sobeni) tvoii ¢iselné téleso, jestlize

(a) 0,1 €T,

(b) prokazda x,y e Tjex+y € T,z —y €T, xz-y € T, a pokud
navic y # 0, taki%ET.

Naprtiklad mnozina celych ¢&isel Z téleso netvoii, ponévadz napiiklad
1,2 € Z, ale % ¢ 7. Z uvedenych podminek neni tézké si domyslet, ze
kazdé ¢iselné téleso T" musi nutné obsahovat vSechna racionalni ¢&isla.
Mezi nejznaméjsi télesa patii racionalni ¢isla @Q, redlna cisla R nebo
komplexni ¢isla C.

Priklad 9. Zajimavéjsim prikladem télesa je mnozina
Q[V2] = {a +bV?2, kde a,b € Q}.

Ziejmé 0 = 0+ 0v2 € Q[v2] a 1 = 1 + 0v/2 € Q[v2]. Dale ozna¢me
r=x1+12v2 ay =1y + 122, kde x1,72,y1,y2 € Q. Potom

gty =(r1+y)+ (22 +12)V2 € Q[V?2]
a podobné ovéiime, 7e x — y € Q[v/2]. Déle
Ty ==T1y1 + T1Y2V2 + 22V2y1 + 22V 2y2V2 =
= (2191 + 22292) + (7192 + T291)V2 € Q[V2].
Koneéné pokud y # 0, plati
1 1 y1—y2\/§_y1—y2ﬂ:

y_y1+y2\/§ yl_y2\/§_ y%_Qy%
_ Y1 Y2 \/56@[\/5]

yi—2y5 Y —2y3

Z toho v kombinaci s pfedchozi rovnosti plyne

sz.leQ[ﬁ],
Yy Y
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Definice 3. Polynomem f nad télesem T rozumime kazdy vyraz

f=Jo+ hizt-+ fua”,

kde fo, f1,--+,fn € T an € N. Jestlize f,, # 0, fekneme, Ze stuperi

polynomu f je roven n. Stupeii polynomu f = 0 definujeme jako —oo.
Pro z € C oznacme f(z) = fo+ fiz+ -+ fnz2™ hodnotu polynomu f

v bodg 2. Jestlize f(z) = 0, fekneme, Ze z je koFenem polynomu f.
Mnozinu v8ech polynomt nad T oznac¢ime T[z].

Napiiklad p = 22 — 5z + 6 je polynom nad Q druhého stupné. Plati
kuptikladu p(4) = 42 — 5.4+ 6 = 2. Polynom p ma pravé dva koteny,
ato2a3d.

Transcendentni ¢isla

Definice 4. Rekneme, ze Cislo a € C je algebraické nad télesem T,
jestlize je kofenem néjakého polynomu nad T. Cislo o nazveme alge-
braické, je-li algebraické nad télesem Q. Cislo nazveme transcendentns,
jestlize neni algebraické.

Kazdé racionalni ¢islo p € Q je zfejmé algebraické (nad Q), ponévadz
je kofenem polynomu x — p € Q[z]. Algebraickd jsou vSak i néktera
iracionalni ¢isla, napiiklad v/2 je kofenem polynomu z2 — 2. Mimo realna
C¢isla je algebraicka naptiklad imaginarni jednotka i € C, je totiz kofenem
polynomu z? + 1.

S trochou teorie polynomu neni tézké dokazat, Zze pro kazdé alge-
braické a nad T existuje jediny normovany ireducibiln polynom nad T,
jehoz kotfenem je a. Budeme ho oznacovat minimdini polynom daného
algebraického ¢isla a jeho stupen nazveme stuperi daného ¢isla. VSechny
polynomy uvedené v pfedchozim odstavci jsou minimalni. To znamena,
7e viechna racionalni &isla jsou algebraickd (nad Q) stupné 1 a &isla /2
a i stupné 2. Nad R je vSak i v/2 algebraicka stupné 1, ponévadz jejim
minimalnim polynomem je z — v/2 € R[z].

Lze dokazat, Ze soucet, rozdil, soucin i podil (pokud je definovan) dvou
algebraickych ¢isel nad T je opét algebraicky nad T'.

1) Normovany polynom ma u nejvyssi mocniny z &islo 1. Polynom z2 — 1 je normo-
vany, zatimco 2z + 1 ne. Ireducibilni nad T je takovy polynom, ktery nelze vyjadrit
jako soudin dvou nekonstantnich polynomu nad 7. Polynom z2 — 2 je ireducibilni
nad Q, aviak nikoli nad R, nebot 22 — 2 = (z — v/2)(z + v/2).
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Pfirozené si nyni mtzeme polozit otazku, zda viibec néjaka transcen-
dentni ¢&isla existuji. Trvalo témér dvé stoleti, nez bylo né&jaké takové
¢islo zkonstruovano. To se povedlo francouzskému matematikovi Josephu
Liouvilleovi (1809—1892). Jim objevené transcendentni ¢islo bylo tvaru

1
L= Z o7 = 0,110 001 000 000 000 000 000 001 000 0000 . . .
k=1

Vzhledem k tomu, jak umélé toto ¢islo je, bychom mohli usoudit, ze
transcendentni ¢isla budou velmi tuzka skupina podivnych ¢&isel. Roku
1874 v8ak némecky matematik Georg Cantor (1845-1918) dokazal soku-
jici tvrzeni, podle kterého je v jistém smysl vice transcendentnich ¢isel
nez Cisel algebraickych. Dnes je jiz znamo, Ze mezi transcendentni ¢isla
pat¥i napiiklad &isla e, w, sin a nebo In « pro kazdé algebraické o € R,

a# 1.

Souvislost s konstrukcemi

Nejprve pro jednoduchost zavedeme nové znaceni. Je-li V' mnozina
vyzna¢nych bodi, oznacime

TV)2 U {=.9}

[z,y]eV

nejmensi ¢iselné téleso, které obsahuje x-ové i y-ové soufadnice vSech
bodu z V.

Je-li naptiklad V' = {[0,0], [1, 0]}, je 7(V) nejmensi t&leso, které ob-
sahuje ¢isla 0 a 1, tedy 7(V) = Q. Jestlize V = {[0,0],[1,0], [v/2,0]},
je T(V) = Q[v2] = {a + bv/2, kde a,b € Q}.

Vsimnéme si, ze mizeme na dané mnoziné vyznacénych bodu elegantné
vyjadrit v8echny objekty zkonstruovatelné pravitkem a kruzitkem:

Véta 1. Bud V mnoZina vijznacngch bodi. Potom kaZdou primku se-
strojitelnou v jednom kroku lze vyjddrit ve tvaru ax+by+c =0 a kaZdou
kruznici sestrojitelnou v jednom kroku ve tvaru (x —m)? + (y —n)? = w,
kde a,b,c,m,n,w € T(V).

2)Cantor konkrétng dokazal, e mnoZina algebraickych &isel je spodetnéa (tzn. alge-
braicka &isla lze jednozna&né ocislovat prirozenymi &isly). MnoZina transcendentnich
Cisel je potom nutné nespocetné.
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Dikaz. Predpoklddejme nejprve, ze konstruujeme pifmku kolmou na
osu z, kterd osu x protinad v bodé [, 0], potom ¢ € T (V). Jeji rovnici
napiSeme jako r — ¢ = 0.

Dale uvazme pfimku p vedenou body uluy, us],v[v1,vs] € V, ktera
neni kolmé na osu z. Rovnici pfimky p lze zapsat ve tvaru y = ax + ¢,
pricemz us = auy +c a vo = avy +c¢. Odeétenim téchto rovnic dostaneme
vy — ug = a(vy — uq). JelikoZ p neni kolma k ose z, plati v1 —u; # 0, a
tedy

V2 — U2

a= e T(V) adale c=up — 2

U1 —u1 U1 —ux

Tim je dokdzana prvni ¢ast tvrzeni.
Nyni predpokladejme, Ze sestrojime kruznici k£ se stfedem v bodé
S[m,n] € V prochézejici bodem wfuy, us] € V. M4 polomér

|Sul = v/(m —u1)? + (n — uz)?,
a tedy jeji rovnici mizeme napsat jako
(= m)® + (y —n)* = [Sul* = (m — u1)* + (n — uz)*.

Jelikoz m,n,u1,uz € T(V),jeiw = (m—u1)?+ (n—uz)? € T(V), émz
jsme dokazali i druhou ¢ast véty.

Pro feSeni antickych problémi v8ak vyuzijeme zejména nasledujici
vlastnosti.

Véta 2. Bud V wjchozi mnoZina vijznaénijch bodi a V' mnoZina
vyznacngch bodi po provedeni jednoho kroku. Potom kaZdé t € T (V')
je algebraické nad T (V') stupné nejuyse 2.

Diikaz. Prvni dva dkony (a), (b) zadné vyznacné body nepfidavaji. Po-
sledni tkon (¢) pfidava vyznaény bod, ktery je prisecikem dvou piimek,
dvou kruznic, nebo kruznice a p¥imky.

Piedpokladejme, 7ze pfidame priseéik Plxg,yo] dvou riznobéznych
primek

p:p1r+py+p3=0 a q qar+ey+qg=0

kde p1,p2,p3,q1,92,93 € T(V). Alespon jedno z ¢isel ¢qq, go je pritom
nenulové, jinak by ¢ nebyla pfimka. Pfedpokladejme, Ze g1 # 0, druhy
piipad se dokaze analogicky.
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Oznaéme r; = %, potom 71q; = p; a soucasné riqs # pa, nebot
primky p, g jsou riznobézné. Protoze P € p, q, plati

0= (p1zo + p2yo + p3) — ri(qizo + q2yo + q3) =
= (p2 — 11q2)yo + (p3 — 7143).

Jelikoz pa — r1g2 € T(V), p3 —r1g3 € T(V) a pa —r1g2 # 0, je yo
algebraické nad 7 (V') stupné 1.

Pokud g2 = 0, z rovnice pfimky ¢ ihned dostavime q1xg + g3 = 0,
pricemz 0 # ¢1 € T(V). Jestlize go # 0, pro ro = 2—; plati rogs = po
a raq1 # pi1, tedy

0 = (p1xo + p2yo + p3) — r2(q1o + ¢2yo + q3) =
= (p1 — r2q1)x0 + (p3 — r2q3),

kde opét p1 —raqn € T(V), p3 — 12935 € T(V) a p1 —rag1 # 0. V obou
pripadech tak dostavame, Ze ¢ je algebraické nad T (V') stupné 1.

Tvrzeni pro prisecik dvou kruznic nebo pfimky a kruznice dokazeme
podobné. Pfi tom vyuzijeme fakt, Ze rovnice kruznice je kvadraticka,
tedy druhého stupné.

strukce pravitkem a kruzitkem o libovolném poctu krokii. Tento vysledek
bude stézejni pii feSeni antickych problémai.

Véta 3. Bud V' wvychozi mnoZina vyjznacénijch bodi a V,, mnoZina vy-
znacngch bodi po aplikacin konstrukénich kroki. Potom kazdét € T (V,,)
je algebraické nad T (V) a jeho stuperi déli 2™.

(Ne)feseni antickych problému

Nyni se miizeme vratit k antickym problémtm. Pfi tom budeme praco-
vat s pifpady rozebranymi vyse (obr. . Vzdy tak za¢neme s mnoZzinou
vyznaénych bodi V' = {[0,0],[1,0]}, ¢emuz odpovida nejmensi téleso
T(V) = Q. Kazdy bod zkonstruovatelny v n krocich ma tedy dle vty
algebraické soufadnice (nad Q) stupné, ktery déli vyraz 2.

V piipadé zdvojeni krychle se snazime sestrojit bod [v/2,0]. Kdyby
se nam to podafilo v n krocich, musel by stupen algebraického &isla /2
delit 27, Vime vsak, ze stupeii v/2 je 3, coz je spor, tedy zkonstruovat
dany bod neni mozné.
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Pii trisekci whlu § konstruujeme bod [cos §,sin §]. Kdyby se nam to
podafilo v n krocich, pak by ¢islo cos § bylo algebraické a jeho stupen
by délil vyraz 2™.

Vsimnéme si, ze ze znamych goniometrickych identit mtzeme odvodit
rovnost

cos 3x = cos(2x + x) = cos 2z cos & — sin 2x sinx =

= (cos? z — sin® x) cosz — (2sinz cos ) sinz =

= cos® x — 3sin® x cosz = cos® x — 3(1 — cos® ) cos & =

=4cos®z — 3cosz.

Potom B} B} B} .
3
1 =2cos 3= 2cos3 - 9= 8 cos 9 6 cos 9
To znamend, Ze cos g je kofenem polynomu f = 83 — 62 — 1. Z teo-
rie polynomu vyplyva, ze f nema zadné racionélni kofeny, z ¢ehoz déle
plyne jeho ireducibilita nad Q. Cislo cos g je tak sice algebraické, avsak
stupné 3, coz je spor, a konstrukce tak neni proveditelna.

U kvadratury kruhu chceme ziskat bod [/, 0]. Kdyby se nam to poda-
filo v n krocich, pak by 1/r bylo algebraickeé ¢islo (jehoz stupen déli 2™).
To by v8ak znamenalo, Ze i &slo 1 = /% - /% je algebraické. Je vSak
dokazano, Ze ¢islo ©t je transcendentni, coZ je spor, takZe ani kvadratura
kruhu neni sestrojitelné.

Pomoci teorie transcendentnich ¢isel jsme tak dokazali, Ze vSechny tii
antické problémy jsou obecné neproveditelné.

Zavér

Teorie transcendentnich ¢isel je dodnes plné nezodpovézenych otazek
a od svého vzniku potrapila fadu proslulych matematiki. Na druhou
stranu konstrukce pravitkem a kruzitkem jsou jednim z historicky prv-
nich matematickych koncepti a v8ichni se s nimi seznamujeme uz na
zacatku zakladni skoly. Je zajimavé, Zze mezi témito dvéma oblastmi do-
kadzeme najit tak tzkou souvislost.
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