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STATISTICKA INFERENCE
PODLE THOMASE BAYESE

PETR EMANOVSKY!

Uvod

Soucasnd matematicka statistika vyuziva ve znacné mire tradic-
nich metod, které byly vyvinuty pro zkoumani hromadnych jevii.
Jsou zalozeny na srovnani vlastnosti vzorku ,ndhodné“ vybra-
ného z populace s teoretickym pravdépodobnostnim modelem. Na
zékladé tohoto srovnani usuzujeme o vlastnostech celé populace,
pricemz dokazeme kvantifikovat riziko omylu. Pfi tomto pristupu
interpretujeme pravdépodobnost jako relativni ¢etnost vyskytu
nadhodného jevu. Jednim z vyznamnych nastrojt kvantitativniho
vyzkumu, ktery odpovida tomuto frekventistickému pristupu, je
statistické testovani hypotéz. Pravé statistické testovani hypotéz
neboli urcovani statistické vyznamnosti predstavuje jednu z typic-
kych forem statistického usuzovani, pfi némz se uplatnuje princip
statistické inference. Tato metoda je podrobné popsana v kazdé
udebnici zdkladi matematické statistiky, viz napf. (Hendl, 2004;
Chréska, 2007; Klementa et al., 1984; Komenda, 1994). Myslenky,
na nichz je tato metoda zalozena, se objevuji jiz poc¢atkem 18. sto-
leti v praci skotského matematika Johna Arbuthnota (Arbuthnot,
1710; Emanovsky, 2021). Do dnesni podoby byla tato metoda roz-
vinuta az ve 20. a 30. letech 20. stoleti, zejména matematiky Ro-
naldem Fisherem (1890-1962), Jerzym Neymanem (1894-1981)
a Egonem Pearsonem (1895-1980) (Emanovsky, 2022). Bohuzel,
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tento nastroj je casto pouzivan nespravné a statistickd vyznam-
nost jevll byva Spatné interpretovana a mé také nékteré ,ne-
dostatky“, viz napf. ¢lanky (Soukup, 2010; Soukup & Rabusic,
2007). Alternativni bayesovsky pristup ke statistické inferenci je
zalozen na Bayesové véte, kterd byla publikovana jiz v 18. stoleti.

Bayesovsky pristup ke statistické inferenci

Thomas Bayes (1702-1761) byl anglicky duchovni, jehoZ jméno je
dnes spojovano hlavné s jeho vétou o podminéné pravdépodob-
nosti. Hlavni vysledky tohoto genidlniho myslitele byly publiko-
vany az dva roky po jeho smrti, zasluhou jeho pritele Richarda
Price (1732-1791) (Bayes & Price, 1763). Bayes ukazal vyuziti
podminéné pravdépodobnosti k vypoctu pravdépodobnosti pred-
povidanych udalosti na zékladé vyskytu udalosti z nich vyplyvaji-
cich (Bellhouse, 2004; Berkson, 1930). Tuto myslenku tzv. inverzni
pravdépodobnosti déle rozvijel Pierre Simon Laplace (1749-1827)
a dalsi védci 19. stoleti, potom vSak upadla na delsi dobu v zapo-
mnéni (Fienberg, 1992). Novy zéjem o tuto metodu se za¢ind obje-
vovat od poloviny 20. stoleti v pracich mnoha autord. Patii k nim
napf. Bruno De Finetti, Richard Cox, Richard Jeffrey a dalsi. Tito
statistici prispéli predevsim k rozvoji metody statistické inference
zalozené na Bayesové vété. Teprve zakladatel frekventistické sta-
tistiky R. A. Fisher v8ak poprvé pouzil termin ,bayesovska sta-
tistika“ (Fienberg, 2006). Hlavni myslenky bayesovského ptistupu
ke statistice jsou nasledujici (Lindley, 1972; Bolstad, 2007):

e Protoze nezndme presnou hodnotu popula¢nich parametri,
povazujeme je za ndhodné veliCiny.

e Pravidla pro pocitini s pravdépodobnostmi jsou pouzita
pfimo k inferenci popula¢nich parametru.

e Pravdépodobnostni tvrzeni o parametrech musi byt inter-
pretovano jako ,stupet presvédéeni“ (prior). Pravdépodob-
nostni rozdéleni priortt musi byt subjektivni. Kazda osoba
miize mit svilj vlastni prior obsahujici relativni vahy, které
tato osoba dava vSsem moznym hodnotam parametru. Tim je
vyjadfena subjektivni pfijatelnost jednotlivych hodnot pa-
rametru pred tim, nez osoba pozoruje data.
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o Revidujeme nasi pfedbéznou pfedstavu o parametrech na
zékladé zjisténych dat uzitim Bayesovy véty. Tim dostaneme
aposteriorni rozdéleni, které poskytuje relativni véhy hod-
not v8ech parametri po analyze dat. Aposteriorni rozdéleni
pochazi ze dvou zdroji: z apriorniho rozdéleni a z pozoro-
vanych dat.

Podminéna pravdépodobnost a Bayesuv vzorec

7 teorie pravdépodobnosti zndme pojem podminéné pravdépo-
dobnosti ndhodného jevu A za podminky, Ze nastal jev B (pfed-
poklddame, ze P(B) # 0). Tato pravdépodobnost je dana vztahem

P(AN B)

PAIB) = =5

Bézné se pouziva rovnéz Bayestv vzorec ve tvaru

_ P(B;)P(A|By)
P(B;|A) = > i1 P(Bj)P(A|B))’

ktery umoziiuje vypocet podminénych pravdépodobnosti P(B;|A)
neslucitelnych jeva By, Bs, ..., B, za podminky, Ze nastal jev A.
Piedpoklada se pfitom, ze P(B1UB2U...UB,) = 1.

Bayesovska inference pro diskrétni nahodnou ve-
licinu

Pri klasické statistické analyze povazujeme zkoumany parametr
za pevné danou nezndmou konstantu, kterou odhadujeme ze zi-
skanych dat. Pracujeme tedy s podminénou pravdépodobnosti
P(data|parametr). Bayesovsky pfistup predpokladé, Zze parametr
je ndhodné veli¢ina, jejiz pravdépodobnostni rozdéleni urcujeme
pfi danych datech. Zajimé nas tedy podminéné pravdépodobnost
P(parametr|data). Vypocet takovych podminénych pravdépodob-
nosti ndm pravé umoznuje Bayestuv vzorec pro diskrétni nahod-
nou veli¢inu. Predpokladejme, Ze parametr povazujeme za dis-
krétni ndhodnou veli¢inu X s moznymi hodnotami x1, o, ..., T,
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(neznamé data) a pozorovana data popisuje ndhodné veli¢ina YV
s moznymi hodnotami y1, y2, ..., Y. Podminéné pravdépodob-
nosti jednotlivych hodnot parametru x4, x2, ..., x,, za podminky,
ze byla pozorovana hodnota y;, jsou dany Bayesovym vzorcem pro
diskrétni ndhodnou veli¢inu (f zna¢i pravdépodobnostni funkce
pozorovatelné nahodné veli¢iny, g znaci pravdépodobnostni funkce
nepozorovatelné ndhodné veli¢iny):

g(z:) f(y;]zs)
?:1 9(x) f(yjlas)’

9(xily;) = 5

kde g(z;) je tzv. apriorni funkce (prior), f(y;|xz;) je vérohod-
nostni funkce (likelihood), g(z;|y;) je aposteriorni funkce (poste-
rior) a Z?:l g(z;) f(y;|zi) je tzv. evidence (marginal likehood).
Apriorni funkce zachycuje naSe znalosti o pravdépodobnostnim
rozdéleni parametru (ndhodné veli¢iny X)) jesté pfed pozorovanim
dat. Vérohodnostni funkce predstavuje podminénou pravdépodob-
nost, Ze byla pozorovdna hodnota y; za podminky, Ze parametr
mé hodnotu x;. Aposteriorni funkce vyjadiuje podminénou prav-
dépodobnost, ze parametr ma hodnotu z;, za podminky, zZe byla
uvazovana pozorovana data. Evidence predstavuje celkovou prav-
dépodobnost naméfenych dat, kterou dostaneme se¢tenim spolec-
nych pravdépodobnosti f(z;,y;) pfes vSechny naméfené hodnoty.

Ukazme si podstatu bayesovského testovani hypotéz na nasle-
dujicim jednoduchém piikladu:

Priklad 1. UvaZzujme diskrétni ndhodnou veli¢inu r, kterd miize
nabyvat hodnot 1, 2, 3 a 4, pfi¢emz pravdépodobnostni rozdéleni
hodnot této veli¢iny zavisi na parametru 6, ktery nabyva hodnot
0,1 a2 (tab. 1).

Tab. 1: Pravdépodobnostni rozdéleni ndhodné veli¢iny r
(Christensen, 2005)

1 2 3 4
f(rlo) | 0,980 0,005 0,005 0,010
f(rl1) | 0,100 0,200 0,200 0,500
f(rl2) | 0,008 0,001 0,001 0,900

<
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Pti bayesovské analyze nepracujeme s nulovou a alternativni
hypotézou, nybrz porovnaviame dvé rovnocenné hypotézy a sna-
Zime se urcit, kterd z hypotéz je pravdépodobnéjsi. Uvazujme hy-
potézu Hy: © = 0 a hypotézu Hp: © = 2. Bayesovska analyza
vyzaduje znalost apriornich pravdépodobnosti vyskytu hodnot pa-
rametru ©. Pro nas pfiklad mtzeme Bayestv vzorec pro diskrétni
nahodnou veli¢inu pfepsat do tvaru:

B f(r|©)g(O)
WO = Fa0)g0) + Fr1Da@)"

O e€{0;2}.

Tedy g(©) oznaduje apriorni funkci, f(r|©) je vérohodnostni funk-
ce, g(O|r) je aposteriorni funkce a f(r|0)g(0) + f(r|2)g(2) odpo-
vida evidenci. Rozhodovaci proces je zalozen na porovnéavani hod-
not aposteriornich pravdépodobnosti (tab. 2). Uvazujeme zde dvé
apriorni rozd€leni a a b. V prvnim rozdéleni a maji obé hodnoty
parametru @ stejnou pravdépodobnost 0,5, v rdmci druhého roz-
déleni b je hodnota © = 2 pétkrat pravdépodobnéjsi nez hodnota
6 =0 (obr. 1-6).

Tab. 2: Aposteriorni podminéné pravdépodobnosti hodnot
6 € {0;2} pro dvé apriorni rozdéleni a,b. (Christensen, 2005)

Prior r 1 2 3 4
f(r|0) | 0,980 0,005 0,005 0,010
f(r|2) | 0,098 0,001 0,001 0,900

9a(0) =1 | g4(0r) | 0,920 | 0,830 | 0,830 | 0,010
9a(2) =1 | ga(2|r) | 0,090 | 0,170 | 0,170 | 0,990
a(0) =% | gp(O]r) | 0,670 | 0,500 | 0,500 | 0,002

9(2) = 0,330 | 0,500 | 0,500 | 0,998

—
oot |oo]=
<
S
—
L)
=
~
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Apriorni rozdéleni pravdépodobnosti g,(®)
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0
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e

Obr. 1: Apriorni rozdéleni ¢,(6)

9.,(6)

Aposteriorni rozdéleni pravdépodobnosti g,(0|r)
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Obr. 2: Aposteriorni rozdéleni g, (0|r)

Aposteriorni rozdéleni pravdépodobnosti g,(2|r)
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Obr. 3: Aposteriorni rozdéleni g, (2|r)
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Apriorni rozdéleni pravdépodobnosti g,(©)
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Obr. 4: Apriorni rozdéleni g,(O)
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Obr. 5: Aposteriorni rozdéleni g, (0]r)
Aposteriorni rozdéleni pravdépodobnosti g,(2|r)
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Obr. 6: Aposteriorni rozdéleni g, (2|r)



8 PETR EMANOVSKY

Bayesova esej

Bayesovo dilo An essay towards solving a problem in the doctrine
of chances z roku 1763 patii k jedné z nejobtiznéji citelnych praci
v historii statistiky. Jedna se o praci mimotradné duchaplného a ex-
trémné schopného matematika a filosofa, kterd je navic napsana
tézkopadnym jazykem Newtonovy doby (Stigler, 1982). Neni tedy
divu, zZe ¢tenaii tohoto dila byli casto odrazeni narocnosti cetby
ani ze autorovy myslenky nebyly vzdy spravné pochopeny. To se
tykd nejen Bayesovych soucasniki, ale i ¢tenafd novéjsich vy-
tiski eseje, které jsou dnes bézné k dispozici (Barnard, 1958).
Zkusme si v nasledujicim odstavci vysvétlit nékteré hlavni Baye-
sovy myslenky pomoci soucasnych matematickych pojmi, symbo-
liky a terminologie. Je tieba si uvédomit, ze Bayes byl témér sou-
¢asnikem Isaaca Newtona (1643-1727). Zil tedy v dobé, kdy ma-
tematicka disciplina, kterou dnes nazyvame infinitezimalni pocet,
byla opravdu v plenkach.

V {vodni ¢asti eseje autor nadSené prezentuje zédkladni pojmy
teorie pravdépodobnosti, z nichz vétsinu bychom dnes pokladali za
elementarni. Bayes definoval pravdépodobnost jako zdanlivé sub-
jektivné urcené ocekavani budouciho vysledku ndhodného pokusu.
Tim se jeho pristup lisil od frekventisti, ktefi pravdépodobnost
chépali jako relativni ¢etnost opakujiciho se ndhodného pokusu.
Bayes zavedl pojem podminéné pravdépodobnosti a dokazal, ze
pro dvé udalosti A a B takové, ze A predchazi v ¢ase B, plati

P(AN B)
pP(4) -

P(AN B)

P(B|A) = )

P(A|B) =
Bayes genialné popsal analogii mezi matematickym modelem bino-
mického rozdéleni pravdépodobnosti a fyzikadlnim modelem , bilia-
rového stolu® (Stigler, 1982; Gillies, 1987; Macak, 1997; Bellhouse,
2004). Bayesova analogie je zaloZena na myslenkovém modelu do-
konale rovného a vyvazeného stolu ¢tvercového ptidorysu o jednot-
kové strané (obr. 7, 8). Pfedpoklddame, Ze vhodime-li na tento stiil
bilidrovou kouli, miize se zastavit v kterémkoliv bodé pomyslného
jednotkového ctverce se stejnou pravdépodobnosti. Zvolme jednu
stranu ¢tverce, napt. AB, za Cast x-ové osy, na kterou budeme na-
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naset hodnoty vodorovné souradnice kone¢né polohy dané koule.
Piedpoklddejme, Ze se prvni vhozend koule (Gervend) zastavila
v pozici s horizontalni soufadnici dané bodem M (obr. 7). Poté
byla stejnym zpisobem vhozena na stil bila koule, a to opakované
n-krat. Za Gspésny pokus je povazovana situace, kdy se bila koule
zastavi nalevo od koneéné polohy Cervené koule, tj. horizontalni
soufadnice bilé koule je mensi nez u éervené koule (nap¥. pozice 1
na obrazku 7). Zastavi-li se bild koule napravo od ¢ervené (napf.
v poloze 2), je to povazovano za neuspéch. Resme néasledujici dva
problémy:

1) Na stil byla vhozena prvni (¢ervend) koule, kterd zaujala
konec¢nou polohu danou bodem M. Jaké je pravdépodobnost toho,
7e pii nasledném n-krat opakovaném hodu bilou kouli budeme
pozorovat pravé k uspécha?

D C

A M B
Obr. 7: Bayestiv model bilidrového stolu po vhozeni prvni koule

Tato situace je popsana diskrétni nahodnou veli¢inou X s bi-
nomickym rozdélenim pravdépodobnosti odpovidajicim n nezé-
vislym pokusim s pravdépodobnosti p tspéchu v kazdém jednot-
livém pokusu. Je znamo, ze ndhodna veli¢ina X nabyva hodnot
k=0,1,2,...,n (pocet Gspéchtt) s pravdépodobnostmi

PX =) = (’;)p’%l —pn

Hodnota parametru p v tomto vztahu je urcena polohou cervené
koule. Plati totiz p = % = d(AM). Délka tisecky AM je tedy
rovna pravdépodobnosti tspéchu pri kazdém jednotlivém hodu
bilou kouli.
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2) Uvazujme situaci pfed vhozenim ¢ervené koule a opét se
ptejme, jaka je pravdépodobnost, ze budeme pozorovat pravé k
tspéchti pti n hodech bilou kouli. Pro kazdou konkrétni polohu X
cervené koule bude pravdépodobnost ispéchu p dana délkou tsec-
ky AX a pravdépodobnost netspéchu 1 — p déna délkou tsec-
ky X B (obr. 8). Budeme-li tedy hodnoty z-ovych soufadnic ko-
necné polohy cervené koule povazovat za hodnoty parametru p,
dosdhneme touto myslenkovou konstrukci toho, Ze parametr p
bude mit uniformni rozdéleni na jednotkovém intervalu. Vzhle-
dem k tomu, Ze usporddani mnoziny bodu tsecky AB je spojité,
dostavame tak spojitou ndhodnou veli¢inu definovanou na inter-
valu (0,1) s hustotou pravdépodobnosti f(p) = (Z)pk(l — p)nfk.
Graf funkce f(p) je zndzornén na obrézku 8.

D C

f(p)

A a X b g

Obr. 8: Bayestv model bilidrového stolu pfed vhozenim prvni
koule

Bayes ve své eseji Tesil problém, jak urc¢it podminénou prav-
dépodobnost P(a < p < b |Y = k), kde Y je ndhodna veli¢ina
s defini¢nim oborem vSech moZnych poloh vSech kouli a oborem
hodnot odpovidajicim mnoziné vSech moznych vysledk, tj. poc¢ti
uspéchi k € {0,1,...,n}.

Bayes ukazal, ze

P(a<p<bﬁY:k):/

a

b (Z)p’“(l —p)" " dp.

Této pravdépodobnosti geometricky odpovida obsah vybarvené
plochy pod kiivkou (obr. 8). Rozsifenim intervalu (a,b) na cely
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jednotkovy interval (0, 1) dostaneme jako dusledek

P(Y =k)= /01 <Z)pk(1 —p)" *dp.

Tato pravdépodobnost je geometricky urena obsahem celkové
plochy pod kfivkou (obr. 8). Odtud

Jo (P —p)" " dp
Jo (pF(L—p)" " dp

Bayes dale ukazal, ze kdyZ binomicky parametr p ma uniformni
rozdéleni pravdépodobnosti, pak pravdépodobnost

Pla<p<b|Y =k)=

1
PY=k)= w1 Pro jakékoliv k € {0,1,...,n}.

To znamena, Ze ndhodna veli¢ina Y ma diskrétni uniformni roz-
déleni pravdépodobnosti. Pti n-krat opakovaném hodu bilou kouli
tedy neni diivod domnivat se, Zze by byl néktery pocet tspéchii
pravdépodobnéjsi nez jiny.

Zaveér

Bayesovské metody jsou zpravidla pocetné narocnéjsi, maji vsak
oproti klasickym metoddm nékteré vyhody. Mimo jiné jsou pou-
zitelné i v pripadé jevi, které nejsou hromadné povahy, daji se
tedy aplikovat i v kvalitativnim vyzkumu (socidlni vyzkum, pe-
dagogicky vyzkum). Vyhody vyuziti bayesovské statistické ana-
lyzy v rdmci socidlnich a biologickych véd jsou popsény v (Hendl,
2011):

1. Jsou dostupné urcité apriorni znalosti zkoumaného feno-
ménu, které lze efektivné vyuzit v ramci bayesovského pti-
stupu.

2. Kromé systémové variability popsané néjakou dostupnou
teorii, existuje v socialnich i biologickych védach zna¢na in-
dividualni variabilita. Bayesovské metody mohou v nékte-
rych pripadech poskytnout kvalitnéjsi rdmec pro nase usu-
zovani.
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Bayesovské metody dnes maji Siroké uplatnéni vSude tam, kde
se pracuje s nejistymi informacemi, tedy napf. ve finanéni mate-
matice, managementu, psychologii, sociologii, pedagogickém vy-
zkumu, medicinském vyzkumu, soudnictvi, kriminologii, ekologii,
pfi ekonomickych studiich apod. Bayesovsky piistup hraje rovnéz
dtilezitou roli v matematické logice.

Zadny vyzkumnik, ktery se seriézné zabyva statistickou ana-
lyzou dat, by se nemél omezovat pouze na klasické frekventis-
tické metody, ale mél by se seznamit i s nékterymi alternativnimi
pristupy, mezi které patii i bayesovska analjza.
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Abstract

Traditional (frequentist) statistical methods are based on proba-
bilistic models applicable only to mass phenomena, the occurrence
of which can be monitored repeatedly in many situations. In this
case, the probability is understood as the relative frequency of
the occurrence of the observed phenomenon. In contrast, the Ba-
yesian approach defines probability as a measure of the belief in
the truth of a given statement. The article focuses on clarifying
the basic ideas of Bayesian statistic analysis and notes the history
of its origin and development.
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