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Floquetova teorie a stabilita linearnich
diferencialnich rovnic druhého radu

s periodickymi koeficienty

Jir{ Sremr

Abstrakt. Tento ¢lanek ukazuje mozné pouziti Floquetovy teorie v otdzce ljapunovské stabi-
lity linedrnich diferencialnich rovnic druhého radu s periodickymi koeficienty. Jsou uvedeny

jsou nésledné vyuzity v diukazech jednoduchych efektivnich kritérii. Je také vysvétlena sou-
vislost mezi Ljapunovovymi a Floquetovymi charakteristickymi exponenty a ukazano pouziti
téchto pojmi mimo jiné v otdzce stability rovnovazného stavu tlumeného matematického
kyvadla s kmitajicim zavésem.

Uvazujme diferencidlni rovnici
2" + g(t)x’ + p(t)x = 0, (L)

v niz jsou koeficienty p, g: R — R spojité funkce. ReSenim rovnice (L) rozumime
funkci z: R — R, ktera je spojita spolu se svou prvni i druhou derivaci a kterd po
dosazeni spliiuje rovnost (L) vSude v R. Pokud je ¢tendf obezndmen s teorii Lebes-
gueova integralu, muze predpokladat, ze koeficienty p, g jsou lokalné lebesgueovsky
integrovatelné v R a Teseni i jeho derivace jsou lokalné absolutné spojité, coz zarucuje,
ze druhd derivace reseni existuje skoro vsude.

Rovnice (L) popisuje napiiklad pohyb volného linedrniho oscildtoru s nekonstant-
nimi tlumicimi a tuhostnimi charakteristikami, ktery se pohybuje po piimce a jehoz
poloha v zavislosti na Case je popsana funkci x. Takovy pripad neni pouze teoreticky,
miize nastat po aproximaci nelinearit v pohybovych rovnicich oscilatora s tzv. geo-
metrickymi nelinearitami, ¢i pti studiu kmitan{ spojitych soustav (viz kapitolu 6.1).
Lineadrni rovnice s nekonstantnimi koeficienty se objevi také pti reseni stability rovno-
vazného stavu tlumeného matematického kyvadla s kmitajicim zdvésem, jak je ukdzano
v kapitole 6.2.

V tomto ¢lanku nejprve pripomeneme zéklady Floquetovy teorie pro rovnici (L)
s w-periodickymi koeficienty (zejména pojem Floquetova multiplikdtoru), se kterymi
se Ctendlr muze sezndmit mimo jiné v prispévku [10]. Poté budeme diskutovat mozné
vyuziti Floquetovych multiplikidtori v otdzce ljapunovské stability rovnice (L) a do-
kazeme jednoducha efektivni kritéria stability a nestability. Ukazeme také souvislost
mezi Floquetovymi multiplikatory a Ljapunovovymi charakteristickymi exponenty ob-
jevujicimi se v teorii stability soustav neautonomnich diferencidlnich rovnic.
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1. Pojem ljapunovské stability

Pojem ljapunovské stability obvykle zavadime pro feSeni soustavy nelinearnich dife-
rencidlnich rovnic

yl = f(tv y)7 (11)

kde vektorova funkee f: [a, +00) x R” — R” je spojitd. Reseni této soustavy hledame
ve t¥idé vektorovych funkei y: [a, +00) — R™, jejiz slozky jsou spojité diferencovatelné
na [a, +00).!

Pripomenme definice zakladnich typua stability feSeni soustavy (1.1). Intuitivné
muzeme priblizit pojem stability a atraktivity nasledovné: Stabilita feseni yo soustavy
(1.1) znamend, zZe kazdé feseni y této soustavy s poc¢ateéni podminkou y(tg) ,,blizkou*
k yo(tg) zustane ,blizko* FeSen{ yo v kazdém case t = t;. Naproti tomu v pripadé
atraktivity FeSeni yo se mize stat, ze feSeni y této soustavy s poc¢éteéni podminkou y(to)
sblizkou“ k yo(tg) se nékdy v prubéhu éasu ,vzdali“ od yp, avSak v limité se jejich
vzdalenost blizi k nule.

Nyni uvedeme presné formulace. Poznamenejme, ze v nasledujicich definicich znaci
| - ]| libovolnou normu v R™.

Definice 1.1. Reseni yo: [a, +00) — R™ soustavy (1.1) se nazyva:

(1) (ljapunovsky) stabilni, jestlize pro kazdé e > 0 a tg = a existuje § = (e, tg) > 0
takové, ze libovolné FeSeni y soustavy (1.1) vyhovujici podmince

lly(to) — yo(to)l| <& (1.2)

je prodlouzitelné do +oo a spliuje nerovnost
ly(t) = yo(t)ll <e prot=to;

(2) nestabilni, jestlize neni stabilni;

(3) atraktivni, jestlize pro kazdé tg = a existuje § = §(tg) > 0 takové, ze libovolné
feseni y soustavy (1.1) vyhovujici podmince (1.2) je prodlouzitelné do +o0c a spl-
nuje

lim ly(t) = yo(t)[| = 0;

t——+o0
(4) asymptoticky stabilni, jestlize je stabilni a atraktivni;
(5) exponenciilné stabilni, jestlize existuji K > 0, n > 0 a 6 > 0 takova, ze

0
libovolné feSeni y soustavy (1.1) vyhovujici v néjakém ¢ty = a podmince (1.2) je
prodlouzitelné do 400 a spliuje nerovnost

ly(#) = o)l < Kly(to) = yo(to)lle™ =" pro t = to.

1Je mozné predpokladat, Ze vektorova funkce f na pravé strané soustavy (1.1) je z Carathéodoryho
tridy a feseni pak hledat ve tiidé vektorovych funkci s lokdlné absolutné spojitymi slozkami.
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Je dobfe zndmo, Ze z atraktivity feseni yo soustavy (1.1) (obecné) neplyne jeho sta-
bilita. Déle si v§imnéme, zZe z exponencidlni stability feseni yy plyne jeho asymptoticka
stabilita. Opacné tvrzeni obecné samoziejmé neplati.

Diive vSak nez vySetiujeme stabilitu feSen{ nelinedrni neautonomni soustavy (1.1),
zaCindme obvykle se studiem nékterych jejich specidlnich pripadi, mezi néz patii také
homogenni linedrni soustava

y' = A(t)y, (1.3)
kde A: [a, +00) = R™™ je spojitd maticova funkce.

Pro linearni soustavy lze ukézat, ze kazdé jejich atraktivni reSeni je stabilni, tj.
pojmy atraktivity a asymptotické stability jejich feSeni splyvaji.

Reseni rovnice (L) a feSeni dvoudimenzionalni soustavy

/= (ot o) -

jsou v nésledujicim vztahu: Je-li funkce x FeSenim rovnice (L), pak je vektorovéd funkce
y = (z, o) feSenim soustavy (1.4). Naopak, je-li vektorovd funkce y = (y1, y2) FeSenim
soustavy (1.4), pak je y2 = y; a funkce y; je TeSenim rovnice (L). Stabilitu feseni xg
rovnice (L) proto definujeme nédsledovné.

Definice 1.2. Reseni xg rovnice (L) se nazyva stabilni (resp. asymptoticky sta-
bilni, resp. exponenciilné stabilni), je-1i stabilni (resp. asymptoticky stabilni, resp.
exponencialné stabiln{) odpovidajici FeSeni (xg, xj) soustavy (1.4).

JelikoZ je rovnice (L) linearni, lehce lze dokdzat, ze FeSen{ xo rovnice (L) je stabilni
(resp. asymptoticky stabilni, resp. exponencialné stabilni) pravé tehdy, kdyZ je stabilni
(resp. asymptoticky stabilni, resp. exponencidlné stabilni) jeji nulové Feseni. Odtud
okamzité plyne, Ze vSechna FeSeni rovnice (L) jsou z pohledu stability ,stejného typu*,
a proto obvykle mluvime o stabilité linearni rovnice misto o stabilité jejich feseni.

Pro jednotlivé typy stability jsou k dispozici nasledujici nutné a postacujici pod-
minky, které ndm dovoli rozhodnout o stabilité rovnice (L), zndme-li chovani jejiho
fundamentalniho systému feseni. Poznamenejme, ze zajimame-li se o stabilitu feseni
v okoli +o0, sta¢i uvazovat rovnici (L) na néjakém okoli 400, napiiklad na poloose
[0, +00).

Tvrzeni 1.3. Necht x1, x2 je fundamentdlni systém reseni rovnice (L). Potom:
(a) Rovnice (L) je stabilni pravé tehdy, kdyz
sup {|zx(t)| + |25 ()] : £ 20} < +o00 prok=1,2.
(b) Rovnice (L) je asymptoticky stabilni pravé tehdy, kdyz
. - . ’ o _
lim x(t) =0, t~13+moo 2,(t)=0 prok=1,2.

t——+o0

(¢) Rovnice (L) je exponencidlné stabilni pravé tehdy, kdyz existuji ¢islaa > 0a N > 0
takova, ze

() 20 Gl 2oy

kde || - || znacf libovolnou maticovou normu v R?*2.

< Ne (=% prot>s20,
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Na zavér této kapitoly pripomeneme, jak lze jednoduse rozhodnout o stabilité di-
ferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty

2" + gox’ + pox = 0, (1.5)

kde pg, go € R. Jednd se zfejmé o specidlni piipad rovnice (L), pficemz jeji koeficienty
jsou periodické s libovolnou periodou w > 0.

Tvrzeni 1.4. Necht \1, Ay € C jsou koreny charakteristické rovnice
A+ goA+po =0 (1.6)
odpovidajici diferencidlni rovnici (1.5). Potom plati:

(1) Jestlize Re A1 < 0 a Re Ay < 0, pak je rovnice (1.5) exponencidlné stabilni, a tudiz
také asymptoticky stabilni.

(2) Jestlize Re A1 = 0, Re A2 £ 0, existuje koren s nulovou redlnou ¢asti a kazdy
korfen s nulovou redlnou ¢dsti je jednoduchy, pak je rovnice (1.5) stabilni (ale ne
asymptoticky stabilni).

(3) Jestlize A\ = Ay = 0 nebo Re A\ > 0 pro néjaké k € {1, 2}, pak je rovnice (1.5)
nestabilni.

V kapitole 3 ukdzeme, jak lze rozhodnout o stabilité rovnice (L) s periodickymi
koeficienty, zname-li oba jeji Floquetovy multiplikatory.

2. Floquetovy multiplikatory rovnice (L) s periodickymi koeficienty

V celé této kapitole predpokladdme, ze koeficienty p, g rovnice (L) jsou w-periodické
funkce. Pripomeneme velmi stru¢né pojem Floquetova multiplikdtoru a dalsi fakta,
kterd jsou podrobné vysvétlena v prispévku [10]. Poznamenejme zde, ze v bézné
dostupné literature je obvykle vybudovana Floquetova teorie pro linearni soustavu
(1.3) a poté jsou odvozeny disledky pro linedrni diferencidlni rovnice vyssich radu.
V ¢lanku [10] jsme misto toho pouzili jiny postup a vybudovali jsme zaklady Floque-
tovy teorie primo pro linedrni diferencialni rovnice vyssich rada, pricemz jsme se in-
spirovali postupem, ktery pouzil Giovani Sansone v knize [9].
Otézka existence netrividlntho FeSeni rovnice (L) spliujictho podminku

z(t+w)=px(t) proteR (2.1)
vede k nésledujici definici a tvrzeni.

Definice 2.1. Koreny charakteristické rovnice

¢~ (un(w) +up()) e+ e Jo 7 =g, (2.2)
kde w1, us jsou FeSeni rovnice (L) spliujici pocateéni podminky
wr(0)=1, v1(0)=0 a  uy(0) =0, uy(0)=1, (2.3)

nazyvame Floquetovy multiplikatory diferencidlni rovnice (L).
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Tvrzeni 2.2. Rovnice (L) ma netrividlni (eventudlné komplexni) feSeni spliujici
podminku (2.1) prévé tehdy, kdyz je o Floquetovym multiplikdtorem diferencidlni
rovnice (L).
Floquetovy multiplikdtory rovnice (L) jsou také vlastnimi ¢isly tzv. matice mo-
nodromie () )
[ w\Ww Uz (W
ver= () i) (2.4
kde Y je fundamentdlni matice soustavy (1.4) spliiujici podminku Y (0) = I. Pro
kazdy Floquettuv multiplikdtor ¢ rovnice (L) s nésobnosti ¢ existuje pravé ¢ linedrné
nezdvislych Feseni rovnice (L), kterd je mozné rozdélit do podskupin odpovidajicich
tzv. elementarnim délitelim? piislusné charakteristické matice. Mohou nastat pouze
tTi moznosti:

e Rovnice (L) ma dva razné Floquetovy multiplikdtory g1, 02 € C a elementérni
délitelé prislusné charakteristické matice jsou

0 — 01, 0— 02 .

e Rovnice (L) mé Floquettiv multiplikdtor g9 € R s ndsobnosti 2 a elementérni
délitelé prislusné charakteristické matice jsou

@— 0o, ©—0o0-

e Rovnice (L) méa Floquetuv multiplikdtor g9 € R s ndsobnosti 2 a elementdrni
deélitel prislusné charakteristické matice je

(0 — 90)2-

Lze tedy dokazat nasledujici tvrzeni.
Tvrzeni 2.3. Necht g1, 02 € R, 01 # 02, jsou Floquetovy multiplikdtory rovnice (L).
Pak existuji (redlnd) linedrné nezavisld feseni x1, xo rovnice (L) spliujici

r(t+w)=o0121(t), x2(t +w)=02w2(t) protecR.

Tvrzeni 2.4. Necht gy € R je Floquetiv multiplikdtor rovnice (L) s ndsobnosti 2.
Pak existuji (redlnd) linedrné nezavisld reseni x1, xo rovnice (L) splitujici bud

21(t+w) = 0ox1(t), x2(t+w)=pox2(t) proteR,

nebo
z1(t +w) = gow1(t), w2t +w) = gow2(t) +1(t) proteR.

Tvrzeni 2.5. Necht p12 = a £ bi, kde a, b € R a b > 0, jsou Floquetovy multipli-
kdtory rovnice (L). Pak existuji (redlnd) linedrné nez&visla reseni xy, xo rovnice (L)
splniujici

21(t + w) = ax1(t) — bxa(t), w2(t +w)="Dbx1(t) +axa(t) proteR.

2Tento pojem jsme vysvétlili v [10] na str. 24.
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Nakonec pfipomerime, v jakém tvaru lze najit linedrné nezavisla feseni rovnice (L),
zname-li jeji Floquetovy multiplikdtory. V nésledujici vété ozna¢me C?(R) mnozinu
funkei, které jsou spojité v R spolu se svou prvni a druhou derivaci.

Véta 2.6. Necht o1, 02 jsou Floquetovy multiplikdtory rovnice (L). Pak plati:

(1) Jestlize 01, 02 € R a 01 # 02, pak 0102 > 0 a existuji linedrné nezavisla reseni
x1, we rovnice (L) spliujici

In Joq]| In |og|
2l In feal

i(t) = "B (1), aa(t) = " FH Tpy(t) proteR,

kde @1, pa € C?*(R) jsou w-periodické (resp. 2w-periodické) funkce, je-li o1 > 0
(resp. p1 < 0).

(2) Jestlize 01 = 2 =: 0o, pak existuji linedrné nezdvisld reseni x1, xo rovnice (L)
spliujici bud

In Joo]| In |eo

i(t) =" E (1), aa(t) = e "EY Tpy(t) proteR,

nebo

In leo| 4 In leg|
w

z(t)=e e1(t), xa(t)=e" = '[tor(t) +¢2(t)] proteR,

kde @1, pa € C?*(R) jsou w-periodické (resp. 2w-periodické) funkce, je-li o9 > 0
(resp. 0o < 0).

(3) Jestlize 012 = poe*’t, kde g9 > 0 a ¥ € (—m, 0) U (0, 7), pak existuji linedrné
nezdvisla reseni x1, xo rovnice (L) spliujici

no ot It
x1(t) = e t[gpl(t) cos — — p2(t) sin —] prot € R
w w

In ¢

IQ(t) =€ v

It It
t {gpl(t) sin — + pa(t) cos —] prot € R,
w w
kde ¢1, o2 € C%(R) jsou w-periodické funkce.
3. Stabilita rovnice (L) v Feé¢i Floquetovych multiplikatora

Shriime nejprve obecné véty o stabilité linedrni soustavy (1.3) s periodickou matico-
vou funkci A formulované v feci Floquetovych multiplikatori, které lze najit v bézné
dostupné literatufe (viz napt. [12], kapitola 2.7).

Tvrzeni 3.1. Necht A: R — R"*" je w-periodickd spojita maticova funkce. Potom
plati:

(1) Soustava (1.3) je asymptoticky stabilni pravé tehdy, kdyz vSechny jeji Floque-
tovy multiplikatory lezi uvnitr jednotkového kruhu v komplexni roviné se stredem
v pocatku.
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(2) Soustava (1.3) je stabilni praveé tehdy, kdyz vSechny jeji Floquetovy multiplikdtory
lezi v jednotkovém kruhu v komplexni roviné se stredem v pocatku a kazdému
multiplikatoru lezicimu na hranicni kruznici odpovidaji pouze linearni elementarni
delitelé.

(3) Soustava (1.3) je nestabilni pravé tehdy, kdyz existuje alespori jeden Floquetiiv
multiplikdtor soustavy (1.3) lezici bud vné jednotkového kruhu v komplexni roviné
se stredem v pocatku, nebo na hranic¢ni kruznici, pricemz mu odpovida elementarni
délitel, ktery neni linedrni.

Z tvrzeni 3.1 a 2.4 plynou ndsledujici kritéria stability (doplnénd o exponencidlni
stabilitu v ¢dsti (1)).
Véta 3.2. Necht g1, 02 € C jsou Floquetovy multiplikdtory rovnice (L) s w-perio-
dickymi koeficienty. Potom plati:

(1) Jestlize |o1| < 1 a |o2| < 1, pak je rovnice (L) exponencidlné stabilni, a tudiz
také asymptoticky stabilni.

(2) Jestlize |px| > 1 pro néjaké k € {1, 2}, pak je rovnice (L) nestabilni.

(3) Jestlize 01, 02 € R, |o1] = 1 a |o2| < 1, pak je rovnice (L) stabilni (ale ne
asymptoticky stabilni).

(4) Necht o1, 02 € R a |p1| = |02] = 1. Pak je rovnice (L) stabilni praveé tehdy, kdyz
jsou vSechna jeji reseni periodickd. Je-li v tomto pripadé rovnice (L) stabilni, nenf
stabilni asymptoticky.

(5) Jestlize p1, o2 € C\ R a |p1]| = |o2| = 1, pak je rovnice (L) stabilni (ale ne
asymptoticky stabilni).

Véta 2.6 fikd, v jakém tvaru miazeme najit fundamentalni systém feseni rovnice (L),
zname-li oba jeji Floquetovy multiplikatory. To nam dovoli dokézat vétu 3.2 piimou
aplikaci tvrzeni 1.3. Podrobny dikaz zde uvaddét nebudeme, to urcité zvladne udélat
Ctenar sdm. Poznamenejme pouze, ze v ditkazu ¢asti (1) véty 3.2 pouzijeme nésledujici
fakt: Pro kazdé o > 0 existuje M = M(a) > 0 takové, Ze

te* < Me™ 2! prot>0.

Z véty 3.2 okamzité dostavame nasledujici velmi obecné kritérium nestability rov-
nice (L).
Véta 3.3. Predpoklddejme, ze koeficienty p, g rovnice (L) jsou w-periodické funkce.
Je-li [° g(s) ds <0, pak je rovnice (L) nestabilni.

Diikaz. Floquetovy multiplikdtory o1, 02 rovnice (L) jsou feSenimi kvadratické rovnice
(2.2), a proto plati

o102 = Jo 999
Vzhledem k predpokladu fow g(s) ds < 0 odtud plyne, Ze || > 1 pro néjaké k € {1, 2}.
Podle ¢&sti (2) véty 3.2 je tedy rovnice (L) nestabilni. O
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Vsimnéme si, ze véta 3.2 je jakousi analogii tvrzeni 1.4 pro diferencidlni rovnici s ne-
konstantnimi (avSak periodickymi) koeficienty. Je ale mezi nimi jeden velmi podstatny
rozdil! Kofeny A1, Ao charakteristické rovnice (1.6) lze jednoduse uréit, nebot jsou to
koreny kvadratické rovnice s danymi redlnymi koeficienty pg, gog. Tvrzeni 1.4 proto
obsahuje efektivni kritéria stability rovnice s konstantnimi koeficienty (1.5). I kdyz
jsou Floquetovy multiplikdtory rovnice (L) také kofeny kvadratické rovnice s redlnymi
koeficienty, jejich hodnoty nelze jednoduse uréit. Koeficient u;(w) + u)(w) kvadratické
rovuice (2.2) muZeme totiz vyéislit pouze v pripadé, ze jsme schopni vypsat néjaky
fundamentdlni systém feseni rovnice (L). V takovém pripadé vSak muzeme primo po-
uzit tvrzeni 1.3 a nepotrebujeme hledat Floquetovy multiplikatory. Z tohoto pohledu
jsou kritéria stability ve vété 3.2 neefektivni. Je proto potieba hledat efektivni (tj.
snadno ovéritelné) podminky zarucujici, Zze Floquetovy multiplikdtory rovnice (L) spl-
nuji predpoklady jednotlivych tvrzeni ve vété 3.2.

Vétu 3.2 muzeme lehce preformulovat v Teci redlnych casti Floquetovych charak-
teristickych exponenti.

Definice 3.4. Necht o € C je Floquettiv multiplikdtor rovnice (L) s w-periodickymi
koeficienty a necht ¢ = |g|e”!, kde ¥ € (—, 7]. Potom &islo

a= %[ln|g|+19i] (3.1)

nazyvame Floquettv charakteristicky exponent rovnice (L).

Ze vztahu (3.1) okamzité vyplyvd, Zze Re a < 0 (resp. Re @« = 0, resp. Re a > 0)
pravé tehdy, kdyz |g| < 1 (resp. |o| = 1, resp. |o| > 1).

V zavéru této kapitoly se chvilku vénujme diferencidlni rovnici s konstantnimi ko-
eficienty (1.5). Lehce lze ukézat, Ze je-li w > 0 a A je kofenem charakteristické rovnice
(1.6), pak o = e je Floquetovym multiplikdtorem diferencidlni rovnice (1.5) pro
dané w. Vskutku, je-li A = p+ vi (i, v € R) kofenem charakteristické rovnice (1.6),
diferencialni rovnice (1.5) ma (eventudlné komplexni) feseni x(t) := e, pro které
ziejmé plati

2t +w) = M) = () proteR.
Aw

7 tvrzeni 2.2 pak okamzité plyne, ze 0 = e’ = et“e’“! je Floquettv multiplikdtor
diferencidlni rovnice (1.5) pro dané w. Pro Floquettiv charakteristicky exponent «,

ktery mu odpovida, ze vztahu (3.1) dostaneme

1

Rea= —In g = u=Re A\,

w
a proto pro rovuici (1.5) jsou redlné ¢asti jejich Floquetovych charakteristickych expo-
nentu stejné pro libovolné w > 0 a jsou rovny realnym c¢astem korenti charakteristické
rovnice (1.6).
4. Ukéazka efektivnich kritérii stability rovnice (L)
Stejné jako v predchozich kapitolach i zde predpokladame, ze koeficienty p, g rov-

nice (L) jsou w-periodické funkce. Ukdzeme, jak lze pouzit vétu 3.2 a dokédzat efek-
tivni kritéria stability rovnice (L) v piipadé, Ze koeficient p nestiidd znaménko. Tento
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predpoklad je samoziejmé mozné zeslabit a dokéazat kritéria podobného typu i pro
koeficient p stridajici znaménko, avsak dikazy by byly ponékud pracnéjsi nez dikazy
veét 4.1 a 4.3. Nektera z uvedenych kritérii jsou jisté znama, avsak ¢asto jsou uvazovany
specidlni piipady rovnice (L), kde je napifklad tlumici koeficient g diferencovatelny,
¢i dokonce konstantni. Dle autorova védomi, dikazy zde uvedené jsou nové a dobre
poslouzi tcelu tohoto ¢lanku, nebot ukazuji jak vyhody, tak i nevyhody uziti Floqueto-
vych multiplikdtoru v otézce stability rovnice (L). Na zavér pak ukdzeme dva vysledky
E. L. Tonkova, které se také tykaji Floquetovych multiplikdtort a ze kterych okamzité
dostédvame kritérium exponencialni stability rovnice (L).

Diskuzi rozdélime na tri pripady v zavislosti na stfedni hodnoté tlumiciho koefi-
cientu g. Nejprve vsak vyjasnéme jednu otazku, ktera nejspise ctenare zbéhlého v teorii
diferencidlnich rovnic napadla. Existuje nékolik dobie zndmych transformaci, pomoci
kterych lze prevést rovnici (L) na rovnici s nulovym tlumicim koeficientem (viz napf.
[2], kapitola XI, sekce 1). Ukazme jednu z téch, které nevyzaduji pfedpoklad diferen-
covatelnosti koeficientu g.

Polozme

alg)(t) :==e Jo 9 ds o(t) == / o(g)(s)ds proteR. (4.1)
0

Funkece ¢ je zfejmeé rostouci na R, existuje tedy k ni funkce inverzni a mizeme definovat
funkei p vztahem

p(T) :== —p(qfl 7) ro T R
(1) RETEETENL pro 7 € p(R),

kterd je spojitd na ¢(R).
Pi{mym vypoctem lze ukézat, ze je-li & feSenim rovnice (L), pak je funkce z(7) :=
:=x(p7 (7)) pro 7 € ¢(R) fesenim diferencialni rovnice

2" +p(r)z =0. (4.2)
Naopak, je-li z FeSenim rovnice (4.2), pak je funkce x(t) := z(¢(t)) pro t € R feSenim
rovnice (L).

Jelikoz predpokladdme, ze koeficient g v rovnici (L) je w-periodickd funkee, plati

-1

o(kw) = /Ow a(g)(s) ds i (e7 Jo 9 ds)n pro k € N

o(—kw) = — /Ow a(g)(s) ds Z (efow 9(s) ds)n pro k € N.
n=1

Odtud je vidét, ze

¢(R) =R prévé tehdy, kdyz / g(s)ds =0
0
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(je-li fo s) ds # 0, pak bud hm p(kw) < +oonebo lim ¢(—kw) > —o0). Navic,

k—-+oo

jestlize fo )ds =0, potom platl

ot +w) = p(t) + /OW o(g)(s)ds proteR.

Rovnice (L) a (4.2) nejsou tedy z naseho pohledu vzdy stejného typu, nebot koeﬁcient D
v rovici (4.2) je definovany na celém R a je periodicky praveé tehdy, kdyz fo s)ds =
= 0. Odtud plyne, ze v pripadé fo ) ds = 0 lze rovnici (L) s w- perlodlckyml ko-
eficienty p, g prevést na mnohem JeandUSSI rovnici (4.2) s periodickym koeficientem
ﬁ, ktera je lépe prostudovana v dostupné literature, pricemz ,nova“ perioda je pak
W= [ 0o ) ds. V piipadé [;” g(s) ds # 0 nelze pro ziskanou rovnici (4.2) Floque-
tovu teoru pouz1t

4.1. Pripad [ g(s) ds <0

Je-li stiedni hodnota tlumictho koeficientu g na intervalu [0, w] zédpornd, z véty 3.3
okamzité plyne, Ze rovnice (L) s w-periodickymi koeficienty je nestabilni.

4.2. Pripad [ g(s)ds =0

Véta 4.1. Predpokladejme, Ze koeficienty p, g rovnice (L) jsou w-periodické funkce,
pricemz [ g(s) ds = 0. Potom plati:

(A) Jestlize p(t) < 0 pro t € R, pak je rovnice (L) nestabilni.

(B) Jestlize
pH)Z0 proteR,  p(t)£0 na[0,w]

“ p(s) 5 4
INE AN A TE R (4.3)

pak je rovnice (L) stabilni (ale ne asymptoticky stabilni).

Tvrzeni véty plynou z vyse popsané transformace, ¢dsti (3) tvrzeni 1.4 a vét 1 a 2
dokdzanych v [1], hlava III, §19 pro rovnici (4.2). Tyto véty jsou v monografii [1]
dokazany pomoci Floquetovych multiplikatora a technikou vytvorenou Ljapunovem.
Postup Ljapunova v této otézce je velmi zajimavy, ukazuje vyuziti nekonec¢nych rad
v kvalitativni teorii diferencidlnich rovnic, proto ¢tenari se zdjmem o ,propojeni®
ruznych oblasti matematiky viele doporucujeme dikazy precist. Vétu 4.1 lze dokazat
také primo, bez transformace, postupem podobnym tomu, ktery pouzijeme v dukazu
véty 4.3.

Poznamka 4.2. Pomoci transformace £ = ¢(s) v integralu na levé strané nerovnosti
(4.3) dostaneme

/“"(“” ple(9) 1 o 4
0 o = pw)’

@ 1@) 7@ *
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tj.

w

/Oﬁ(s)dgéi,

coz je zndmé nerovnost Ljapunova pro diferencidlni rovnici (4.2) v ptipadé nezapor-
ného koeficientu p. Tato nerovnost zaruci, Ze libovolné netrividlni feseni rovnice (4.2)
s nezdpornym koeficientem p mé v intervalu [0, &] nejvyse jeden nulovy bod (viz
napf. [2], kapitola XI, dusledek 5.1).
4.3. Pripad [ g(s) ds >0
Véta 4.3. Predpoklddejme, ze koeficienty p, g rovnice (L) jsou w-periodické funkce,
pricemz [ g(s) ds > 0. Potom plati:

(A) Jestlize

p(t) =0 proteR, p(t) #0 na [0, w], (4.4)
pak je rovnice (L) nestabilni.

(B) Jestlize p(t) = 0 pro t € R, pak je rovnice (L) stabilni (avsak ne asymptoticky
stabilni).

(C) Jestlize

p(t)=0 proteR, p(t) 20 na 0, w] (4.5)
“ a+w p(s) 4
/a o(g)(s) ds = f;+w a(g)(s) ds pro a € [0, w), (4.6)

pak je rovnice (L) exponencidlné stabilni, a tudiz také asymptoticky stabilni.

Poznamka 4.4. Analogicky jako v poznamce 4.2 lze podminku (4.6) prepsat do
tvaru
platw) - 4 0
[, POws o poac e

coz zarudi, ze libovolné netrividln{ feseni rovnice (4.2) s nezdpornym koeficientem p
mé v kazdém intervalu [p(a), ¢(a + w)] nejvyse jeden nulovy bod. Pro rovnici (L)
odtud plyne nésledujici tvrzeni: Jestlize jsou splnény podminky (4.5) a (4.6), pak libo-
volné netrividlni feseni rovnice (L) s w-periodickymi koeficienty m& v kazdém intervalu
[a, a + w] nejvyse jeden nulovy bod. V terminologii kvalitativn{ teorie diferencidlnich
rovnic to znamend, Ze rovnice (L) s w-periodickymi koeficienty je diskonjugovand v kaz-
dém uzavieném intervalu délky w.

Dikaz véty 4.3. Necht o1, 02 jsou Floquetovy multiplikédtory rovnice (L), tj. FeSeni
kvadratické rovnice
0* — Ao+ a(g)(w) =0, (4.7)

kde A = uy(w) + uh(w), u1 a uz jsou Feseni rovnice (L) spliujici poc¢éteéni podminky
(2.3) a funkce o(g) je ddna vztahem (4.1). Ziejmé plati

0<o(g)(w) <1. (4.8)

256 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 68 (2023), ¢. 4



Cdst (A): Piedpokladejme, Ze je splnéna podminka (4.4). Dokazeme nejprve, ze
A>1+0(g9)(w). (4.9)
Pro feseni u; rovnice (L) plati
u’ll(t)efo 9(s)ds 4 u'l(t)g(t)efo 9(s)ds —p(t)efo 9()dsy (1) prot € R,

tj.

ui(t) ' p@)
(U(g)(t)) o)) ui(t) prot€R. (4.10)

Z (2.3) okamzité plyne u1(0) > 0. UkdZeme sporem, Ze
ur(t) >0 prote [0, w]. (4.11)
Vskutku, pripustme, Ze ma feseni u; v intervalu [0, w] nulovy bod a polozme
to :=inf {t € [0, w] : w1 (t) £ 0}.

Pak zfejmé to > 0, u1(to) =0 a ui(t) > 0 pro t € [0, to), a proto z (4.4), (4.8) a (4.10)

, /
okamzité plyne (;é;gz) ) = 0prot € [0, to]. Integraci tohoto vztahu od 0 do t a pouzi-

tim pocéteéni podminky v} (0) = 0 dostaneme ;:1];3) 2 0prot € |0, tg]. Odtud méme
ui(t) = 0 pro t € [0, to], nebot funkce o(g) je kladnd, a proto uy(tg) = u1(0) > 0, coz
je ve sporu s definici ¢isla tg. Dosazeny spor dokazuje nerovnost (4.11). Pak analogicky

jako vyse dostaneme
ur(w) 2 u1(0) = 1. (4.12)

Pro feseni ug rovnice (L) plati

Jelikoz u2(0) = 0 a u5(0) = 1, z lemmatu 7.2 (viz dodatek) plyne us(t) > 0 pro ¢ > 0.
Rovnost (4.13) vzhledem k predpokladu (4.4) pak zarudi, ze

(;(‘352))/20 pro t 20, (;Z;;Z))?éo na [0, w).

Integraci predchozi nerovnosti od 0 do w a pouzitim pocateéni podminky u5(0) = 1
dostaneme , ,

u(w) > u5(0) -1

o(g)w) = a(g)(0)
coz spolu s (4.12) dokazuje pozadovany vztah (4.9).

Nyn{ pouzitim nerovnosti 4a3 < (a+ 8)?, ktera zfejmé plati pro viechna a, 3 € R,
z (4.8) a (4.9) dostaneme

A2 > (14 0(g)(W))’ 2 40(g) (). (4.14)
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To vSak znamend, Ze kofeny o1, g2 kvadratické rovnice (4.7) jsou redlné a plati

A+ /A% —40(g9)(w) . (4.15)
2

01,2 =
Navic, z nerovnosti (4.9) plyne
(2— A2 =4—4A+ A* < A% — 4o (g)(w).
Jestlize A < 2, tento vztah zaruéi 2 — A < /A2 — 40(g)(w), a proto

_ A+ /A% —4o(g)(w) -1
5 )

01

Jestlize A > 2, z nerovnosti (4.14) a (4.15) jednoduse dostaneme

_ At A2 —do(g)(w) A -1
5 .

-2

01

Dokézali jsme, ze existuje redlny Floquettv multiplikdtor o1 rovnice (L) spliujici
01 > 1, a proto podle ¢asti (2) véty 3.2 je rovnice (L) nestabilni.

Cdst (B): Pfedpokladejme, Ze p(t) = 0 pro t € R. Pak m4 rovnice (L) konstantni feseni
x(t) :=1 pro t € R, a proto je ziejmé ¢islo 1 jejim Floquetovym multiplikdtorem (viz
tvrzen{ 2.2). Pro Floquetovy multiplikdtory g1, 02 plati p102 = o(g)(w), viz (4.7),
a proto vzhledem k (4.8) mame

01 =1, 0<02=0(g)(w) <1

Z casti (3) véty 3.2 tedy vyplyvd, ze je rovnice (L) stabilni (ale ne asymptoticky
stabilnf).

Cdst (C): Predpokladejme, Ze jsou splnény podminky (4.5) a (4.6). Pro Floquetovy
multiplikdtory o1, 02 plati 0102 = o(g)(w), viz (4.7). Navic, bud plat{ g1, 02 € R, nebo

01, 02 € C \ R.
Prvné predpokladejme, ze o1, 02 € R. Nejdrive ukdzeme

o1 >0, 02 > 0. (416)

Jelikoz 0102 = o(g)(w) > 0, viz (4.8), staci dokdzat o1 > 0. Predpoklddejme sporem,
Ze 01 < 0. Podle tvrzeni 2.2 pak existuje netrividlni feSeni x rovnice (L) spliujici

z(t +w) = g1x(t) proteR. (4.17)

Odtud okamzité plyne z(w) = —|o1|x(0), a proto existuje tg € [0, w) takové, ze z(ty) =
= 0. Vzhledem k (4.17) pak také z:(tg + w) = 0. To vSak znamend, ze netrividlni feSenf
2 rovnice (L) m4 dva nulové body v intervalu [tg, to + w], coZ je ve sporu s tvrzenim
formulovanym v pozndmce 4.4. DosaZeny spor dokazuje nerovnosti (4.16).

Jelikoz jsou o1, g2 redlné kladné kofeny kvadratické rovnice (4.7), koeficient A
nutné vyhovuje nerovnostem

A% = 40(g)(w), A>0. (4.18)
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Multiplikatory o1, 02 tedy splnuji

At \/W . (4.19)

Pro TeSent uy plati (4.10) a u1(0) > 0. Jestlize u;(t) > 0 pro t € [0, w], pak ze (4.5)
a (4.10) okamzité plyne (6737;2) )/ < 0 pro t € [0, w]. Integraci tohoto vztahu od 0
do t a pouzitim pocdteéni podminky u}(0) = 0 dostaneme ;;1];3) < 0prote|0,w.

0<o02=p01=

Odtud mame ) (t) = 0 pro ¢ € [0, w|, nebot funkce o(g) je kladné, a proto
ur(w) S up(0) =1. (4.20)

Jestlize m4 wu; v intervalu [0, w] nulovy bod, pak existuje tg € (0, w] takové, ze u(ty) =
=0, u(t) > 0 pro t € [0, to) a také u(t) < 0 pro t € (to, w| je-li to < w. Podle tvrzeni
formulovaného v pozndmce 4.4 méa totiz u; v intervalu [0, w] nejvyse jeden nulovy bod
a ziejmé u] (to) # 0. To vSak znamend, ze ui(w) < 0, tj. i v tomto pripadé je splnéna
podminka (4.20).

Reseni uy splituje (4.13). JelikoZ us(0) = 0 a u4(0) = 1, z tvrzeni formulovaného
v poznamce 4.4 plyne uz(t) > 0 pro ¢t € (0, w]. Nerovnost (4.13) vzhledem k predpo-
kladu (4.4) pak zarudi, ze

() <0 morena (Z40) 40 mow)

Integraci predchozi nerovnosti od 0 do w a pouzitim podateéni podminky u5(0) = 1
dostaneme

W)  u(0)
(9@ ~ o(9)(0)

coz spolu s (4.20) vede k nerovnosti
A<1+0(g9)(w). (4.21)
Jelikoz o(g)(w) < 1, z (4.21) plyne A <2 a
(2— A =4—4A+ A% > A% — 4o(g)(w).

Tato nerovnost s ohledem na (4.18) zaruci, ze 2 — A > /A% — 40(g)(w). Ze vztahu
(4.19) tedy dostavame 0 < g2 < o1 < 1.

Nyni predpokladejme, ze g1, 02 € C\ R. Kofeny p1, 02 kvadratické rovnice (4.7)
spliiujf 01 = 93 a 0102 = 0(9)(w), coz vzhledem k (4.8) zaruéi |o1]? = |02]? = 0102 < 1,
a tedy |oi1| <1a|o2| <1.

Dokézali jsme, ze Floquetovy multiplikdtory g1, g2 rovnice (L) splituji nerovnosti
lo1] < 1 a |o2| < 1, a proto podle ¢asti (1) véty 3.2 je rovnice (L) exponencidlné
stabilni. O

:17

Otézku existence netrividlniho feSeni x rovnice (L) spliiujictho podminku (2.1)
studoval v 70. letech minulého stoleti také E. L. Tonkov v souvislosti s existenci, jed-
noznacnosti a ,znaménkem“ periodickych feseni nehomogenni linearni rovnice s perio-
dickymi koeficienty. Publikoval nékolik zajimavych a netrividlnich vysledktt mimo jiné
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i pro stabilitu rovnice (L). Zd4 se, Ze ve studiu téchto otdzek intenzivné nepokracoval
a na jeho prace pravdépodobné ani nikdo nenavazal, nebot se ndm nepodarilo najit
v dostupné literature publikace, v nichz by byly jeho mysSlenky rozpracovany az do
urovné efektivnich (tj. snadno pouzitelnych) kritérii. Ukdzeme zde dva z jeho vysledki
publikovanych v [11], které souvisi s tématem tohoto ¢ldnku.

Tvrzeni 4.5 ([11], lemma 1). Predpoklddejme, Ze koeficienty p, g rovnice (L) jsou
w-periodické funkce a vzdalenost kazdych dvou po sobé jdoucich nulovych bodii libo-
volného netrividlniho feseni rovnice (L) je vétsi nez w. Pak pro kazdé o < 0 m4 tloha
(L), (2.1) pouze trividlni reseni, tj. o neni Floquetovym multiplikdtorem rovnice (L).

Tvrzeni 4.6 ([11], dusledek 1). Predpoklddejme, Ze koeficienty p, g rovnice (L) jsou
w-periodické funkce, funkce g je spojité diferencovatelna na R a

/wgcs)dszo, /“p*@dsgo, P £0 na 0w,
0 0

kde

p(t) :=p(t) — @ - @ + i(% /OW g(s) ds)2 prot € R.

Pak pro kazdé o = 1 m4 tloha (L), (2.1) pouze trividlni resent, tj. o neni Floquetovym
multiplikdtorem rovnice (L).

Poznamka 4.7. Jestlize jsou splnény predpoklady tvrzeni 4.5 a 4.6, pricemz
fow g(s) ds > 0, pak je rovnice (L) exponencidlné stabilni. Jsou-li totiz Floquetovy
multiplikdtory g1, g2 rovnice (L) redlné, podle tvrzeni 4.5 a 4.6 jsou z intervalu (0, 1);
0 nemuze byt Floquetovym multiplikdtorem, viz (2.2). A jsou-li Floquetovy multipli-
kétory o1, 02 komplexni, z dikazu véty 4.3 uz vime, ze |01| = |02| < 1. Exponencidlni
stabilita rovnice (L) pak plyne z ¢asti (1) véty 3.2.

K tvrzenim 4.5 a 4.6 se vratime jesté na konci kapitoly 6.2 v souvislosti se stabilitou
rovnovazného stavu kyvadla s kmitajicim zavésem.

5. Souvislost mezi Ljapunovovymi a Floquetovymi charakteristickymi ex-
ponenty

Ljapunovtv charakteristicky exponent je dobfe znamy pojem, ktery dovoluje rozhod-

vvvvv

rovnic. V literatute se obvykle mluvi o prvni Ljapunovové metodé. Zavedeme nejprve
tento pojem, pripomeneme jeho zakladni vlastnosti a ukazeme jeho mozné pouziti
v teorii stability Teseni soustav linearnich i nelinearnich diferencidlnich rovnic. V druhé
casti této kapitoly pak vysvétlime souvislost mezi Ljapunovovymi a Floquetovymi cha-
rakteristickymi exponenty diferencidlni rovnice (L) s periodickymi koeficienty.

Definice 5.1. Necht to € R a f: [tg, +00) — R. Hornf limitu
. 1
x[f] := lim sup 7 In |f(2)]
t——+o0

nazyvame Ljapunoviav charakteristicky exponent funkce f.
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Pro komplexni funkci f: [tg, +00) — C se Ljapunovuv charakteristicky exponent
zavadi analogicky, pfi¢emz |z| zfejmé zna¢i modul komplexniho éisla z.

Lemma 5.2 ([1], hlava ITI, str. 122). Necht f: [to, +o0) — R je takovd, ze f(t) £ 0
v kazdém okoli +00. Potom:

(1) Je-li x[f] = v € R, pak pro kazdé e > 0 plat{
|f(t)]

t—+too elvte)t

—0. (5.1)

2) Je-li x[f] = v € R, pak existuje posloupnost {t;;};'> redlnych cisel takovd, Ze
k=1

lim ¢, = +o0 a
k—+oo

lim |f ()|

k—too e(V—e)t

= 00 pro kazdé e > 0. (5.2)

(3) Jestlize v € R a pro kazdé e > 0 plati (5.1), pak x[f] = v.

(4) Pokudv € R a existuje posloupnost {t };°>] redlnych &isel takovd, ze kgr_{loo ty =
= +00 a plati (5.2), pak x[f] = v.

(5) Pro kazdé ¢ # 0 plati x[cf] = x[f]-

Vlastnosti (1) a (2) lemmatu 5.2 dobfe vysvétluji smysl Ljapunovova charakteris-
tického exponentu: Jestlize x[f] € R, pak funkce ¢t — |f(t)| je asymptoticky mensi
nez libovolnd exponencialni funkece t — eX/19)t o z4roven jeji hodnoty v bodech po-

sloupnosti {tk}$:i jsou asymptoticky vétsi nez hodnoty libovolné exponencialni funkce
t — exlfl=a)t,

Priklad 5.3. Primym vypoctem a pouzitim lemmatu 5.2 lze ukazat, ze plati:
a) Je-li f(t):=t™ prot =0, kde m € N, pak x[f] = 0.
b) Je-lia €R, z: [0, 00) = R a f(t) := z(t)e* pro t =0, pak x[f] = a + x[z].

c) Je-li f(t) :=tg(t) + h(t) prot € R, kde g, h: R — R jsou T-periodické funkce
a alespon jedna z nich je nenulovd, pak x[f] = 0.

Tvrzeni 5.4 ([1], hlava III, §1, véta 1). Jestlize f1, fo: [to, +00) — R, pak x[f1 +
+ fa] £ max {x[f1], x[f2]}-
Tvrzeni 5.5 ([1], hlava ITI, § 2, véta 4). Necht f: [to, +00) = R,

t
F(t) ::/0 f(s)ds prot=ty, je-li x[f]=0,

+oo
F(t) = /t f(s)ds prot=ty, jeli x[f]<O.

Pak x[F] = x[f].
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Definice 5.6. Nechtto e Ray = (y1,...,Yyn): [to, +00) = R™ je vektorova funkce.
Ljapunoviv charakteristicky exponent této funkce definujeme vztahem

xly] = max {x[w1], x[v2], - - -, X[yn]}-
Pro Ljapunoviuv charakteristicky exponent vektorové funkce plati:

Tvrzeni 5.7 ([1], hlava III, §2). Necht to e R ay = (y1, ..., Yn): [to, +00) = R"
je vektorova funkce. Pak
Xyl = xllwl +- -+ lyal]-

Nyni uvazujme linedrn{ soustavu (1.3), tj.
y' = At)y,

kde A: [a, +0o0) — R™*™ je spojitd® maticova funkce.

Umluva. Ljapunovovym charakteristickym exponentem soustavy (1.3) rozumime
Ljapunovuv charakteristicky exponent nékterého jejiho netrivialniho reseni.

Definice 5.8. Mnozinu vsech konec¢nych Ljapunovovych charakteristickych expo-
nentu soustavy (1.3) nazyvame (Ljapunovovym) spektrem soustavy (1.3).

Ohranicenost maticové funkce A dovoli dokdzat nasledujici tvrzeni.
Tvrzeni 5.9 ([1], hlava III, § 3, véta Ljapunovova). Jestlize je v soustavé (1.3) ma-
ticovd funkce A ohranicend na [a, +00), tj. existuje M > 0 takové, ze

[A@®)| =M prot=a,

kde || - || znadf libovolnou maticovou normu v R™*" pak Ljapunoviv charakteristicky
exponent kazdého jejiho netrivialniho reseni je konecny.
Lemma 5.10 ([1], hlava III, § 3, lemma). Maji-li netrividlni feseni y*, . . . , y* sou-
stavy (1.3) ruzné Ljapunovovy charakteristické exponenty, jsou linedrné nezdvisla.

Z tvrzeni 5.9, lemmatu 5.10 a skutecnosti, Ze mnozina vsech feseni soustavy (1.3)
tvori vektorovy prostor dimenze n, plyne:

Véta 5.11. Spektrum libovolné soustavy (1.3) s ohranic¢enou maticovou funkci A se
sklada z kone¢ného poctu realnych cisel

V1 <Up<...< Up (I=<m<n). (5.3)

Pro kazdy Ljapunoviv charakteristicky exponent v ozna¢me 91(v) mnozinu vSech
FeSeni y soustavy (1.3) takovych, Ze x[y] < v. Z vlastnosti Ljapunovovych charak-
teristickych exponentt vyplyva (viz tvrzeni 5.4 a ¢ast (5) prikladu 5.3), ze M(v) je
vektorovy prostor.

Tvrzeni 5.12 ([1], hlava 111, §4, dusledek 1). Necht (5.3) je spektrum soustavy (1.3)
s ohranic¢enou maticovou funkci A. Pak

0 < dim M(v1) < dim M(vz) < ... < dim M(vy,) = n.

3Podobné jako vyse stadi predpokladat, ze maticova funkce A je lokdlné lebesgueovsky integrova-
telna.
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Specidlnim piipadem soustavy (1.3) je zfejmé linedrni soustava s konstantnimi
koeficienty

y' = By, (5.4)

kde B € R™*". Jelikoz vime, Ze fundamentaln{ systém TeSeni soustavy (5.4) se skldda
z vektorovych funkci, jejichz vsechny slozky jsou linearni kombinace souc¢inii poly-
nomt, exponencidlnich funkei, sinti a kosint, pro spektrum soustavy (5.4) dostaneme
nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 5.13. Spektrum soustavy (5.4) je mnozina redlnych ¢dsti vsech vlastnich
cisel matice B.

Nyni ukazeme vyziti Ljapunovovych charakteristickych exponenti v otézce sta-
bility Teseni neautonomnich soustav (1.1) a (1.3). Za¢neme samoziejmé se soustavou
linearni.

Véta 5.14 ([1], hlava III, § 5).  Pro asymptotickou stabilitu soustavy (1.3) s ohranice-
nou maticovou funkci A staci, aby jeji nejvétsi Ljapunoviiv charakteristicky exponent
byl zaporny.

Postacujici podminka ve vété 5.14 neni (obecné) podminkou nutnou. Soustava
(1.3) muze byt asymptoticky stabilni, i kdyz ma nulovy Ljapunovuv charakteristicky
exponent. AvSak je-li soustava (1.3) reguldrni (viz definici 5.16), pak je postacujici
podminka ve vété 5.14 je také podminkou nutnou.

Z ¢asti (2) lemmatu 5.2, definice Ljapunovova charakteristického exponentu a tvr-
zeni 5.7 okamzité dostdvame kritérium nestability soustavy (1.3).

Véta 5.15. Jestlize soustava (1.3) md alespon jeden kladny Ljapunoviv charakte-
risticky exponent, pak existuje reseni y soustavy (1.3) spliujici

lim sup [ly(t)[| = +o0,
t——+o0

a tudiz je soustava (1.3) nestabilni.

Pro nelinedrni soustavu (1.1) zde uvedeme pouze kritérium asymptotické stability
jejtho nulového feseni, jehoz mozné pouziti ukdzeme v kapitole 6.2. K formulaci kritéria
vsak potrebujeme definovat nasledujici pojmy.

Necht (5.3) je spektrum soustavy (1.3) s ohrani¢enou maticovou funkei A. Jestlize
fundamentalni matice ¥ soustavy (1.3) obsahuje i, € {0, 1, ..., n} feSeni soustavy
(1.3) s Ljapunovovym charakteristickym exponentem v, (s =1, ..., m), hodnotu

m
oy = g NgVs
s=1

nazyvadme souctem Ljapunovovych charakteristickych exponentii fundamentdlni ma-
tice Y. Fundamentalni matice Y se nazyvd normalni, jestlize soucet oy jejich Lja-
punovovych charakteristickych exponentti je nejmensi ve srovnani s ostatnimi funda-
mentalnimi maticemi.
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Definice 5.16. Linedrni soustava (1.3) s ohrani¢enou maticovou funkei A se nazyva
reguldrni, jestlize pro normaln{ fundamentélni matici Y soustavy (1.3) plati

t—+oo

t
oy = lim inf % / Tr A(s) ds.

Tvrzeni 5.17 ([1], hlava III, § 16 (véta Ljapunovova) a § 11).  Kazd4 linedrni soustava
(1.3) s periodickou maticovou funkci A: R — R™*" je reguldrni.

Nyni jiz uvedeme slibené kritérium asymptotické stability nulového Teseni neli-
nedrni soustavy (1.1).

Véta 5.18. Necht existuji ¢isla ¢ > 0, m > 1 a spojita ohranicena maticova funkce
A: [a, +00) — R™*™ takovd, ze

[f(t, 2) — A@t)z|| = c||z||™ prot € [a, +0), z € R, (5.5)

pricemz linedrni soustava (1.3) je reguldrni a vSechny jeji Ljapunovovy charakteristické
exponenty jsou zaporné. Pak nulové reseni soustavy (1.1) je asymptoticky stabilni.

Dikaz. Tvrzeni véty vyplyva z [1], hlava IV, § 12, kritérium Ljapunova a z faktu, ze
xle] = 0 pro kazdé ¢ # 0. O

Vsimnéme si, ze predpoklad (5.5) ve vété 5.18 zarudi, ze f(¢, 0) = 0 na [0, +00),
a tudiz soustava (1.1) opravdu mé nulové feseni. Navic z (5.5) plyne, Ze pro kazdé
t = a pevné je vektorovéa funkce f(¢, -): R™ — R™ diferencovatelnd v bodé 0, A(t) je
Jacobiho matici vektorového pole f(¢, -) v bodé 0, a proto linedrni soustava (1.3) je
linearizaci nelinedrn{ soustavy (1.1) podél jejitho nulového feseni.

Predpoklad regularity soustavy (1.3) ve vété 5.18 je podstatny a nelze ho vyne-
chat. V roce 1930 Oskar Perron sestrojil priklad nelinearni soustavy, jejiz linearizace
(v nasem piipadé linedrni soustava (1.3)) ma vSechny Ljapunovovy charakteristické ex-
ponenty zaporné, a presto je nulové feseni nelinedrn{ soustavy nestabilni (viz napi. [6],
sekce 3). Navic je v ¢lanku [6] uveden piiklad G. A. Leonova, ktery ukazuje, ze i kdyz
ma linearizace nelinedrni soustavy (1.1) Feseni s kladnym Ljapunovovym charakte-
ristickym exponentem, FeSeni pivodni nelinedrni soustavy (1.1) se stejnou pocétecni
podminkou muze mit Ljapunoviv charakteristicky exponent zdporny. Odtud plyne,
ze pri studiu stability feseni nelinedrnich neautonomnich soustav bychom méli byt
s argumentaci velmi opatrni.

A co tedy z vyse uvedeného vyplyva pro diferencialni rovnici (L)? Reseni rovnice
(L) a linedrni soustavy (1.4) jsou ve vztahu popsaném v kapitole 1. Ljapunovovym
charakteristickym exponentem TeSeni x rovnice (L) proto rozumime Ljapunoviv cha-
rakteristicky exponent feSeni (z, 2') odpovidajici soustavy (1.4), tj. symbol

X[(@, 2)] = max{x[z], x[2']} = x[l] + |2"]],

viz tvrzeni 5.7. Jsou-li navic koeficienty p, g rovnice (L) w-periodické funkce, je ziejmé
w-periodicka také maticova funkce v (1.4). Z diskuze v [1], hlava III, §8 a §16 tedy
vyplyva nasledujici vztah mezi Floquetovymi a Ljapunovovymi charakteristickymi ex-
ponenty rovuice (L).
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Tvrzeni 5.19. Necht koeficienty p, g rovnice (L) jsou w-periodické funkce. Pak Lja-
punovovy charakteristické exponenty rovnice (L) jsou redlnymi ¢dstmi jejich Floque-
tovych charakteristickych exponentii.

Pouzijeme-li tvrzeni 2.101 z knihy [3], sekce 2.4 pro soustavu (1.4) a tvrzeni pre-
formulujeme v teci feseni rovnice (L), dostaneme:

Tvrzeni 5.20. Necht p € C je Floquetiv multiplikdtor rovnice (L) s w-periodickymi
koeficienty p, g a necht « je odpovidajici Floquetiv charakteristicky exponent. Pak

Re a = x|(z, 2)],
kde x je (eventudlné komplexni) reseni pocatecni iilohy
2 +gt)r +pt)r=0; 2(0)=wv1, 2'(0) = va,

a (v1, v2) je vlastni vektor matice monodromie (2.4) prislusny Floquetovu multiplika-
toru p.

Je-li feseni z v predchozim tvrzeni komplexni, pak z; := Re = a 22 := Im z jsou
realnd feseni rovnice (L) a navic

M1, 7)) =Rea nebo  x[(za, 24)] = Rea,

viz [1], hlava 111, § 3.

Nésledujici véta v jistém smyslu doplnuje tvrzeni 5.20. Autor je presvédcéen o tom,
7e podobné tvrzeni je zndmo, pouze se ho nepodarilo v rozsahlé literature najit. Uve-
deme zde tuplny dukaz, ktery dobre poslouzi u¢elu tohoto ¢lanku. Vyzaduje totiz pouze
zékladni znalosti matematické analyzy, nepotiebuje zadny slozity ,abstraktni“ mate-
maticky aparat, jsou v ném vsak vyuzity souvislosti mezi pojmy z rtznych oblasti
kvalitativni teorie diferencidlnich rovnic.

Véta 5.21. Necht « je Floquetuv charakteristicky exponent rovnice (L) s w-perio-
dickymi koeficienty p, g. Pak existuje redlné reSeni x rovnice (L) takové, Ze pro jeho
Ljapunoviv charakteristicky exponent plati

x[(z, 2')] = x[z] = Re a, (5.6)
a navic, toto reSeni je bud konstantni, nebo x[z'] = Re a.
Drikaz. Z definice 3.4 plyne, Ze k ¢islu « existuje Floquetuv multiplikator o € C rovnice
(L) takovy, ze o = |ole”!, kde ¥ € (-, 7], a plati
1 .
a= a[ln|g|+191]. (5.7)

Ziejmé bud p € R, nebo p € C\ R.

Pripad 1: Pfedpokladejme, ze o € R. Z véty 2.6 plyne, ze existuje feSeni a rovnice (L)
tvaru
Inlel

z(t)=e"= ‘p(t) proteR, (5.8)
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kde ¢ € C?(R) je nenulové periodicka funkce. Vzhledem k é¢dstem (b) a (c) pitkladu 5.3
odtud dostaneme

In |of In |of
= = . 5.9
Xla] = == +xlpl = — (5.9)
Derivaci vztahu (5.8) ziskdme
n e 1
gg’(t):elwH ¢ (% Sp(t)—i—gp’(t)) prot € R,

a proto
In [o|

w

xlz'] = + X [1“'9' <P+<ﬂ’} : (5.10)
In |o|

Jestlize feseni x neni konstantni, funkce t — =% ©(t) + ¢'(t) je w-periodicka
el o 4 /] = 0. Ze vatahit

w

a nenulova, a proto z ¢dsti (c¢) prikladu 5.3 vyplyvd X[
(5.7) a (5.10) pak ziskdme

1
‘o) = " _pea,
w
coz spolu s (5.9) a definici 5.6 zarudi, ze
x[(z, 2')] = max {x[z], x[2']} = x[z] =Re a, (5.11)

tj. plati (5.6).
Je-li Feseni x konstantni, pak 2/(t) = 0 na R, z definice 5.1 plyne x[z'] = —o0
a vzhledem k (5.7) a (5.9) je tedy i v tomto p¥ipadé splnén vztah (5.11), tj. plati (5.6).

Pripad 2: Piedpoklddejme, ze o € C\ R. Z véty 2.6 plyne, ze existuji linedrné nezdvisla
feSeni x, Z rovnice (L) tvaru

2(t) = e 22 1Q),  F(t) = e =L (1) prot €R, (5.12)
pricemz

It 0t~ . Ot It
Q(t) := p1(t) cos o a(t) sin — Q(t) := p1(t) sin " + pa(t) cos =

pro t € R, kde @1, p2 € C?(R) jsou w-periodické funkce a ¥ € (—x, 7). VSimnéme si,
ze

Q%(t) + Q%(t) = p3(t) + ¥3(t) prot eR.

Jelikoz jsou FeSeni x, T linedrné nezavisld, nemaji zadné spole¢né nulové body, a proto
nemaji spolecné nulové body ani funkce ¢1, 2. Navic jsou funkce ¢1, @2 periodické,
z ¢ehoz vyplyva B

Q)+ Q*(t)=Zm >0 protecR.

To vak znamené, Ze lim sup [Q(¢)| > 0, nebo lim sup |€2(t)| > 0. Bez tjmy na obecnosti
t—+oo t—+oo
muzeme predpokladat, ze
lim sup [Q(¢)| > 0. (5.13)

t——+o0
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Navic existuje M > 0 takové, ze
Q) =M proteR, (5.14)

nebot jsou funkce ¢1, @2 periodické. Pouzijeme-li vztahy (5.13) a (5.14) v definici
Ljapunovova charakteristického exponentu, dostaneme

1
X[ =limsup — In |Q(¢)] = 0.
t—+too L
Z (5.12) a ¢asti (b) piikladu 5.3 proto vyplyva
In |o| In ||
= Q) = ) 5.15
Xl = 21y yj) = B2 (5.15)
Derivaci prvni rovnosti ve vztahu (5.12) ziskdme

In |o 1
2 (t) = ot (m Qt) + Q’(t)) prot € R,

w

a proto, opét vzhledem k ¢asti (b) piikladu 5.3, mdme

xl[z'] = lnwﬂ + X [lnwﬂ Q4+ Q’} . (5.16)
Ukézeme nyni, ze a/(t) # 0 v kazdém okoli +oo. Vskutku, pfipustme opak. Resenf
je v takovém pripadé konstantni v néjakém okoli +o00, a nebot koeficienty p, g jsou
periodické, feSen{ = je konstantni na R. To vSak znamend (viz tvrzen{ 2.2), ze ¢islo 1 je
Floquetovym multiplikdtorem rovnice (L), coz je ve sporu s predpokladem ¢ € C\ R.
DosazZeny spor dokazuje, ze 2’(t) # 0 v kazdém okoli +oo, a proto také

In [o]

Q) + () £0 v kazdém okoli + oco. (5.17)

Navic existuje K > 0 takové, ze

In |

Qt) + Q’(t)‘ <K proteR, (5.18)
w

nebot funkce @1, 2 jsou w-periodické. Pouzijeme-li vztahy (5.17) a (5.18) v definici
Ljapunovova charakteristického exponentu, dostaneme

1
X [lnwﬂ QJrQ'} =lim sup - In

t——+o0

1 1
In fel Qt) + Q’(t)’ < lim sup i In K =0.
w

t——+o0

Z (5.16) proto plyne y[z'] £ 212l coz spolu s (5.15) a definici 5.6 zaruci

w

Xl(z, 2')] = max {x[z], x[2']} = x[z] = Re o, (5.19)

tj. plati (5.6).

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 68 (2023), ¢. 4 267



Nakonec dokazeme, ze také x[z'] = Re a. Vskutku, zfejmé bud x[z'] = 0, nebo
x[z'] < 0.
Predpoklddejme nejprve, ze x[z'] = 0. Jelikoz

¢
x(t) = z(0) +/ 2'(s)ds proteR,
0
z tvrzeni 5.4 a 5.5 a ¢4sti (¢) prikladu 5.3 dostaneme

X[z] = max {x[2(0)], x[+']} = max {0, x[+']} = x[2]-

Odtud a z vySe dokézaného vztahu (5.19) ziskdme pozadovanou rovnost x[z'] = Re a.
Nyni predpoklddejme, Ze x[z'] < 0. Z ¢asti (1) lemmatu 5.2 plyne, Ze existuji
A, B>0aT eR takova, ze

|2/ (t)| £ Be™* prot>T.

Odtud

“+o00 b B
/ |7'(s)] ds < lim Be 4% ds = — e 4T < 400,
T b—+oo Jr A

a tudiz existuje konefna limita z(+o00) = . lian x(t). Refeni x miizeme tedy psat ve
—+o0
tvaru
—+o0
x(t) = z(+00) — / 2'(s)ds proteR. (5.20)
t

Pripustme, Ze xz(4+00) # 0. Pak existuji €1, €2 € R takovd, ze
0<e; Sz(t) Sex v néjakém okoli + oo, (5.21)

coz spolu s periodi¢nosti koeficientii p, g a Sturmovou separacni vétou (viz napi. [2],
kapitola XTI, dusledek 3.1) zaruci, ze kazdé netrividlni feSeni rovnice (L) mé nejvyse
jeden nulovy bod v R. To vSak znamen4, Ze je rovnice (L) diskonjugovana v R. Navic,
vzhledem k (5.21) z definice Ljapunovova charakteristického exponentu dostédvame
x[z] = 0, a proto z vySe dokdzaného vztahu (5.15) plyne |g| = 1. Jelikoz o € C\ R je
také Floquettuv multiplikdtor rovnice (L), plati

ol = lo] = 1. (5.22)
Odtud vyplyva, ze fow g(s) ds = 0, nebot Teseni o, 0 kvadratické rovnice (2.2) spliuji
00 = € fo 9(s) ds Avsak, vzhledem k ¢&sti (5) véty 3.2, vztah (5.22) zarudi, ze je

rovnice (L) stabilni, coz je ve sporu s tvrzenim lemmatu 7.3 (viz dodatek). Ziskany
spor dokazuje, ze x(400) = 0, a tudiz podle (5.20) je

—+oo
x(t) = — / 2'(s)ds proteR.
t

Z tohoto vztahu, ¢asti (5) prikladu 5.3 a lemmatu 5.5 vyplyva x[z] = x[2], odkud
spolu s (5.19) ziskdme pozadovanou rovnost x[2’'] = Re a. O
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6. Ukazky pouziti kritérii stability v mechanice

V této casti ukdzeme mozné pouziti kritérii stability uvedenych v predchozich ka-
pitolach jak pro linearni, tak i nelinedrni neautonomni diferencialni rovnice 2. radu
objevujici se pfi matematickém modelovani pohybu mechanickych soustav.

6.1. Mathieuho rovnice

V 70. letech 19. stoleti studoval Emile Mathieu volné netlumené kmiténi eliptické
membrany, které je v nejjednodussim matematickém modelu obvykle popsano linearni
parcialni diferencialni rovnici hyperbolického typu. Po separaci prostorovych promén-
nych ziskal v ¢lanku [8] obycejnou diferencidlni rovnici

d?pP

—— + (N —4)\2¢? cos? o) P = 0,

S )
kde P je hledana funkce proménné a a N, A, ¢ jsou konstanty. Tuto rovnici lze po
vhodném preznaceni a transformaci proménné prepsat do tvaru

2"+ (§+¢ecost)z =0, (6.1)

kde §, ¢ jsou redlné parametry. Rovnice (6.1) je linedrni diferencidlni rovnic{ 2. fadu
s nekonstantnim (avSak periodickym) koeficientem a bézné ji dnes v literatuie najdeme
pod nézvem Mathieuho rovnice. VySetrovani stability této diferencidlni rovnice zahajil
pravdépodobné Edward Ince v ¢lanku [4] a dodnes je otdzka stability rovnice (6.1)
a jejich zobecnéni hojné studovana.

Je-li e = 0, jednd se jednoduchou dvouclennou linearni diferencialni rovnici s kon-
stantnim koeficientem, kterd je zfejmé stabilni (ale ne asymptoticky stabilni) v pri-
padé 6 > 0 a nestabilni v pfipadé § < 0 (viz napf. tvrzeni 1.4).

Je-lie # 0, je situace mnohem zajimaveéjsi. Je zndmo, ze v de-roviné existuji regiony,
v nichz je rovnice (6.1) stabilni ¢i nestabilni (viz napfiklad prehledovy ¢lanek [5]).
Hranice téchto regionti jsou obvykle urcovany numericky. Rovnice (6.1) je specidlnim
piipadem rovnice (L), v niz

p(t):=d+¢ccost, g(t):=0 proteR.
Dosazenim do nerovnosti (4.3) pak dostaneme

27 4
<
/0 (cSJré:cos,s)ds:z7T

a z véty 4.1 proto plynou ndsledujici jednoduchd, avsak efektivni kritéria stability /ne-
stability; urcuji samoziejmé pouze ¢ést jednoho z regiont stability /nestability.
Tvrzeni 6.1. Jestlize )

T

pak je rovnice (6.1) stabilni (ale ne asymptoticky stabilni).
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Tvrzeni 6.2. Jestlize
0 é —|€| < 07

pak je rovnice (6.1) nestabilni.

V kapitole 4 jsme zminili, Ze kritéria stability rovnice (L), v niz koeficient p muze
stridat znaménko, jsou znama. V dikazech se opét vyuziva Floquetova teorie, ale
dikazy jsou technicky mnohem naro¢néjsi nez dikazy vet 4.1 a 4.3. Pouzitim takovych
obecnéjsich kritérii lze predpoklady tvrzeni 6.1 a 6.2 podstatné zeslabit.

Tvrzeni 6.3 ([7], véta 13.4, piiklad 12.6). Jestlize ¢ # 0 a bud

2
0S| — ),
(e2lel —1)" =1
nebo
<t mitn, X maem<s<o
:27T 9 7‘('3 = = )

pak je rovnice (6.1) stabilni (ale ne asymptoticky stabilni).
Tvrzeni 6.4 ([7], véta 13.3, pozndmka 13.2, pifklad 11.6). Jestlize 0 < |g| < 1 a

2
< €7,

pak je rovnice (6.1) nestabilni.

To, ze v tvrzenich 6.1-6.4 dostdvdme pouze ¢ast jednoho z regioni stability /ne-
stability rovnice (6.1) neni chyba, je to prirozené. Tato tvrzeni jsme totiz dostali
jako dusledky obecnych kritérii stability pouzitelnych pro dosti Siroké tfidy neau-
tonomnich linedrnich diferencidlnich rovnic. Studujeme-li rovnici s konkrétnim koefi-
cientem, muzeme prizpusobit metody tomuto konkrétnimu koeficientu a mizeme tak
odvodit ,presnéjsi“ vysledky.

6.2. Tlumené matematické kyvadlo s kmitajicim zavésem

V této casti budeme uvazovat volné kmitani matematického kyvadla s viskéznim tlume-
nim, pricemz budeme predpokladat, ze zavés kyvadla vertikalné osciluje a jeho pohyb
je dan dvakrat spojité diferencovatelnou w-periodickou funkci ¢v: R — R. Pohybova
rovnice takové mechanické soustavy s jednim stupném volnosti je tvaru

"
z” +ba’ + (% _¥ ;t)) sin x =0, (6.2)

kde z znaci thlovou vychylku kyvadla mérenou od svislé osy, b je tlumici koeficient,
g je tithové zrychleni a £ je délka kyvadla.

Piipomenime, ze bod xg € R nazyvame ekvilibriem (nebo bodem rovnovéhy) rov-
nice (6.2), jestlize mé tato rovnice konstantni feSeni x(t) := xo. Kazdé ekvilibrium
odpovida rovnovaznému stavu uvazované mechanické soustavy. Je zfejmé, ze rovnice
(6.2) ma nekonecné mnoho ekvilibrif, nebot kazdy nulovy bod funkce sinus je jejim
ekvilibriem. Soustfedme se na ekvilibrium xq = 0.
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Vsimnéme si nejprve, ze je-li ¢ () = 0 na R, pak xo = 0 je ekvilibriem autonomn{
rovnice

2" + bx' + % sin z = 0. (6.3)

K urceni jeho stability pouzijeme standardni lineariza¢ni vétu (viz naptiklad [1],
hlava IV, §10). Rovnici (6.3) prepiSeme ve tvaru soustavy diferencidlnich rovnic

Y1 = Y2,

!
1
b8 (6.4)
Yo=—7 smy — byo,

jejimz ekvilibriem je mimo jiné bod Yy = (x0, 0) = (0, 0). Jacobiho matice vektorového
pole f(y1, y2) = (yg, —& siny; — byg) je tvaru

Df(y1, y2) = ( 0 1b) ,

g
—% cosyi

odkud dostavame

Df(Yo) = Df (0, 0) = (05 1b) .

£

Obé vlastni ¢isla matice D f(Yy) maji zdporné redlné ¢ésti, nebot b, g a £ jsou kladnd
¢isla. Z linearizacéni véty proto plyne, ze ekvilibrium Yj soustavy (6.4) je asymptoticky
stabilni, a tudiz je asymptoticky stabilni také ekvilibrium xy = 0 rovnice (6.3).

nésledujici tvrzeni.

Tvrzeni 6.5. Jestlize

'(t) =g prot€R, (6.5)
a+w a+w
/ e b ds / (g—v"(t)e" ds < 4¢ proa € [0, w), (6.6)
pak je ekvilibrium xy rovnice (6.2) asymptoticky stabilni.

Diikaz. Rovnici (6.2) prepiSeme ve tvaru soustavy diferencidlnich rovnic

Y1 = Yo,
"¢ ) (6.7)
Yy = — <% — ¢£( )> sin y1 — bys.

Resen{ rovnice (6.2) a soustavy (6.7) jsou v nasledujicim vztahu: Je-li funkce x fesenim
rovnice (6.2), pak je vektorova funkce y = (x, 2’) FeSenim soustavy (6.7). Naopak, je-
-li vektorova funkce y = (y1, y2) FeSenim soustavy (6.7), pak je yo = y} a funkce y;
je Tesenim rovnice (6.2). Stabilitou FeSeni = rovnice (6.2) proto rozumime stabilitu
odpovidajictho fesen (z, 2’) soustavy (6.7).
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Soustava (6.7) je specidlnim pripadem soustavy (1.1), kde f(¢, y1, y2) :=

6.
= (g2, — (& — ¥ /e(t)) sin y1 — byz). Polozme

0 1
A(t) = ( (g w//(t)> b) pro te R.
—(& - & _
JelikoZ plati |o — sin a| < o2 pro a € R, vektorova funkce f spliiuje

P"(t)
4

g+ [ (t)| g+Y*
1 = 7 2 < |27

156,2) - A= < |£ - é

’ |z1 —sin z
prot = 0a z = (21, 22) € R? kde ¢* = max {|[¢" ()| : t € [0, w]}.

Funkce 1" je w-periodickd, proto je w-periodickd také maticova funkce A. Podle
tvrzen{ 5.17 je tedy linedrn{ soustava (1.3) regularni. Uk&Zeme, Ze Ljapunovovy cha-
rakteristické exponenty soustavy (1.3) jsou zadporné. Vskutku, soustava (1.3) odpovidd

diferencialni rovnici .
t
:B"—l—bx/—l—(%—wé())xzo. (6.8)

Ljapunovovy charakteristické exponenty soustavy (1.3) jsou také Ljapunovovymi cha-
rakteristickymi exponenty rovnice (6.8) a vzhledem k tvrzeni 5.19 jsou to redlné ¢dsti
Floquetovych charakteristickych exponentt rovnice (6.8). Z predpokladia (6.5), (6.6)
a kladnosti ¢isel g, £ a b vyplyva, Ze pro rovnici (6.8) jsou splnény predpoklady ¢dsti
(C) véty 4.3. Z dukazu této véty vSak vidime, Ze pro Floquetovy multiplikdtory o1,
02 rovnice (6.8) plati |o1| < 1, |o2| < 1 a pouzitim vztahu (3.1) tedy dostaneme
pro Floquetovy charakteristické exponenty ay, ag rovnice (6.8) nerovnosti Re oy =
= % In|o1| <0aReay= % In |p2] < 0. Z véty 5.18 proto vyplyvé, ze nulové feseni
soustavy (6.7) je asymptoticky stabilni, a tudiZ je asymptoticky stabilni také nulové
feSen{ rovnice (6.2). Tim mame dokdzanu asymptotickou stabilitu ekvilibria o = 0
rovnice (6.2). O

Vyuzijeme-li fakt, ze tlumici koeficient v rovnici (6.8) je konstantni, a pouzijeme-li
znédmé vysledky o vzdalenosti nulovych bodu feseni rovnice (L), muZzeme predpoklady
(6.5), (6.6) tvrzeni 6.5 nahradit bodovou podminkou

g w//(t) - 7_‘_2 b2

- — > — + — rot € R.

("0 T2 P
Plati-li totiz tato nerovnost, vzhledem ke kladnosti konstant b, g a ¢ lze ukazat, ze jsou
pro rovnici (6.8) splnény vSechny predpoklady tvrzeni 4.5 a 4.6. To spolu s poznam-
kou 4.7 zarudi, ze pro Floquetovy multiplikdtory g1, o2 rovnice (6.8) plati |o1] < 1
a |o2| < 1. Dostaneme tak napiiklad nasledujici dusledek.

Disledek 6.6. Jestlize 1(t) := A sin(Qt) prot €R a

g, A 2 ¥
€+€Q:4+4»

pak je ekvilibrium xy rovnice (6.2) asymptoticky stabilni.
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Tuto kapitolu uzavieme poznamkou. Je-li ¢(t) := A cos t pro t € R, ziskdme pro
,malé vychylky* kyvadla aproximativni pohybovou rovnici

" / g é _
"+ bx +(£+ 7 cost)xfO,

coz je Mathieuho rovnice (6.1) doplnénd o tlumici ¢len.
7. Dodatek

V této casti uvedeme dvé lemmata potiebnd k dikazu vét 4.3 a 5.21.

Definice 7.1. Rovnice (L) se nazyvéa diskonjugovana v R, jestlize kazdé jeji netri-
vialni feseni ma v R nejvyse jeden nulovy bod.

Lemma 7.2. Je-li
p(t) =0 proteR, (7.1)

pak je rovnice (L) diskonjugovand v R.

Toto tvrzeni je v asymptotické teorii diferencidlnich rovnic dobte znamé. Ukazeme,
jak ho 1ze jednoduse dokazat s vyuzitim pouze zakladnich znalosti matematické ana-

lyzy.

Diikaz lemmatu 7.2. Predpoklddejme sporem, Ze je rovnice (L) konjugovand v R, tj.
7Ze mé netrivialni feseni u s vice nez jednim nulovym bodem v R. Jelikoz Teseni u
je netrividlni, existuji a, b € R takova, ze a < b, u(t) # 0 pro t € (a, b), u(a) = 0
a u(b) = 0. Bez ijmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze

u(t) >0 proté€ (a,b), (7.2)

rovnice (L) je totiz linedrni. Odtud okamzité plyne u'(a) 2 0 a u'(b) < 0, nebot fesen{
u je spojité diferencovatelna funkce. Navic mé pro kazdé tg € R pocatecni tloha

2+ gt)r +pt)r =0; u(ty) =0, u'(tg) =0

pouze trivialni feSeni, a proto

Z rovnice (L) ziskdme
W(B)eds 9% L g(tyedo 99— _piyedo 9 B u1y prot e R,
.
t / t
(u'(t)efo 9(s) ds) = —p(t)efo 9 sy 4) prot € R.

t /
Vzhledem k nerovnostem (7.1) a (7.2) odtud okamzité plyne (u’(t)efo 9(s) ds) 20
pro t € [a, b]. Integraci tohoto vztahu od a do b dostaneme
b a
u'(b)efo 9(s) ds > u'(a)efo 9(s) ds
coz je ve sporu s (7.3). O
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Lemma 7.3. Necht koeficienty p, g rovnice (L) jsou w-periodické funkce, pricemz
Js 9(s) ds = 0. Je-li rovnice (L) diskonjugovans v R, pak je nestabilni.

Dikaz. Predpoklddejme, Ze je rovnice (L) diskonjugovand v R. VyuZijeme transfor-
maci popsanou v kapitole 4. Vime, ze existuje vzajemné jednoznacné prirazeni mezi
feSenimi rovnice (L) a FeSenimi rovnice (4.2) s nulovym tlumicim koeficientem, pficemz
koeficient p je definovan v celém R a je @-periodicky, kde @ = fow a(g)(s) ds. Navic,
pouzita transformace zachovava znaménko a ,mnozstvi“ nulovych bodi odpovidaji-
cich si reseni a také stabilitu rovnic. Z naseho predpokladu tedy vyplyva, ze rovnice
(4.2) je diskonjugovand v R. Pouzijeme-li tvrzeni dokdzana v [7] (konkrétné vétu 8.1,
pozndmku 3.2, vétu 3.3 a poznamku 13.6), zjistime, Ze je rovnice (4.2) nestabilni, coz
zarudi také nestabilitu rovnice (L). O

Podékovani. Rad bych podékoval svym kolegim za peclivé precteni rukopisu
a za vyborné napady, ¢im doplnit text a zpristupnit ho ¢tenari. Moc si jejich pomoci
vazim.
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