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NEKONECNE RADY NA STREDNEJ SKOLE

MARTIN HRINAK

Nekonec¢né rady nepatria v $kolskej matematike medzi faziskové
témy, aj ked mozu byt zaujimavé a dokdzu ziakov podnietit k Zi-
vej diskusii. V tomto prispevku sa pozrieme na to, ako sa vyvijala
tato téma vo vybranych ucebniciach a knihach pre stredoskoldkov
v poslednych desatroc¢iach na tizemi Ceskoslovenska, Ceska a Slo-
venska. Do porovnania bolo zaradenych 15 titulov (udebnice zvy-
cajne vychadzaju so ,svojou“ zbierkou tloh, preto st v porovnani
zahrnuté aj tieto zbierky). Okrem uéebnic a publikicii uvedenych
v zozname literatiry boli do vyskumu zaradené aj sti¢asné sloven-
ské ucebnice matematiky pre gymnazia od Kubacka, avsak v nich
sa téma nekonecénych radov medzi spracovanymi témami vébec
nevyskytuje, a preto nie si uvadzané ani v zozname literatury.
Sktimané publikicie mozeme rozdelit do niekolkych skupin.
Hlavna skupinu publikacii tvoria Standardné ucebnice a zbierky
uloh pre ziakov strednych $kél (Kudlacek et al., 1963; Odvarko
& Repové, 1986; Smida et al., 1988; Hecht, 2000, 2002; Zemek
& Zemkova, 2017; Kralova & Navratil, 2017; Odvarko, 2018, 2019;
Tlusty, 2020). Druhi skupinu predstavuji materialy, ktoré st ur-
¢ené pre Sikovnejsich ziakov najméi z tried s rozsirenym vyucova-
nim matematiky (Jarnik, 1979; Smital & Salat, 1986; Kralikova,
2006). Publikacie (Liska et al., 2019a, 2019b) nepredstavuju Stan-
dardné ucebnice (nemaji schvalovaciu dolozku v SR), avSak si
pouzivané na strednych skolach ako pomocna literatira, preto boli
taktiez zaradené do prehladu. Ucebnica (Tlusty, 2020) a publika-
cia (Liska et al., 2019a) obsahuju aj odkazy na webové stranky,
na ktorych sa daji ndjst dalsie tlohy. Uvedené publikacie st ich
prvym vydanim s vynimkou dvoch — (Odvéarko, 2019) bola prvy-
krat vydand v roku 1995 a (Odvéarko, 2018) v roku 1997, pricom
existuju este starSie verzie tychto textov — napriklad text o neko-
ne¢nych radoch je v uéebnici Odvarka a Repovej (1986) takmer
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totozny s textmi v udebniciach Odvarka (2019) a Smidu et al.
(1988), tieto texty sa odlisuju len v niektorych formulaciach a pri-
kladoch, pricom spdsob a rozsah vykladu je rovnaky.

V porovnavanych publikaciach boli sledované najmi nasledu-
juce ukazovatele:

e motiva¢né tlohy z histérie (Zéndénove apérie),

o0
e vyklad o nekone¢nom rade > (%)n7
n=1

o0
e zavedenie zékladnych pojmov a oznacenia Y a, a jeho dvo-
n=1
jaky vyznam (rad aj sucet radu),

e konstrukcia postupnosti ¢iastoénych stctov a jej limity,

e vety o nekoneénych radoch (nutné podmienky konvergencie,
zdruzovanie a prerovnévanie susednych ¢lenov nekonec¢nych
radov a pod.),

e nekoneény geometricky rad (pojem, sucet, dokaz vztahu pre
sucet),
e priklady vypoctov su¢tov a pouzitia nekoneénych geomet-
rickych radov, aplika¢né tulohy,
o0

e urcenie su¢tu nekone¢ného radu Y

1
n(n+1)’
n=1

o0
e zistovanie konvergencie nekone¢ného radu typu > (—1)"

n=1
(Grandiho rad),

o0
e harmonicky rad Y. 1 a jeho divergencia,
n=1
e pocet rieSenych a nerieSenych uloh v rdmci vykladu uciva
a v zodpovedajucej zbierke tuloh.

K jednotlivym oblastiam uvedieme v nasledujtcich kapitolach
podrobnejsie komentare a zistenia.
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1. Motivaéné tlohy z histérie (Zénénove apé-
rie)

Motivacné ulohy zalozené na Zéndénovych apdriach som nasiel len
v dvoch zdrojoch — v ucebnici (Hecht, 2000) sa tlohou o Achillovi
vyklad o nekone¢nom rade zaéina a v ucebnici (Tlusty, 2020) fou
vyklad konéi. Vzhladom na to, Ze tieto apdrie sa v sii¢asnych uéeb-
niciach nevyskytuja, priblizim ich v kréatkosti ¢itatelovi.

Medzi prvé zname tulohy vediice na scitovanie nekonecného
poctu s¢itancov patria tzv. Zéndénove apdrie (paradoxy) z piateho
storo¢ia pred nasim letopoc¢tom. Aby sme lepsie pochopili jeho
pristup a motivaciu, priblizime si najprv jeho filozofické vjcho-
diskd. Zénén z Eley (asi 490 — 430 p. n. 1), grécky matematik
a filozof, bol Ziakom Parmenida, ktory ,nahradil boha jedinym,
nemennym, nedelitelnym a nehybnym bytim (sticnom) uzavretym
do seba a vyluéujicim aktukolvek variabilitu, zmenu alebo pohyb*
(Cizméar, 2017, s. 150). Zénénovym cielom bolo vyvratit mysli-
enku pohybu predlozenim série prikladov, v ktorych sa za pomoci
logickych argumentov dostal z predpokladu pohybu k logickym
protiredeniam. Podla historickych zdrojov bolo tychto prikladov
priblizne 20, avSak do dnesnej doby sa zachovali len styri. Ich zne-
nie sa lisi v réznych literarnych zdrojoch, v nasledujicom texte
citujeme preklad podla Cizmara (2017, s. 150):

Dichotomia: Pohyb neexistuje, pretoze to, ¢o sa pohy-
buje, musi prist najprv do stredu, nez pride na koniec.

Achilles a korytnacka: V behu pomalsi nikdy nebude
predstihnuty rychlejsim, pretoze prenasledujici musi
najprv dospiet k bodu, z ktorého vybehol prenasledo-
vatel, takZe pomalsi bude vZdy nevyhnutne o uréita
vzdialenost stale vpredu.

Sip: Nech je vetko bud v pokoji, bud v pohybe a nech
vsetko zabera priestor rovnajuci sa objemu predmetu.
Pretoze pohybujuci sa predmet existuje vzdy v oka-
mihu, je pohybujuci sa $ip nehybnjy.
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Stadion: Nech existuju dva rady telies, z ktorych kaz-
dy sa skladé z toho istého poctu telies staleho objemu.
Nech sa tieto rady pohybuji po pretekarskej drahe je-
den vedla druhého opa¢nymi smermi rovnakou rych-
lostou, jeden od konca $tadiéna, druhy z jeho stredu.
Prideme k zaveru, ze polovica daného Casu sa rovna
jeho dvojnasobku.

Prvé dve apdrie vedu na sc¢itovanie nekoneénych radov, a preto
si ich vysvetlime podrobnejsie. V aporii Dichotémia si predstavme,
Ze méme prejst ist0 vzdialenost (bez ujmy na vSeobecnosti nech je
to cesta medzi bodmi A a B, ktorych vzdialenost je jedna jednotka
dizky, |AB| = 1). Na to, aby sme ju presli, véak musime prejst
polovicu jednotkovej vzdialenosti — dostat sa do stredu cesty —
stredu tsecky AB, ktory si ozna¢ime S;. Plati |AS;| = % Aby
sme sa vSak dostali z bodu A do bodu 57, musime sa dostat do
stredu cesty z bodu A do bodu S;. Tento bod si oznaéime Ss.
Jeho vzdialenost od bodu A je -1 = 1, teda [AS;| = 1 = &.
Takto mozeme lubovolne pokracovat a dostaneme, Ze na to, aby
sme sa dostali do bodu S,,, musime prejst vzdialenost |AS,| =
= 2% Teda v Tubovolnom kroku musime prejst kladnti vzdialenost,
a teda pohyb sa nemdze zacat. Ak by sa totiz pohyb zacal v n-tom
kroku, tak v tom éase by sme uz museli byt o nenulovt vzdialenost
vzdialeni od bodu A, ¢o ale znamen4, Ze pohyb musel zacat skor.
Preto musime urobif nekoneény pocet krokov v koneénom dase,
¢o nie je mozné, a pohyb sa tak nemoze vobec zacat.

Téato interpretacia je trochu nirocna na pochopenie vzhladom
na to, ze kroky sa robia spétne. Jednoduchsie je to interpretovaft
pomocou priblizovania k cielu: Predstavme si opit, Ze mame prejst
vzdialenost medzi bodmi A a B, |AB| = 1. Na to, aby sme ju vy-
chéadzajtc z bodu A presli, musime najprv prejst polovicu jednot-
kovej vzdialenosti — dostat sa do stredu cesty — stredu usecky AB,
ktory si ozna¢ime S;. Plati |S1B| = 1. Aby sme sa vSak dostali
z bodu S do bodu B, musime sa dostat do stredu cesty z bodu Sy
do bodu B. Tento bod si oznaéime S,. Jeho vzdialenost od bodu B
je |S2B| =11 =1 teda |S;B| = %. Takto mozeme Iubovolne
pokracovat a dostaneme, Ze v n-tom kroku budeme v bode S,
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pri¢om jeho vzdialenost od bodu B bude [S,B| = 1 - 75 = 5.

Teda v Tubovolnom kroku budeme od bodu B vzdialeni kladnt
vzdialenost, a teda do bodu B nikdy neprideme. Aby sme tam
dosli, museli by sme urobif nekone¢ny pocet krokov v koneénom
Case, o nie je mozné.

Na podobnom principe funguje aj apéria Achilles a korytnac-
ka — ak d& Achilles korytnacke isty naskok, tak na to, aby prisiel do
bodu, z ktorého vystartovala, potrebuje isty ¢as (nehladiac na to,
kolkokrat rychlejsi Achilles je, je tento ¢as nenulovy). Za tento ¢as
sa vSak korytnacka posunie o ist vzdialenost. Achilles musi opit
prebehnut tato vzdialenost za nenulovy ¢as atd. To ale znamen4,
Ze korytnacka bude vzdy o ist vzdialenost pred Achillom, a teda
Achilles ju nepredbehne.

Riesenie tychto problémov spociva v spravnom uchopeni a po-
chopeni nekonec¢na. Zéndn pri svojej argumentacii vyuzival tzv.
potencidlne nekoneéno (nekone¢no, ktoré nevieme dosiahnut, ale
vieme sa k nemu Iubovolne blizit). Ak sa na problémy pozrieme
z pohladu tzv. aktudlneho nekone¢na (nekonecno, ktoré je ,,vysled-
kom“ nekonecného procesu, nekonecno, ktoré dokédzeme ,,uchopit®
ako celok), tak dokazeme jednotlivé vzdialenosti spocitat a aj ked
ich je nekonecéne vela, tak ich dokdZeme prejst za koneény cas
(v pripade oboch vyssie uvedenych apdrii sa totiz s dizkou tiseku
skracuje aj Cas potrebny na jeho prejdenie).

To, Ze sa tieto apdrie dostali raz na zaciatok vykladu a raz
na jeho koniec, stvisi pravdepodobne aj s ich naro¢nostou, kedze
u ostatnych autorov sa do témy nedostali vobec. Ocakévanie, zZe ty-
nenaplnilo. Vzhladom na sti¢asnt troven stredoskoldkov je mozné
priklonit sa k nazoru, Ze tieto apdrie je vhodné predniest az na
konci vykladu témy nekoneénych radov, ked uz ziaci dokdzu vni-
mat ich podstatu a dokazu si pomocou nich spocitat napriklad aj
to, kedy Achilles predbehne korytnacku, ak st zadané udaje o jej
naskoku a ich rychlostiach, a porovnat tieto vysledky s ,fyzikal-
nym“ vypoctom. Druhym aspektom, ktory mézeme pri zaradeni
tejto tlohy zobrat do tvahy, st medzipredmetové vztahy s filozo-
fiou. Ak sa priblizne v rovnakom ¢ase preberd téma starogréckych
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filozofov z eleatskej Skoly na hodinéch filozofie, potom je zaradenie
ap6rii na hodinidch matematiky velmi vitané.

2. Vyklad o nekoneénom rade ) (%)”

n=1

Tato tdloha sa vyskytla vo vSetkych skimanych ucebniciach, pri-
¢om sa vicsinou vyskytovala na prvych miestach v rdmci témy
nekoneénych radov. Vynimkou st (Liska et al., 2019a), (Krali-
kova, 2006) a (Smital & Salat, 1986), kde sa vyklad témy zacina
definiciou zékladnych pojmov. V publikéicii (Liska et al., 2019a)
sa téma nekonecnych radov zac¢ina definiciou postupnosti ¢iastoc-
nych sti¢tov bez toho, aby boli ¢o i len spomenuté zdkladné pojmy,
ako st ¢leny radu a pod. Niektori autori doplnili vyklad geometric-
kou interpretaciou tohto radu vo forme postupného delenia torty
(Tlusty, 2020; Zemek & Zemkova, 2017), ini vo forme skracuja-
cich sa useéiek (Liska et al., 2019a). Toto doplnenie je vhodné,
avSak je potrebné davat pozor na precizne definovanie procesu
delenia. Vzhladom na jednoduchost tejto tlohy sa javi jej zara-
denie na uvod vykladu ako najvhodnejsie. Ucebné texty, ktoré su
urcené pre ziakov so zdujmom o matematiku, nekladu velky doéraz
na motivaciu, pretoze ta sa u nich implicitne predpoklada, a tak
vyklad realizuju systémom definicia-veta-dokaz.

3. Zakladné pojmy, oznacenie a vety

V tejto oblasti sa autori vydali roznymi smermi. V&cSina z nich
najprv definuje ¢leny nekone¢ného radu, jeho oznacenie, postup-
nost Giastocénych sictov a potom definuju stcet nekoneéného radu
ako limitu jeho postupnosti ¢iastoénych suétov. Velmi zaujimava
(a zéroven aj ojedineld) je definicia Smitala a Saldta (1986, s. 46):

Necht a,, € R (n =1,2, ...). Nekoneénou tadou (stru-
¢néji fadou)

o
Zan:al+a2+...+an+ P
n=1
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o0
n=1’

Spn=a14+as+--+a, (n=1,2, ...).

nazyvame posloupnost (s;,)

V tejto definicii nie je totiz nekoneény rad zavedeny ako for-
malny nekoneény stdet zapisovany pomocou symbolu ), ale ako
$pecidlne zostavend postupnost (postupnost ¢iastoéngch suctov).
Tento pristup moze u ziakov strednych (ale aj vysokych) §kol spo-
sobit zna¢ny problém s filozofickym uchopenim tohto pojmu. Aj
preto tuto definiciu nemozno odportucat pre pouzitie na stredne;j
gkole. Zamer autorov podrobne opisuje Salat (1975, s. 1) — cielom
tejto definicie bolo ,dat skutoént definiciu radu bez neurcitého
pojmu ,,symbol“, definiciu, ktord v koneénom dosledku prevadza
pojem radu na pojem mnoziny“. Tato neobvykld definicia potom
ulahéila vyklad dalsich pojmov (medzi ne patria napriklad pojmy
konvergencia/divergencia, ktoré uz boli predtym zavedené pri vse-
obecnej postupnosti, ktorej limita sa v nasom pripade nazyva suc-
tom radu, ¢i termin ,rad s ohrani¢enou postupnostou ¢iastoénych
suctov”, ktory bolo mozné skratit na ,ohraniceny rad“).

Podobne je potrebné ziakom zdéraznit aj to, ze pod symbolom

[ee]

> a, musime chépat nielen ¢islo ako stcet tohto radu, ale aj rad
n=1

ako taky. Na tuto skuto¢nost priamo upozornuju Jarnik (1979),
Odvérko (2019), Odvarko a Repova (1986), Smida et al. (1988),
Tlusty (2020) a Zemek a Zemkova (2017). Ostatni autori sa tejto
otazke nevenuju.

Problematika prerovnavania ¢lenov nekoneénych suctov
a umiestnovania zatvoriek v nich je v aktualnych uc¢ebniciach spo-
menuté len u Odvérka (2019) a Zemka a Zemkovej (2017). V po-
slednej menovanej ucebnici na strane 57 autori ukazuji, ze vhodné
prerovnanie, resp. umiestnenie zatvoriek medzi ¢leny tohto radu,
moze viest k trom réznym stétom (0, 1 a —1) Grandiho radu

o0
> (="
n=1

Pojem divergentného nekonecného radu zavadzaju vsetci au-
tori okrem Smidu et al. (1988). Liska et al. (2019a, s. 88 — 95) sa
v celej svojej publikacii obmedzuje len na nekoneéné geometrické
rady a dalej nebudeme na tto skuto¢nost upozoriiovat. Autori vo
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svojich publikacidch uvadzaji najcastejsie ako priklady divergent-
Grandiho rad, pripadne nekonecny rad tvoreny z ¢lenov aritmetic-
kej postupnosti s nenulovou diferenciou. Harmonicky rad okrem
knih urdenych pre nadanych ziakov (kde sa jeho divergencia aj
dokazuje) spominaju len Zemek a Zemkova (2017).

Z terminologického hladiska je zaujimavé sledovat oznacovanie
postupnosti — v publikicidch vydanych do roku 2000 st prefero-
vanym oznacenim zloZzené zatvorky. Vynimkou z tohto pravidla je
Smital a Salat (1986), kde vsak preferenciu pre okrihle zatvorky
mozeme pripisat tomu, Ze tato publikicia vysla ako skriptum pi-
sané na pisacom stroji, a teda zlozené zatvorky by museli dopiso-
vat rucne; tuto tedriu podporuju aj iné publikacie tychto autorov
z rovnakého obdobia, kde pouzivaju zlozené zatvorky. V publiké-
ciach vydanych po roku 2000 analyzovani autori okrem Kralikovej
(2006) pouzivaju okrihle zatvorky.

Vety o konvergencii nekone¢nych radov najdeme len v troch
publik4ciach — (Hecht, 2000), (Kralikova, 2006) a (Smital & Sa-
1at, 1986), ¢o v pripade poslednych dvoch knih vyplyva aj z ich
zamerania na talentovanych ziakov.

4. Nekoneény geometricky rad a jeho aplikacie

Pri definovani a odvodzovani vlastnosti nekone¢nych geometric-
kych radov je vynimkou dvojica ucebnic autorov Smidu et al.
(1988) a Odvéarka (2019) — obe ucebnice odvodzuji vzorec pre
sucet Clenov nekonecnej geometrickej postupnosti ako limitu po-
stupnosti ¢iastoénych sactov este pred definovanim pojmu neko-
ne¢ného radu. Vzhladom na to, Zze Odvarko bol ¢lenom autorského
kolektivu Smida et al. (1988), je tdto zhoda pochopitelnd. Ostatni
autori sa vSak nekoneénému geometrickému radu a jeho vlast-
nostiam venuju az po definovani zakladnych pojmov nekoneénych
radov. Dokaz tvrdenia o stcte nekoneéného geometrického radu
obsahuji vSetky ucebné texty okrem Lisku et al. (2019a). VSetci
autori okrem Jarnika (1979) sa venuja precvic¢eniu uréovania stuctu
nekonec¢ného geometrického radu na minimélne jednom cviceni,
zvycajne viacerych.



240 MARTIN HRINAK

V ramci aplikacii nekonecnych geometrickych radov sa au-
tori zvycajne venuju prevodu periodickych desatinnych ¢isel na
zlomky, pricom Smida et al. (1988) a Smital a Salat (1986) sa
tloham tohto typu priamo nevenuju, resp. venuju len v ramci ne-
rieSenych uloh.

Autori novsich uéebnic dbaji na vizudlnu stranku a uvadzaja
minimélne jednu dlohu na geometricky rad s geometrickym pod-
textom. Napriklad ide o tlohu, v ktorej je ilohou Zziakov urcit
celkovt dlzku &iar v atvare, ktory vznikne tak, Ze v rovnostran-
nom trojuholniku nakreslime jeho stredné priecky, vo vzniknutom
trojuholniku tvorenom tymito strednymi prieckami opit stredné
priecky atd. Vynimkou je Liska et al. (2019a), ktory tento atvar
sice zobrazuje pod heslom , Ak4 je stvislost medzi geometrickym
radom a geometriou?“, ale s komentarom, ktory na slabsieho ziaka
moze pdsobit mitico, navyse tito tlohu ponechéva nevyriesent
(obr. 1).

Q Aka je suvislost medzi geometrickym radom a geometriou?
Mekoneény geometricky rad je pouZitelny napriklad v planimetril, ked cheeZ vypogitat celkovi dizku

usetiek, 2 ktorych sa skladaji do seba vpisané trojuholniky tak, Ze vrcholy kaZdého dalSieho sd stredy stran
predchadzajiceho:

Dlzky strén kazdéha dalsieho trojuholnika si vidy poloviéné v porovnani s predchadzajicim. Z planimetrie si
urcite spomenies, 7e ide o stredné priecky trojuholnikov a Ze stredna priecka sa rovna polovici dizky prisluine]
strany.

Obr. 1: Ak4 je stuvislost medzi geometrickym radom
a geometriou? (Liska et al., 2019a, s. 90)

Dalsou oblastou, ktorou sa autori snaZia zaujat itatela, st
utvary, ktoré maji koneény obsah a nekoneény obvod (Sierpini-
ského trojuholnik a Kochova krivka) — tieto dtvary su vizudlne
atraktivne, matematicky zaujimavé a v spojeni so slovom fraktal
vyvolavaja zaujem ziakov o ne.
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o0
5. Urcenie stiétu nekoneéného radu ) m
1

Tento rad je jednym z méla (s vynimkou geometrickych radov),
ktorych sadet sa da relativne lahko urcit aj na trovni strednej
a v uéebniciach vydanych po roku 2000 ho nachadzame len u Od-
varka (2019). Skutocnost, Ze existuju konvergentné rady, ktoré nie
su geometrické, sa v ucebniciach explicitne nespomina, a aj preto
je vhodné tento rad do vyucovania zaradit.

Pri urcovani staétu tohto radu vyuzijeme rozklad zlomku
m na parcidlne zlomky, teda Ze pre vSetky prirodzené cisla
n plati

1 1 1
nn+1) n n+1

Potom pre postupnost ¢iastoénych suctov {s,}52; tohto radu
plati
1

1
23 Tamrn

L P (E N N
2 3 n n+1) = n+41l

Vyuzitim tohto vztahu a jednoduchym limitnym prechodom
dostaneme, Ze plati

Ly
1-2

Sp =

Il
N
e
|
N =
N
+

1
lim s, = lim <1 )1,

a teda
oo

1

——— = lim s, = 1.
n; nn+1) nooo

Tento rad patri medzi tzv. teleskopické rady. Pri urc¢ovani ich
Ciastocnych si¢tov vyuzivame to, ze po vhodnej tprave jednotli-
vych ¢lenov radu (zvyéajne) na parcidlne zlomky sa tieto parcidlne
zlomky navzajom odéitaji a zostane ich len koneény pocet neza-
visly od indexu n suétu s,,. Pre takyto vyraz s,, uz je potom ovela
jednoduchsie spocitat jeho prislusnt limitu.
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6. Rozsah spracovania témy

Zaujimavym zistenim bolo to, Ze celkovy pocet stran venovanych
téme nekoneénych radov nezodpoveda mnozstvu, resp. hibke pre-
beraného uciva. Najvyssi pocet riesenych tloh — 18 — uvadza Kra-
likova (2006) a druhy najvyssi pocet — 15 — Zemek a Zemkova
(2017). Najvyssi pocet neriesenych tloh v ucebnici uvadzaji Od-
vérko (2018) — 17/39, Smital a Salt (1986) — 20/31 a Kralikova
(2006) — 9/18. Prvé ¢islo udéva pocet neriesenych tloh z hladiska
typoldgie a druhé ¢islo pocet tloh na trovni radov (ak mé jedna
uloha 3 casti, tak prispieva v uvedenom ukazovateli v prvom ¢isle
hodnotou 1 a v druhom ¢isle hodnotou 3, skratenene hodnotou
»1/3“). Zo zbierok k ucebniciam obsahuje najviac uloh Hecht
(2002) — az 16/63 tloh — a Kralovd a Navratil (2017) — 19/56
— pri rovnakom spdsobe sledovania tloh.

7. RVP/SVP a maturita

Sucasna pedagogickd dokumentécia v Cesku neobsahuje na tirovni
Rdmcového vzdéldvaciho programu pro gymndzia (VUP, 2007,
s. 24 — 25) ziadnu zmienku o nekoneénych radoch. Ziak méa zvlad-
nut z oblasti postupnosti a radov len oblast postupnosti: v rdmci
oblasti Zavislosti a funkéni vztahy ,,zék fesi aplikacéni tlohy s vyu-
zitim poznatktl o funkcich a posloupnostech a interpretuje z funk-
¢niho hlediska sloZené urokovani, aplikuje exponencidlni funkci
a geometrickou posloupnost ve finanéni matematice* a ovlada
ucivo ,,posloupnost — urceni a vlastnosti posloupnosti, aritmeticka
a geometrickd posloupnost®.

Na Slovensku je v tomto smere stav horsi a Stdtny vzdeldvaci
program vo vzdeldvacom Standarde pre ucebny predmet matema-
tika — gymndzium so §tvorroénym a pifroénym vzdeldvacim pro-
gramom (SPU, 2015) vobec neobsahuje uéivo o postupnostiach.
Tento dokument na uvedenti skutocnost aj priamo upozoriiuje
tym, Ze uvadza ,orienta¢ny prehlad tém, ktoré nie st néapliiou
Statneho vzdeldvacieho programu, ale st obsiahnuté v poziadav-
kich na maturitu z matematiky“ (SPU, 2015, s. 31), medzi kto-
rymi sa vyskytuje aj téma Aritmetickd a geometrickd postupnost.
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Na trovni maturitnej skusky zo sktiSobného predmetu mate-
matika v Cesku opif nekone¢né rady nenajdeme, avsak v ramci
tematického okruhu Posloupnosti a finanéni matematika (CZVV,
2014, s. 10) ndjdeme Styri zékladné okruhy — Zdkladni poznatky
o posloupnostech, Aritmetickd posloupnost, Geometrickd posloup-
nost a VyuZiti posloupnosti pro teseni uloh z praze, finanéni ma-
tematika. Podobne je to aj na Slovensku, kde sii obsahom matu-
ritnej skisky z matematiky (SPU, 2019, s. 11 — 15) v ramci témy
Funkcie zékladné vlastnosti postupnosti (lokélne extrémy, mono-
ténnost), postupnosti dané rekurentne, aritmetické a geometrické
postupnosti (zékladné pojmy, prevod explicitného a rekurentného
vyjadrenia pre n-ty ¢len postupnosti, urcenie sactu prvych n cle-
nov danej postupnosti). Obsahom maturitnej skisky z matema-
tiky teda v oboch krajinach nie st nekonecné rady vobec.

Od skolského roka 2020/2021 sa v Cesku realizuje sktigka ,ma-
tematika rozsifujici“, v ramci ktorej uz nekonecné rady najdeme.
Oproti maturitnej skaske z matematiky pribudla v ramci tema-
tického okruhu Posloupnosti a fady, financni matematika (CZVV,
2020, s. 11) téma Limita posloupnosti a nekonecnd geometrickd
fada, v ramci ktorej mé ziak vediet pouZivat pojmy vlastna a ne-
vlastnd limita, konvergentnd a divergentnd postupnost, vediet
pouzit vety o limitdch postupnosti na vypocet limity postupnosti
a uré¢if podmienky konvergencie nekone¢ného geometrického radu
a vypoditat jeho stcet. V zadaniach z roku 2021 ndjdeme v oboch
zadaniach didaktickych testov (jar aj jeseri 2021) po jednej tilohe
z oblasti nekoneénych radov (obr. 2 a 3).

8. Zaver

Na zaklade predlozenych ukazok zo starsich i aktudlnych knih
a ucebnic matematiky pre ziakov strednych §kol a aktualnych po-
ziadaviek na celo$tatnej irovni vidime, ze pozadovand aroven ve-
domosti v oblasti postupnosti, limit a nekoneénych radov neustale
klesa. Pritom problematika nekonec¢ného geometrického radu a li-
mity sa d& aj slab$im Zziakom velmi lahko a rychlo priblizit, ako
ndm ukazuje aj Kudlacek et al. (1963) v uéebnici Matematika pro
1. a 2. rocnik studia na strednich prumyslovych skoldch pro pra-
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VYCHOZIi TEXT A OBRAZEK K ULOZE 10

Sedy obrazec je slozen z nekonecné mnoha rovnoramennych trojihelnikd. Kazdé dva
sousedni trojuhelniky maji pravé jeden spolecny bod a jsou obrazem a vzorem ve stejnolehlosti
se stfedem V. Na obrazku jsou zakresleny pouze 4 trojihelniky.

V nejvétsim trojihelniku mé zakladna délku 14 cm a vyska na zakladnu velikost 7 cm.

Vyska celého obrazce je 28 cm.

28 cm

czv
max. 3 body

10 Vypoctéte v cm? obsah Sedého obrazce.

V zaznamovém archu uvedte cely postup Feseni.

Obr. 2: Uloha ¢. 10, jar 2021 (CZVV, 2021a, s. 9)

max. 3 body
10 Je déna rovnice, jejiz levou stranu tvofi nekone¢na geometricka fada.

1 3 . 9 27 . _8-—x
x—1 (=12 (x=-13 (x-1* T 16

10.1  Urcete mnozinu viech x € R, pro kterd je fada na levé strané rovnice konvergentni.

10.2  Redte rovnici v oboru R.

V zéznamovém archu uvedte v obou ¢éstech tlohy cely postup Feseni.

Obr. 3: Uloha ¢&. 10, jeseni 2021 (CZVV, 2021b, s. 9)

cugict, kde autor na zéklade tloh o geometrickej postupnosti (mé
definovant geometrickt postupnost {a,}5,, a, = a1-¢""1, S, je
sudet prvych n ¢lenov tejto postupnosti) intuitivne definuje pojem
nekonec¢ného radu. Touto ukdzkou (pouzijic terminy a formulécie
pouzité autorom, pozorny Citatel isto najde aj nepresnosti, ktoré
vzhladom na autentickost textu ponechévame v pévodnom znenf)
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zaroven zakonéime aj tento prispevok:

Nartista-li v souctu S, n ¢lent posloupnosti neomezené
pocet ¢lentt n (n — 00), dostavame tzv. nekoneénou
radu. Napf. souctem c¢lenti geometrické posloupnosti
ap=1,q= %:

RS QU R i
2 4 8 16 32

je uvedeny tvar, kde tfemi teckami naznacujeme, Ze
soucet pokracuje neomezené dale.

Vypoditejme diléi soucty Sy, S, S3, ... nasi posloup-

nosti:
S1=1
1 3
R
NN
S1=175%

"~ 9100
—1 2
1.
2= gm =2
1.
S1000 = 2 — 5595 = 2

/////

¢islu 2. Roste-1i bez omezeni ¢islo n (n — 00), blizi se
i S, bez omezeni é&islu 2 (S,, — 2).

Cislo 2, které je hranici tohoto blizeni, nazyvame limi-
tou souctu S, nasi nekonecné geometrické rady pro
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n — 00, a piseme:

lim S, =2

n—oo

nebo
1 1 1
lim({l4+=-+-+=-+4+---] =2
< +tottgt )
Vidime, 7Ze se prakticky nejednd o soucet nekonecné
fady (nekone¢né mnoho ¢isel séitat nemd smyslu), ale
o limitu sou¢tu (z lat. limes — mez, hranice). Pfesto
vSak zlstavame z historickych divodt u ptvodni ter-
minologie — nekonecna fada a jeji soucet.
O tom, ze soucet nekonecné rady 1+ % + i + é + % +
+ é + --- skutecné existuje, presvédéime sa snadno
graficky (obr. 4).

Obr. 320

Obr. 4

Podobnou tvahu je mozno provést i pro fadu 1 — % +

—l—i — % +. .., kterd ma kvocient g = —%. Limita souctu
existuje a je rovna %

Naproti tomu u rad

1+1+1+... s kvocientem ¢ =1
1—-24+4—-8+... s kvocientem ¢ = —2

zjistime, Ze limita souc¢tu neexistuje (obr. 5):
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+16 7
+ 4 A
+1
& kel
0
Obr. 321
Sy S | S| Su| S| =S,
1| 2]3]| 4| 5| >ccpronso
Sl Sng;;lS¢|S5|""Sn
1 | =1 3 |=5|11] ?2pron>eo
Obr. 5

Ve vsech pripadech se jednalo o soucet ¢lenti geome-
trické posloupnosti, o nekoneénou geometrickou
Ffadu. Z prikladt je mozno uéinit zavér: Tento soucet
existuje pouze pro

-l1<g<1

a
lim S,, = !
n—oo — q

nebot ¢" je za uvedeného predpokladu veli¢inou bez
omezeni bliZici se nule, je-li n — oo (¢ = 3;¢'%° =

= 5w ... ) aje:

i S 1—q» 1-0 1
m S, =a =a =a
n—00 1]_— 11—(] 11-(]

(Kudlaéek et al., 1963, s. 543 — 545)
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Abstract

The article analyzes the development of the issue of teaching in-
finite series in selected textbooks and books for high school stu-
dents in recent decades in Czechoslovakia, Czechia, and Slovakia
to the current state of state/framework educational programs and
the school-leaving examination. It takes a closer look at Zeno’s
aporias and telescopic series. Two interesting approaches to the
definition of the infinite series are presented.

Martin Hrindk

Prirodovédeckd fakulta Masarykovy univerzity
Kotlarska 267/2

61137 Brno

e-mail: hrinak@gmail.com


http://www.nuv.cz/file/159_1_1/
http://www.nuv.cz/file/159_1_1/

