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MATEMATIKA

Jak to vlastné je? Fraktaly

Dalibor Martisek, S’lapamce

Fraktaly jsou geometrické utvary objevené jiz pred vice nez sto lety.
Jméno témto atvaram vsak dal az Benoit Mandelbrot v Sedeséatych letech
minulého stoleti. Dnes se tyto atvary t&si velké oblibé a zabyva se jimi
Siroké spektrum praci — od populariza¢nich text uréenych pro Sirokou
vefejnost az po Spickové matematické ¢lanky urcené jen velmi tzkému
okruhu specialistii.

Jiz samotné vymezeni pojmu fraktal je znacné problematické a ani
mezi matematiky nepanuje naprosté shoda v nazoru, co to fraktal vlastné
je. Nejuznavanéjsi definice pochazi od vySe zminéného Mandelbrota,
ktery definoval fraktal jako mnozinu, jejiz Hausdorffova dimenze je ostie
vétsi nez dimenze topologicka. Hausdorffova dimenze je vSak pojem znad-
né obtizny a zabyvaji se jim aZ nékteré specializované vysokoskolské
kurzy teorie miry. Na opacné strané Sirokého spektra nejraznéjsich cha-
rakteristik stoji popularizaéni tvrzeni, Ze fraktal je synonymem pro slo-
zitou €i ¢lenitou mnozinu.

Fraktaly maji celou fadu zajimavych vlastnosti, které lze vyuzit mimo
jiné i ve stfedoskolské matematice. Objevuji se tedy i didaktické ¢lanky
s touto problematikou, at jiz texty pojednévajici specialné o fraktalech
a jejich presné definici (viz napt. Panesova, 2020), anebo prace zminujici
fraktaly jen okrajové a velmi intuitivné, nékdy ovSem bohuzel Spatné
(viz napft. [, §]).

Fraktal. Jak je to Spatné

Na obr. 1 vidime ,,schodisté papira formata fady A“. Toto schodisté
je v nékterych ¢lancich vydavano za fraktal (napt. [T, s. 166], [8, s. 124]).

Tito autofi svij nézor podepiraji citaci zakladatele fraktalni geome-
trie B. Mandelbrota, ktery piSe, Ze fraktéaly jsou tvary, u nichZ ,detail
reprodukuje ¢ast a ¢ast reprodukuje celek® [I11 s. 7].

Nejen matematik, ale asi kazdy poznal, Ze tato slova nejsou definici
fraktalu. Jsou pouhou jeho elegantni zjednodusenou konturou. Navnadou,
ktera ma naldkat ¢tenafe k dalsimu Gteni (jsou to slova z avodu dvou-
setstrankové popularné nau¢né knihy). OvSem ani tuto zjednodusenou
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MATEMATIKA

charakteristiku schodisté na obr. [1| nespliuje — jak by zakrouzkovana a
zvétSena ¢ast méla ,reprodukovat celek“?

Obr. 1: Schodisté papiri formétht rady A

Budeme-li chtit fraktaly vyuZzit ve vyuce na stfedni Skole, mame néko-
lik moznosti, jak je studenttim piiblizit. Od pfistupu zcela intuitivniho,
az po jejich presnou definici. OvSem intuitivni pristup na jedné strané
nesmi vést k chybnym zavértim, snaha o pfesnou definici na strané druhé
by méla ziistat v moznostech stfedoskolské matematiky. V dalsim textu
se pokusime piesvédcit ¢tendfe o tom, ze obojiho lze dosahnout.

Fraktal. Jak je to intuitivné

Co asi myslel Benoit Mandelbrot slovy ,detail reprodukuje ¢ast a
¢ast reprodukuje celek“? Jak jiz bylo fe¢eno, neni to matematicka de-
finice, takZe i k vysvétleni lze pouzit prostiedek zcela nematematicky,
didakticky v8ak velmi u¢inny — totiz vhodny obrazek. Domnivame se, Ze
k intuitivnimu pochopeni pojmu fraktal naprosto sta¢i napiiklad obr. 2}

V nasledujicim textu pojem fraktal vysvétlime matematicky zcela ko-
rektné, pouze s ohledem na stfedogkolskou pfiméfenost matematického
formalismu.

Délka, obsah, objem a mira

Délka, obsah a objem jsou na stfedni Skole definovany jako kladna
realna &isla, ktera pritazujeme jednotlivym dtvaram tak, Ze
a) délka, obsah resp. objem shodnych utvari jsou stejné
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MATEMATIKA

b) délka, obsah resp. objem utvaru slozeného z nepfekryvajicich se
atvart je roven souctu délek, obsahti, objemi téchto dtvart
(viz napt. [I8 s. 451, 487]).

celek

Obr. 2: [lustrace fraktalu — atvaru, jehoz ,,detail reprodukuje ¢ast a ¢ast repro-
dukuje celek®: v kazdé (sebemensi) ¢asti lze najit detail, ktery je (geometricky)
podobny celému utvaru

Zakladem tohoto pfifazeni je volba jednotkové tusecky, ¢tverce resp.
krychle. V nejjednodussich pfipadech pak muzeme obvod, obsah ¢i objem
daného utvaru pirimo slozit z téchto tsecek, ¢tvercu ¢ krychli. Obvody,
obsahy resp. objemy mnohych dal§ich tatvart uréime dal$im pouzitim
pravidel a) a b). Délku uréujeme jako soucet délek usecek, na ktery
lze studovany tutvar rozdélit. Podobné uré¢ime obsah utvaru tak, ze ho
rozdélime na nepiekryvajici se ttvary se znamym obsahem (napiiklad
trojuhelniky), a pak secteme obsahy téchto utvart. Tyto postupy lze
chapat také tak, ze najdeme mnoZzinu tsecek resp. rovinnych ¢i prosto-
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MATEMATIKA

rovych utvari se znamou délkou resp. obsahem & objemem, které se
nepiekryvaji a zkoumany dtvar pfesné pokryji.

V Polakové definici se ovSem skryva problém. Jiz ze zakladni Skoly
zname napiiklad vzorecek pro délku kruznice. Jak k nému dospé&jeme?
KruzZnici 1ze rozdélit jen na kruhové oblouky a uréeni délky kruhového
oblouku neni o nic jednodussi nez urceni délky celé kruznice. Bod b)
lze v tomto pripadé splnit pouze tak, Ze sestrojime n-tice neprekryva-
jicich se tsecek (naptiklad obvody vepsanych ¢i opsanych n-thelniki),
které presné pokryji kruznici az ve své limité pro n — oco. Obsah kruhu
dostaneme analogicky jako limitu obsahtii téchto n-thelniki.

Na obr. [3] je ilustrovana priblizné délka kruznice a pfiblizny obsah
kruhu jako obvod a obsah pravidelného n-thelniku pro n = 2™, kde
m = 3 (obr. 3a), m = 4 (obr. 3b), m =7 (obr. 3c) a m =9 (obr. 3d).
Pro m — oo pfejde n-tthelnik v kruznici a mnozina trojihelnika v kruh.
Pfesnou délku kruznice mizeme tedy uréit jako limitu souctt velikosti
usetek AxAri1 a obsah kruhu jako limitu souc¢ttt obsaht trojihelniki
ApSAgt1.

Ay

T Atg 4, Ay
a) n=2° b)n=24

Ag+1

dyn=2°

Obr. 3: K délce kruznice, obsahu kruhu a ,,délce kruhu*

V bodé b) Polédkovy definice je tedy tfeba vyslovné pfipustit neko-
necny pocet utvari a soucet nekoneéné mnoha délek, obsahi ¢i objem.
V tom pfipadé miizeme ovSem kruh dostat nejen jako limitu obsaht, ale
i jako limitu délek vhodnych kfivek, ¢i objemt vhodnych téles. Podobné
lze sestrojit posloupnost obsahii ¢ objemt, jejichZ limitou je kruznice (ni-
koliv kruh ¢ koule). MuZeme tedy hovofit o ,,délce” ¢i ,,objemu* kruhu
a o ,,obsahu“ ¢i ,objemu® kruZnice?

Abychom zjistili ,,délku kruhu®, musime (stejné jako v p¥ipadé délky
kruZnice) sestrojit posloupnost mnozin tsecek, které v limité pokryji cely
kruh (nikoliv jen jeho hrani¢ni kruZnici). Sjednotme postupné obvody
trojuhelnika A SAgy1 naobr. 3 a) b) ¢) d). Dostaneme mnoziny usecek,
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které se nepfekryvaji a jejich celkova délka je
d=2". |AkAk+1| + 2m . r,

kde r je polomér kruznice. Pro m — oo tato mnozina tsecek vyplni
presné cely kruh a délka vSech jejich usecek je

d= lm (2™ - |AkAgs1]+2™ - r) = c0.
m—0o0

Abychom naopak zjistili ,,obsah kruznice“, sestrojime (stejné jako
v pripadé obsahu kruhu) posloupnost rovinnych utvart, které v limité
presné pokryji kruznici. Obsah pak zjistime jako limitu posloupnosti ob-
sahti téchto utvart. Takovou posloupnosti mize byt napf. posloupnost
dtvart ohranic¢enych obvody A; ... AgAgy1... Ay, B1... BxBiy1 ... By
pravidelnych n-tthelnikit kruznici vepsanych a opsanych. Na obr. {4 vi-
dime tyto atvary pron = 2™, m = 2, 3,4, 5 vyznacené edé. Pro m — oo
splyne tento ttvar s kruznici a limita posloupnosti pfislusnych obsahi je
rovna nule (vypocet pfenechame ¢tenari).

b)n=23 c)n=24 dyn=2

a) n=2°
Obr. 4: K ,,obsahu kruznice“

Pojmy ,,délka kruhu“ a ,,obsah kruznice” tedy smysl jisté maji. K tomu,
aby byly zcela korektni, zbyva jesté malickost. Musime pfipustit, Ze
délka, obsah a objem, které mohou byt urcovany jako limity, mohou
stejné jako limity nabyvat i nulovych a nekoneénych hodnot. Takto zo-
becnénou délku, obsah a objem budeme nazyvat mira. Délka, obsah a ob-
jem jsou tedy specialni jedno-, dvoj- a trojrozmérné miry atvaru. Anebo
naopak: jedno-, dvoj- a trojrozmérné mira je zobecnénim délky, obsahu
a objemul”’| Tim jsme ovSem otevieli dalsi problém.

DV dalsim textu budeme misto pojmu ,dvojrozmérna mira“ ¢i ,,zobecnény obsah“
¢asto hovofit stru¢né jen o obsahu, podobné o délce resp. objemu. U délky, obsahu i
objemu budeme tedy v dal$im textu pripoustét nulové a nekone¢né hodnoty.
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Dimenze. Jak je to Spatné

Pojem dimenze skryté pouzivime tuplné vsichni. Bézné tikame, ze
asecka je jednorozmérna, ¢tverec dvojrozmérny, krychle trojrozmeérna.
Vétsinou si myslime, Ze pocet rozméri je zcela jasny a Ze ho neni po-
tfeba vibec vysvétlovat. Jakmile se vSak o né&jaké vysvétleni pokusime,
dostaneme se nejspis do velkych problémi.

Jak vysvétlime ,,pocet rozméra“ ¢i ,,dimenze“? V historii matematiky
jsou znamy dva netspédné pokusy o definici pojmu dimenze geometric-
kého utvaru:

1) Je to pocet udaju (¢isel, souradnic, parametri), které jsou pot¥eba
k urceni polohy konkrétniho bodu v daném ttvaru. Kruznice je jedno-
rozmérna, protoze polohu jejtho kazdého bodu uréi jeden parametr v je-
jich parametrickych rovnicich. Ctverec je dvojrozmérny, protoze k urdeni
polohy bodu ve ¢tverci jsou potfeba dvé soufadnice, krychle je z analo-
gického divodu trojrozmérna.

Tuto definici postavili na hlavu Georg Cantor, Ernst Schrioder a Fe-
lix Bernstein, kdyz sestrojili vzajemné jednozna¢né zobrazeni tisecky a
¢tverce (viz napf. [12]). Tim mimo jiné ukazali, Ze k uréeni pfesné polohy
bodu ve étverci sta¢i jedno jediné ¢islo. To znamené, Ze Ctverec, ktery je
pfimo prototypem dvojrozmérnosti a podle kterého jsou pojmenovany
dokonce jednotky obsahu, by mél byt podle této definice jednorozmérny.

2) Dimenze (ohrani¢eného) utvaru se uréi podle jeho délky, obsahu ¢i
objemu. Kazdy ,,béZny*“ ohrani¢eny geometricky dtvar ma totiz nenulo-
vou a kone¢nou pravé jednu z téchto mér. Kruh je dvojrozmérny, protoze
mé nenulovy a konecny pravé jen obsah. Jeho délka je nekonecné, jeho
objem je nulovy. Kruznice je jednorozmérné, protoze ma nenulovou a
kone¢nou pravé jen délku. Jeji obsah a objem je roven nule. Kuzel je
z analogického divodu trojrozmérny.

Takto zavedeny pocet rozméri (dimenzi) v8ak poslala do historie fada
utvari, které se postupné objevily na prelomu 19. a 20. stoleti. Jako p¥i-
klad uvedme konstrukci Wactawa Franciszka Sierpinského (|21 s. 302
305]): sestroj libovolny trojuhelnik a vyjmi z ngho vnitiek trojuhelniku
ur¢eného jeho stfednimi prickami. Na tfi zbyvajici trojihelniky aplikuj
tutéz konstrukci, s deviti nasledujicimi trojahelniky proved totéz a takto
pokracuj do nekone¢na. Na obr. [5| jsme takto postupné odstrainiovali bilé
trojuhelniky z trojthelniku Gerného).

Otazkou je, jaka je dimenze vysledného utvaru ve vysSe uvedeném
smyslu. Je-li tato dimenze dvé, musi byt jeho obsah nenulovy a koneény,
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jeho délka nekonecné. Je-li dimenze jedna, musi byt nenulovi a kone¢na
délka a nulovy obsah. Jestlize v8ak délku a obsah spocitdme, zjistime, ze
neplati ani jedno, ani druhé. Jsou to jednoducha cvi¢eni na geometrickou
fadu (u délky napovézme, Ze utvar obsahuje obvody vSech vyjimanych
trojuhelniki). Zajemce o vypofet muZeme odkizat na text Vlastimila
Dlaba [I]. Délka je nekone¢na, ale obsah uz je nulovy. Jako kdyby di-
menze jedna byla méalo a dimenze dvé uz moc.

A
-V
A Y.
Aéﬁi\?% £,
f&éaﬁi@&%" b

Obr. 5: Druhy, paty a sedmy krok konstrukce rovnoramenného Sierpinského
trojuhelniku

Dimenze. Jak je to spravné

Pocet rozméri, dimenzi, je tedy t¥eba urcovat jinak. Utvar na obr. @
vlevo bychom radi povazovali za jednorozmérny, utvar na obr. [7] vlevo za
dvojrozmérny. V zajmu jednotného postupu pro vSechny tfi mozné di-
menze umistéme tyto utvary do trojrozmérného prostor a pokryvejme
je ,,co nejuspornéji‘ otevienymi koulemi o poloméru r, ktery se neustale
zmensSuje. Od jisté velikosti poloméru r se ndm pokryti nepodaii lépe
nez tak, Ze na obr. [0] se museji prekryvat vzdy minimalné dvé koule, na
obr. [7] minimalng koule tfi. Kdybychom totéz provedli s atvarem, ktery
bé&Zné povazujeme za trojrozmérny, musely by se pfekryvat minimélné
koule ¢étyfi. Dimenz{ itvaru, poétem rozmeéri tak, jak tyto pojmy bézné
chédpeme, bude tedy minimalni pocet prekryvajicich se kouli zmenSeny
o jednicku.

PTi pokryvani hranice papirového schodisté z obr. [I]se piekryvaji vidy
dvé koule — tato hranice je jednorozmérna (viz obr. .

Otéazkou ziistava, jaka je dimenze Sierpinského trojihelniku, kterou
jsme nedokézali uréit v pfedchozim textu. Odpovéd poskytne obr.[9] Od

2)Poznamenejme, 7e s dimenzi celé roviny a celého prostoru problémy nejsou. Di-
menze je v tomto pripadé uréena poctem navzajem kolmych primek, které zde existuji.
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jistého poloméru r pokryvajicich kouli se museji pfekryvat vzdy jen dveé.
Tento utvar je jednorozmérny. M4 dimenzi jedna — je to kiivka.

R

Obr. 6: Pokryvam jednorozmérného utvaru (vlevo) zmensujicimi se otevienymi

L

Obr. 7: Pokryvani dvojrozmérného dtvaru (vlevo) zmensujicimi se otevienymi
koulemi

Obr. 8: Pokryvéani schodisté papiri z obr. [I] zmensujicimi se otevFenymi kou-
lemi

Obr. 9: Pokryvani Sierpinského trojuhelniku zmensujicimi se otevienymi kou-
lemi
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Ten, kdo tomu nevéfi, se snad necha presvédcit konstrukei, kterou
objevil v Sedesatych letech minulého stoleti Aristid Lindenmayer [I0] a
ktera je naznadena na obr.

N
( )
o ! o
\\ /ﬁx\) (/_\ /
x/ ‘\

— { .
) — (
ol Uy O

Obr. 10: étvrty, Sesty a osmy ¢len posloupnosti kfivek, jejiz limitou je Sier-
piniského trojihelnik

Kam se podéla velikost?

Dimenze tak, jak jsme ji zavedli v minulém oddilu, vSak nevyfesila
jeden zasadni problém. U ohrani¢enych geometrickych utvart jsme zvykli
mérit jejich ,,velikost®. Cislo opatiené jednotkou délky, obsahu ¢i objemu
podle toho, zda se jedna o utvar jedno-, dvoj- ¢ trojrozmérny. To nam
umoziiuje mimo jiné porovnavat utvary podle velikosti.

Takto muZeme uré¢it napiiklad ,,velikost“ papirového schodisté, a to
jak jeho hrani¢ni k¥ivky (tj. délku), tak ,,velikost* plochy, ktera je touto
ki¥ivkou ohranicena (tedy obsah). Ale ,velikost* Sierpiriského trojihel-
niku takto uréit nemizeme. Utvar je ohrani¢eny, jednorozmérny, ale jeho
délka je nekonec¢na. Krivka na obr.[2lnazvana podle Nielse Fabiana Helge
von Kocha, ktery ji sestrojil v roce 1904, je na tom stejné. Je ohrani-
¢end, jednorozmérna, ale jeji délka je nekone¢na. Snadno to plyne z jeji
konstrukece (viz obr. : danou tusec¢ku rozdélime na tfetiny, nad pro-
stfedni tfetinou sestrojime rovnostranny trojuhelnik a ptivodni tfetinu
vyjmeme. Na kazdé ze &tyT takto vzniklych tsecek zopakujeme tutéz
konstrukei a takto pokra¢ujeme do nekone¢na (von Koch, 1904). Kazda
nésledujici aproximace je o tfetinu delsi nez aproximace pfedchézejici.

Ktery atvar je vétsi? Sierpiriského trojihelnik, anebo Kochova kiivka?
Tuto otazku nelze zodpovédét ani méfenim délky (ta je nekone¢na), ani
méfenim obsahu (ten je u obou utvard nulovy).

Otazku srovnavani ,velikosti téchto utvart vyresil Felix Hausdorff
[4, 5] tim, Ze zobecnil pojem dimenze. Dimenze, o které jsme dosud
mluvili, pfipoust{ jen celoc¢iselné hodnoty a budeme ji dile nazyvat di-
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menzi topologickou. Za p¥i¢inu neporovnatelnosti nékterych geometric-
kych utvart oznacil Hausdorff nedostate¢nou ,jemnost” této dimenze.
Nekone¢na délka tvaru je dana tim, Ze utvar méfime v dimenzi, ktera
je prilis nizka, nulovy obsah naopak tim, Ze dimenze dvé je uz piili§
vysokd. Abychom mohli vyjadfit ,,velikost* (miru) takového utvaru ne-
nulovym a kone¢nym ¢&islem, je tfeba méfit ,,spravnym metrem*. Méfit
v dimenzi s neceloéiselnou hodnotu v intervalu (1,2). Otéazkou je, jak
takovou dimenzi zaveést.

Obr. 11: Prvnich sedm aproximaci Kochovy kiivky

N4

Mrizkova dimenze a mrizkova mira

Dimenzi, ktera pripousti necelo¢iselné hodnoty, lze definovat mnoha
zpusoby. Zname dimenzi sobépodobnostni, dimenzi informaéni, dimenzi
box-counting atd. Kazdou takovou dimenzi dnes nazyvame dimenzi frak-
talni. Nejstarsi a nejobecnéjsi z nich, dimenze Hausdorffova, neni v silach
stfedoskolské matematiky. Zajemce o tuto konstrukci lze odkazat na ¢la-
nek Katefiny PaneSové [I7]. Zde uvedeme dimenzi pondkud specialngjsi.
Zaplatime za to tim, Ze nékteré utvary, které Hausdorffova dimenze a
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mira méfit umi, zastanou pro nas neméritelné. I s nasi uzsi definici di-
menze vSak paletu méfitelnych atvart velmi vyznamné rozsifime.

Meétené utvary budeme rovnéz pokryvat koulemi stejného poloméru,
ale tentokrat nas bude zajimat, jak se méni pocet kouli nutnych k po-
kryti, jestlize spole¢ny polomér téchto kouli zmensujeme.

Oznacme 71 polomér nejvétsich kouli na obr. [f]a jejich pocet potfebny
k pokryti atvaru necht je p;. Polomér mensSich kouli analogicky o, je-
jich pocet ps a koneéné pro posledni zobrazeny ptipad rj3, resp. p3. Pro
zjednoduSeni miZzeme bez Gjmy na obecnosti predpokladat, ze 1 = 1.
Prozradme (a doufame, Ze nam bude Gtenar véfit), Ze v tom pripadé
je ro = 1/2 a r3 = 1/4. Snadno spocitame, Ze pocty kouli potiebnych
k pifislusnému pokryti jsou p; = 4, po = 8, p3 = 16. Jisté si viimneme,
Ze v tomto piipadé je

p1T1=p2-r2=p3-13=4
Na obr. 7] mame analogicky 1 = 1, ro = 1/2, r3 = 1/4, pfislusné
pocty jsou p; = 3, po = 12, p3 = 48. Zde je tedy

prori=p2-rs =p3-15=3.
Nenf jisté tézké odhadnout, jak by néco podobného vypadalo pro to-
pologicky trojrozmérny utvar.
Pro jiné ,bézné utvary“ si tyto souciny nemuseji byt vidy presné
rovny. Na obr. [§]je napr. r1 =1, 1o = 1/2, 13 = 1/4 a p; = 17, ps = 36,
p3 = 72. V kazdém piipadé lze zvlast pro dostateéné velka n psat

0<pn-rP~M< oo, (1)

kde M a D jsou konstanty. S rostoucim n jsou navic aproximace konstant
M, D stale presnéjsi, takze mizeme psat

M = lim p"-rP. (2)

n—oo

Navic snadno nahlédneme, Ze pro kazdé d < D je

M = nhﬁrr;o pn 14 =00 (3)
a pro kazdé d > D je
M = lim p,-r% =0. (4)

n—oo
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Shrnuto: exponent D v limité je pro dosud zndmé utvary roven
topologické dimenzi a konstanta M se chova stejné jako ,velikost” (mira)
utvaru méfend v této dimenzi. V dimenzi D je tato mira nenulova a
kone¢na, viz (1)), v dimenzi nizsi je nekone¢na, viz (3)), a v dimenzi vyssi
nulova, viz (4). Mira M se tedy skutefné chova tak, jak o¢ekavame od
délky, obsahu i objemu. Dimenzi D a miru M v limité nazyvame
mrizkovou dimenzi, resp. mrizkovou mirou utvaru.

Na zéavér tohoto oddilu nékolik poznamek. Jestlize ¢tenafl ocekava, ze
miizkova mira v pfislusné dimenzi je pfimo rovna délce, obsahu ¢i ob-
jemu utvaru tak, jak to zndme z mnoha vzorecki, musime ho zklamat.
Mriizkova mira je totozné pouze s délkou. Miizkové miry dvoj- resp. troj-
rozmérnych ttvart v dimenzi dvé resp. tii jsou sice nenulové a konecné,
ale nejsou pfimo rovny obsahu resp. objemu, jsou jen jejich jistymi nenu-
lovymi nasobky. Rovnosti lze sice dosahnout zobecnénim nasi definice,
to vSak opét znacné prekracuje moznosti stfedoskolské matematiky. Za-

v

ucely toto zobecnéni neni nutné.

Posledni poznamka v tomto oddilu se tyka méfitelnosti atvart miiz-
kovou mirou. Jak uvidime dale, m¥izkovou mirou resp. dimenz{ budeme
schopni zméfit Sierpiniského trojihelnik, Kochovu kiivku i mnohé dalsi
utvary, které ,,odolavaji‘ délce, obsahu i objemu. Presto existuji ,,atvary*
(feknéme radéji mnoziny bodi), které Felix Hausdorff zméfit umél a
miizkova mira to neumi. Takovou mnoZzinou je napiiklad racionalni in-
terval, tedy nap¥. mnoZina (0,1) N Q. Neméfitelnost takovych mnoZin
nasim postupem je dani, kterou musime zaplatit za naSe zjednoduseni.

Hleda se spravny metr

Jiz dva oddily slibujeme dimenzi, ktera mtize nabyvat i necelo¢iselnych
hodnot, a zatim jsme s zadnou takovou hodnotou nepfisli. V piikladech
z predchoziho oddilu byla naopak mfizkova dimenze vzdy rovna celo-
¢iselné dimenzi topologické. Podivejme se vSak na mfizkovou dimenzi
Sierpiriského trojuhelniku.

Na obr. |§| méme pro r1 = 1, ro = 1/2, r3 = 1/4 postupné tyto pocty
pokryvajicich kouli: p; = 6, py = 18, p3 = 54, obecné zi¥ejmé r,, = 217",
pn = 2 - 3" takze dle je mira v dimenzi jedna

M= lim p"-r) = lim 2-3"-(2""")' =4 lim 3"-27" = oo

n— oo n—oo n—o0
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a mira v dimenzi dvé

M= lim p"-72 = lim 2-3"-(2'"")? =8 lim 3"-47" =0.

n—oo n—oo n— oo

To jen potvrzuje jiz dfive konstatovanou nekone¢nou délku a nulovy
obsah. Nynf vSak jiz mtizeme hledat necelo¢iselnou dimenzi D, ve které
bude mira tohoto atvaru nenulova a konec¢né.

Ozna¢me D,,, M,, ptiblizné hodnoty hledané dimenze a miry zjisténé
v n-tém kroku, tedy

M, =pyp -2 =2.3". (217 Pn, (5)
Logaritmovanim obdrzime

In2 n In M, n n In3 (6)
(I-n) 2 (1-n)-m2 (n—1) In2

D,=—

Hledanou dimenzi pak dostaneme jako limitu pro n — oo

1 n In M, n 1r173 ™)
n—1 (1-n)-n2 n-1 In2/°

D =1limD,, = 1im<

Za predpokladu, Ze limity v8ech t¥i zlomku jsou vlastni, mizeme psat:

1 In M, n In3
D =1lim D, = lim —— +1i li S 8
H lmn—1+lm(l—n)~ln2+lmn—1 In2 (®)

Prvni limita na pravé strané je ziejmé rovna nule. Dimenzi hledame tak,
aby 0 < lim M,, < oco. Snadno tedy nahlédneme, Ze i druh4 limita je
nulova. Pak jiz jednoduSe dostavame

n In3 In3
w1 2 2 ©)

Uprava (7)) = (8) je tedy korektni a hodnota (9) je hledanou mifzko-
vou dimenzi.

Mrizkova dimenze Sierpinského trojihelniku je tedy neceloéiselné, do-
konce iracionalni. Pro Kochovu kfivku bychom stejnym postupem dostali
dimenzi D =1n4/1In3.

Kromé toho, Ze miizkova dimenze téchto utvari je necelociselna, je
podstatna i skutecnost, ze tato dimenze je vyssi nez dimenze topologicka.
Pravé takové utvary totiz nazyvame fraktaly.

D =1limD,, = lim
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Kromé dimenze je mozné ur€it i ,velikost® (miru) fraktalu v jeho
dimenzi. Napiiklad mf¥izkovou miru Sierpiniského trojtuhelniku z obr.
éi@v dimenzi @ obdrzime jako limitu vyrazu , resp. @ pro D, = D,
tedy:

limln M, =lim(In2+n-In3+ (1 —n)-D-1n2)

"In2
InM=lim(In2+n-In3+ (1 —n)-1n3)
InM=lim(In2+In3) =In2+In3=1n6
M =6.

In3
In M =lim (ln2+n-ln3—|—(1—n) n-ln2>

Mira naseho trojuhelniku je tedy rovna Sesti.

Jak tomuto vysledku rozumét? Pfedevsim je tfeba si uvédomit, ze
cely vypocet jsme provedli dle obr. [0} kde jsme predpokladali, ze polomér
nejvétsich kouli je roven jedné, dejme tomu jednomu metru. Pak strana
rovnostranného trojihelniku, ze kterého byla Sierpiriského konstrukce
provedena (tzv. inicializa¢niho trojuhelniku), je zhruba p&t metrt (lze
samoziejmé zadat presnou polohu kouli a provést pfesny vypocet, pro
nasi pfedstavu to v8ak neni nutné). Mira Sierpiniského trojihelniku je
pak Sest. Ale Sest ¢eho?

Kdybychom méfili obvod (resp. miru v dimenzi jedna), byl by jed-
notkou ,,délkovy“ metr — metr umocnény na prvni (m = m!). Kdy-
bychom méFili obsah (resp. miru v dimenzi dva), museli bychom pfipsat
metr umocnény na druhou (m?). My jsme ovéem mé&fili miru v dimenzi
D =1n3/1In2. Mira Sierpiriského trojuhelniku na obr. |§|je tedy

6mln 3/1n2 — 6m1’584962'“.

Mira fraktali se ovSem vétSinou hledat nemusi. U rtznych utvarta
s neceloc¢iselnou dimenzi se totiz vétSinou lisi uz tato dimenze, takze
za, vét§l muzeme vzdy prohlasit utvar s vétsi dimenzi. Tedy napiiklad
Sierpiriského trojihelnik s jakkoli malym inicializa¢nim trojtihelnikem je
vzdycky vétsi nez Kochova kiivka s jakkoliv dlouhou inicializa¢ni tsec-
kou. Jednoduse proto, ze Sierpiniského trojuhelnik ma vétsi miizkovou
dimenzi nez Kochova kfivka.

Pozndmka: Jak jsme konstatovali vyse, topologickd dimenze hranice pa-
pirového schodisté z obr. [I] je rovna jedné. Konstatovali jsme rovnéz, ze
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pro dostatecné velka n plati
0<pn-rh~M< 0.

Vypoctem miZzeme snadno ovérit, ze pro délku této hranice d (miru
v dimenzi jedna) plati 0 < d < oo. To v8e sv&déi o tom, Ze i libovolna
fraktalni dimenze je rovna jedné a Ze tento utvar fraktilem neni.

Kdyz detail reprodukuje ¢ast a ¢ast reprodukuje celek

Pokusme se nyni dat Mandelbrotovu bonmotu, kterym jsme tento ¢la-
nek uvadéli, matematicky kabat. Tim kabatem jsou pojmy sobépodobnost
a sobépribuznost.

Geometricky utvar U je sob&podobny pravé tehdy, kdyz existuje ko-
necny pocet podobnych zobrazeni (napfiklad stejnolehlosti) f1, fa, ..., fn
takovych, Ze ttvar je sjednocenim svych vlastnich obrazii v téchto zob-
razenich, tedy

U= [HU)U fU)U---U fulh), (10)

a sobéptibuzny pravé tehdy, kdyz zobrazeni f1, fo, ..., fn nejsou podob-
nosti, ale afinity.

Piipomenme, Ze zobrazeni je podobnost pravé tehdy, kdyz zachovava
méfitko, tj. kdyz kazdou tsecku AB zobrazi na usecku A'B’ tak, Ze
|A’B'| = |k| - |AB]J, kde k je konstanta (méfitko nebo lépe koeficient
podobnosti). Stejnolehlost je specialni pripad podobnosti, kdy bod A,
jeho obraz A’ a tzv. stied stejnolehlosti S lezi na téze primce, pricemz
k < 0 pravé tehdy, kdyz S je vnitfnim bodem tsecky AA’. Zobrazeni f je
afinita pravé tehdy, kdyz zachovava délici pomér bodi, tj. kdyz kazdou
tsecku AB zobrazi na tsecku A’ B’ a kazdy vnitini bod C' tsecky AB na
vnitini bod C' tsecky A’'B’ tak, ze |A'C’| : |C'B'| = |AC| : |CB|.

Fraktaly, o kterych jsme se dosud zminovali, jsou sobépodobné. Sier-
pinského trojihelnik je sjednocenim tii svych obrazi ve stejnolehlostech
se stfedy ve vrcholech inicializa¢niho trojthelniku a koeficientem k& = 1/2
(viz obr. vlevo). Strucné se fiké, Ze je sjednocenim t¥{ svych kopii
zmenSenych na polovinu. Podobné Kochova kfivka je sjednocenim Cty¥
svych kopii zmensenych na tfetinu. Sierpiniského étverec (obr. vpravo)
je sjednocenim osmi svych kopii zmensenych na tfetinu.

Praveé tato vlastnost umoziuje ,,éasti utvaru reprodukovat jeho celek*
a ,,detailu reprodukovat ¢ast“. V kazdém kruhu, ktery obsahuje vice nez
jeden bod sobépodobného utvaru, lze najit jeho ¢ast, ktera je (geomet-
ricky) podobn4 celému utvaru tak, jak je naznaceno na obr.
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Mezi sobépodobnosti a dimenzi je navic zajimavy vztah. Jestlize koe-
ficienty k, 0 < |k| < 1, vSech n podobnosti ve vztahu jsou stejné, je

dimenze atvaru rovna
Inn

D=— . (11)
In(1/]k|)
Dimenze Sierpinského trojthelniku je tedy skuteéné In3/1n 2 a Kochovy
kiivky In4/In3, jak jsme konstatovali v pfedchozim oddilu, dimenze
Sierpiriského ¢tverce je In8/1n 3.

i
B
\H\

Obr. 12: V sobépodobnych fraktalech detaily reprodukuji ¢asti a ¢asti repro-
dukuji celek

Na tomto misté je tfeba vyvratit rozsifeny mytus, ze sobépodobnost
a sobépiibuznost jsou vlastnosti, které fraktal definuji, tj. ze utvar je
fraktalem pravé tehdy, kdyz je sobépodobny nebo sobépfibuzny. Neni
to pravda. Existuji fraktaly, které nejsou ani sobépodobné, ani sobépfi-
buzné (viz napt. obr. [14] a [15]). Naopak existuji sobépodobné utvary,
které nejsou fraktaly. Napiiklad ,,obyéejny* trojuhelnik ¢i ,,obycejny*
rovnobéznik. Ty jsou sjednocenim ¢tyf svych kopii zmensenych na po-
lovinu (nebo Sestnacti kopii zmensenych na ¢tvrtinu atd.), viz obr.
I jejich ¢ast reprodukuje celek a jejich detail ¢ast. I pro jejich miizkovou
dimenzi plati vztah , nebot

nd4 _ (16 . _ln22_21n2_2
m2 \Ind4 ©) " 2 W2

Mrizkova dimenze je vSak rovna dimenzi topologické, takze tyto utvary
fraktaly nejsou.
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Obr. 13: I nékteré ,,bé&zné“ utvary jsou sobépodobné, i jejich detaily reprodu-
kuji ¢asti a ¢asti reprodukuji celek — fraktaly to vSak nejsou

Coastal geolo
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Obr. 14: Cast pobfezni linie Velké Britanie v méfitku 1 : 100 000

(Ec.europa.eu)

Obr. 15: Fraktalni kapradina sestrojend kombinaci sobépiibuznosti a ndhod-

nych procest
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Fraktaly jsou velmi zajimavé utvary, které poskytuji fadu piilezi-
tosti k zamysleni, zobeciiovani a rozvoji abstraktntho mysleni. Umoziuji
uplatnit a prohloubit znalosti mnohych partii stfedoskolské matematiky,
zejména geometrickych fad, vlastnosti logaritmut a limit. Diky moznos-
tem soucasné vypocetni techniky mohou byt hezkou ukéizkou toho, Ze
matematika miiZze byt nejen uzitecna, ale i krasna (viz napt. [15] [16] [18]).

Zaveér

Utvary s necelo¢iselnou dimenzi byly v dobé svého vzniku na zacatku
minulého stoleti povazovany za matematickd monstra, kterda nemaji nic
spole¢ného s realitou. O pil stoleti pozdéji vyslo najevo, ze matematika
vedla Sierpiniského, Kocha, Hausdorffa a mnohé dalsi k realité bliZ, nez
oni sami tusili.

Radou méfenf a experimentt bylo zjisténo, ze nékteré prirodni Gtvary
maji fraktalni charakter a Ze necelo¢iselna dimenze je velmi vhodnym
méFitkem jejich ¢lenitosti. Jako pfiklad uved me pobiezni linie kontinentt
a ostrovi. Ty jsou velmi podrobné definovany v Umluvé OSN o moiském
pravu z roku 1982 (Wikipedia.org, Psp.cz). Geodetové a kartografové je
dnes vytycuji pomoci kombinace GPS, pozemnich monitorovacich stanic
a specialnich metod zpracovani dat, z nichz nékteré dosahuji polohové
pFesnosti plus minus nékolik milimetra (J6, s. 18]). Na obr. [14] vidime
¢ast geodeticky vytycené pobiezni linie Velké Britanie. ,, Téméf rovna“
pobiezni linie severni Afriky ma dimenzi 1,05, linie Bretané ¢i Velké Bri-
tanie 1,25 — to je témér presné dimenze Kochovy kiivky, hranice pobiezi
Norska, plného hlubokych a klikatych fjordi, se py$ni hodnotou 1,52, coz
je témér dimenze Sierpiniského trojahelniku (Fractalfoundation.org).

Piirodni atvary samoziejmé nemohou reprodukovat své ¢asti a de-
taily do nekone¢na. Pfesto jsou fraktaly k popisu jejich morfologie da-
leko vhodnéjsi nez krychle, jehlany a koule. Plati to zvlasté pro fraktaly
sobépiibuzné a tzv. statisticky sobépfibuzné, jejichZ Casti a detaily jsou
,mirné deformovany* afinitami a nahodou (viz obr. [L5{a Martisek 2022d).
Pravé to je totiz na piirodnich tutvarech krasné.
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