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ZLATY REZ

JIRi HEJL

Podnétem k napsani tohoto clanku byl citat z 1. dilu sebranych
spisi slavného némeckého astronoma Johanna Keplera (1571-1630)
uvedeny v poznadmkéch Josefa Srovnala za ¢lankem [1]:

Geometrie md dva poklady. Jeden z nich je Pythagorova véla
a druhy zlaty Tez. Pruni md cenu zlata, druhy pripomind spise
drahocenny kdmen.

Zatimco zlatd Pythagorova véta byla a je nedilnou soucasti geo-
metrického uciva na zakladni skole 1 Skolach stfednich, o draho-
cenném kamenu — zlatém fezu — se dnes docCteme prevazné jen
v knihach tzv. rekreaéni matematiky (viz napf. [2], str. 269, nebo
[3], str. 136; viz téz [7] ). Je to Skoda, nebot zlaty fez se objevu-
je nejen v matematice, ale 1 v fadé dalsich oboru lidské ¢innosti
od vytvarného uméni pres architekturu, stavbu housli, zoologii,
botaniku, krystalografii a chemii k optice a snad 1 dalsim védnim
disciplindm. Myslim si proto, ze si zaslouzi vétsi pozornost ucitelu
matematiky.

Historicky nejstarsi a soucasné nejsirsi védomé uplatnéni zlaté-
ho fezu je zfejmé ve vytvarném umeéni a architekture. V ucebnici
[4] se mj. pise:

Zvldastni osobitosti mezi proporcemi se vyznacuje zlaly tez . .. .
Preneseme-li jej z matematiky do svéta vizudlniho, patri mezi nej-
oblibenéjsi proporce, uzivané jiz ddvno v historii. Proporce zlatého
rezu muzeme vystopovat naprt. v anlické stavbé Parthenonu, ale 1
v gotice, renesanct a jinde. Po optické strdnce forma obdélnika
zlatého Zezu tvori tvarové rozhrani v radé mezitvard od ctverce
smérem k pdsu.

V knize jsou pak ukazky konkrétniho vyskytu zlatého rezu,
napf. v pudorysu aspidy katedraly sv. Vita v Praze, ktery ma
tvar poloviny pravidelného desetitihelnika, v proporcich rozméri
antické vazy (amforky), v osovém fezu ulity motského zivocicha a
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v dal$ich, navzajem rozdilnych pfipadech.

Také vyznamny (jiz zesnuly) plzenisky malif a vytvarny peda-
gog Mirko Zdenék se ve své stati [5] zminuje o zlatém Fezu:

Nejoblibenéjsim proporénim vztahem v malirské kompozict je
pomér zlatého rezu. Byl proné vyjddren Euklidem a je od stredové-
ku, kdy se s nim znovu seznamuji evropsti umélct prostrednictvim
arabského prekladu Ptolematova Almagestu, castokrdt pouzivin ve
vijtvarnictvi. Bolognesky matematik Fra Luca Pacciolo [v jinych
pramenech Pacioli, Paciolli] se jim zabyval ve slavné rozpravé De
divina proportione, jeZ vysla v Bendtkdch r. 1509 s ilustracemu
Leonardovyma.

O nékolik odstavcu dale pak uvadi priklad védomého uziti zla-
tého rezu v moderni architekture:

Poslednt nejzdvainéjsi pokus dopdtrat se geometrického ridu
vychdzejictho z nejlepsich proporénich vztahi, provedl Le Corbu-
ster a jeho spolupracovnici v oblasti architektury. Ve snaze "dospét
k radé mér, které uvedou v soulad lidskou postavu se vztycenou
paZi a matematikou”, vytvorili 1zv. Modulor ... . Proporéni sit
Moduloru, opirajici se o vymeéry clovéka a zlatého rezu, vyznamnd
snaha o objevent raciondlnich zdkladi harmonie v uméni, nezi-
stala bez povstmnuti ant v malivstvi . . . .

Typickou ukazkou toho je napf. Mondriantiv obraz Cernd, bild
a cervend ze sbirek Muzea moderniho uméni v New Yorku. Déleni
plochy obrazi pomoci zlatého fezu pouzil 1 vyznamny cesky malir
Jan Preisler (1872-1918) u své zndmé olejomalby Cerné jezero

(1904).

Ted vsak uz ke zlatému fezu z pohledu matematika.

Rozdélit danou usecku zlatym rezem (latinsky sectio aurea) zna-
mena rozdélit ji na dva dily tak, ze se pomér celé usecky k vétsimu
dilu rovna poméru vétsiho dilu k mensimu. Jina definice zlatého
fezu hovofri o takovém rozdéleni dané tusecky, kdy je délka vétsiho
dilu geometrickym primérem (ve starsi literature stredni dmérou,
stredni geometrickou imérnou) délek celé tsecky a menstho dilu.
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Oznaéime-li délku pivodni Gsecky a a délku vétsiho dilu z,
dostavame podle prvni definice umeéru

a:z=2z:(a—2z),

podle druhé rovnost z = y/a(a — z), coz je totéz.

Budeme-li danou Gsecku povazovat za jednotku délky a uzije-
me-li nékterého z pravé uvedenych vztahi, dostaneme velikost z
vétsiho dilu: ¢ = %(\/5 — 1) = 0,618034. Toto iracionalni ¢islo se
nékdy oznacuje 7 (viz [2], str. 269) a bylo nazvano boZsky pomér
(latinsky proportio divina). Pfipomenme jesté obvyklou konstruk-
ci zlatého Fezu zalozenou na uziti Pythagorovy véty:

AE:BE = AR: AE C

S

Obr. 1

(Jina, méné casta konstrukce vyuziva vztahu pro mocnost bodu
ke kruznici.)

Budeme-li naopak za jednotku délky povazovat mensi dil Gsec-
ky rozdélené zlatym fezem, bude pro velikost x vétsiho dilu platit
rovnost z = %(\/5+ 1) = 1,618034. Stejny vysledek dostaneme
1 pro délku celé asecky, bude-li jednotkou délky vétsi dil. Toto
iracionalni ¢islo se nazyva zlaty pomér a na zacatku 20. stoleti je
americky matematik Mark Barr oznacil pismenem ¢. Konstrukce
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Gsecky délky ¢ (pfi dané jednotce délky) je uvedena napf. v po-
znamkdach J. Srovnala za élankem [1] a vypada takto:

C

Obr. 2

Bozsky pomeér 1 zlaty pomeér jsou cisla iracionalni; byla proto
casto nahrazovana cisly racionalnimi, tj. zlomky, a presna kon-
strukce zlatého rezu pak délenim tsecky v urcitém poméru, napfr.
(pro bozsky pomeér) 1:2, 2:3, 3:5, 5:8, 8:13, pficemz kazdy dalsi
pomér v této Fadé se (jak se mizZeme snadno presvédcit) stale vice
priblizuje k ¢islu 7 = 0,618034.

Seradime-li zde uvedend prirozena ¢isla 1,2,3,5,8,13, dostava-
me zajimavou souvislost se cleny znamé Fibonacciho posloupnos-
t1 1,1,2,3,5,8,13,21,23 ... definované pomoci rekurentniho vzorce
n42 = Ap + @n41; a1 = 1, ag = 1. (Leonardo Pisansky, zva-
ny Fibonacci, byl italsky matematik zijici na pfelomu 12. a 13.
stoleti). Bozsky pomeér je tedy mozno aproximovat zlomkem tvo-
fenym dvéma po sobé jdoucimi cleny Fibonacciho posloupnosti.
Viz napft. [6].

Z ruznych prikladu vyskytu zlatého fezu v geometrii se nejcas-
téj1 uvadi vztah mezi stranou a uhlopfickou pravidelného pétiu-
helnika a vztah stranou pravidelného desetiihelnika a polomérem
kruznice tomuto desetiithelniku opsané.
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Plati totiz véty:

V; Strana as pravidelného pétithelnika je vétsim dilem Ghlo-
pricky u tohoto pétithelnika rozdélené zlatym rezem; tj.
as :u=(u—as):as.

Vo Strana a;o pravidelného desetiihelnika je vétsim dilem po-
loméru 7 kruznice opsané tomuto desetithelniku rozdéle-
ného zlatym fezem tj. ajp : 7 = (r — ayo) : ajo.

K dikazu véty Vi je mozno uzit podobnosti trojahelniki ABC a
BFC, kde A ABC je casti pravidelného pétithelnika ABCDE a
bod F' je bodem uhlopricky u = AC, pro ktery plati AF' = AB =
as (viz obr. 3, kde S je stfed kruznice opsané ABC DFE).

Obr. 3

Protoze plati [{ABC| = 2|{ABS| = 2- 1(180° — 22°) = 108°
a A ABC je rovnoramenny, je | BAC| = |{BCA| = 36°. Po-
dle konstrukce je A ABF rovnoramenny, tj. |{ABF| = -;—(180° -
36°) = 72° a tedy |LFBC| = 180° — 72° = 36°. To vsak zna-
men4, ze {FBC = £BCF a rovnéi A BCF je rovnoramenny.
Trojahelniky ABC a BCF jsou podobné podle véty uu a proto
plati: AB : AC=CF :BC, tj. as : U = (u— as) : as.

Diikaz véty V, probiha podobné.
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Véta V; umoznuje provést konstrukei pravidelného pétitahelni-
ka, je-li dana jeho strana AD. Staci totiz sestrojit podle obr. 2
fiseéku u = ¢.AB, sestrojit A ABC (AB = BC, AC = u) a opsat
trojahelniku ABC' kruznici. Zbyvajici vrcholy D, E pravidelného
pétiahelnika lezi na této kruznici.

Z véty V, rovnéz vyplyva, ze se kazdé dvé uhlopricky pravidel-
ného pétithelnika protinaji v bodé, ktery obé déli zlatym fezem,
nebot se da snadno ukazat, ze bod F na obr. 3 je prisecikem dvou
uhlopricek. Péticipad hvézda vytvorena pomoci thlopricek pravi-
delného pétithelnika tak Gzce souvisi se zlatym fezem. Uz od dob
Pythagorejcii byl péticipé hvézdé prisuzovan az mysticky vyznam,
coz se myj. projevovalo jejim castym uzivanim a tento vyznam se
prenesl 1 na zlaty fez. Casté uzivani péticipé hvézdy pretrvalo az
do soucasnosti, kdy je (v rizném barevném provedeni) soucasti
nékterych statnich vlajek ¢i znaki.

Véty V, se uziva ke znamé konstrukci strany pravidelného de-
setiihelnika, je-li dana kruZnice opsana.

C
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Jsou-li AB,C D navzajem kolmé primeéry kruznice k(S, r), E stfed
SB, F prusec¢ik AS a kruznice o stfedu E a poloméru EC, je
FS =ay (a FC = a5, SC = ag). Plati totiz:

2 1
|FS|=|BB| - |SE| = |CE| - 5r =i+ T~ or
r r 1
—_ - —_—— T - ..l
5 5 5 27’(\/5 )

a Je tedy F'S vétsim dilem poloméru r rozdéleného zlatym rezem.

Znalosti véty Vo a zlatého poméru umoznuji 1 konstrukei pra-
videlného desetitihelnika, je-li dana jeho strana a,o9. Pro polomér
r kruznice opsané totiz plati r = p.a;¢ a staci tedy opét uzit kon-
strukce podle obr. 2, sestrojit stfed kruznice opsané a na ni najit
zbyvajici vrcholy desetiihelnika.

V literature tykajici se zlatého fezu (napf. [3] ) se objevuje jesté
jeden termin, a to zlaty obdélnik, tj. obdélnik, jehoz rozméry jsou
ve zlatém pomeéru. Tvar zlatého obdélnika (téz obdélnika zlatého
rezu podle dfive uvedené citace z ucebnice [4] ) mély ¢asto obrazy
nebo jejich ramy. Zlaté obdélniky se vsak objevuji a u pravidelného
dvanactisténu a desetisténu (podrobnéji viz [3], str. 137). Zlaty fez
ma tedy uplatnéni nejen v planimetrii, ale 1 ve stereometrii.

Z toho, co bylo o zlatém fezu a pojmech s nim souvisejicich
uvedeno, vyplyva, ze by se ucitel matematiky na stfedni skole
mohl (a snad i mél) o ném pfi vyucovani aspoin zminit, at uz pri
vhodné zvolené tloze o podobnosti trojihelniki, pri konstrukeci
pravidelného pétiuhelnika ¢i desetitihelnika, pfi uvadéni priklada
na nesoumeritelnost Gsecek nebo jako o ukazce uziti urcité par-
tie matematiky v mimomatematickych disciplindch. Pak by bylo
mozné studentim zadat 1 tuto tlohu z Vojtéchovy ucebnice geo-
metrie pro V. tfidu realek vydané v r. 1911:

Nejvétsi z egyptskych pyramid (Cheopsova) je prav. ctyrbokd
s hranou podstavnou a = 227 m, vyska jeji je pribliiné vétsim
dilem hrany podstavné, zlatym rFezem rozdélené; vypocitati objem
Jejt.
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