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164 Matematické vzdéldvdani

NEKOLIK METODICKYCH POZNAMEK

JAN MARIK

Oblibenym tématem konverzace mezi uciteli matematiky jsou
stiznosti na to, jak jsou jejich studenti slabi, a nékteré smésné
chyby, které zaci prilezitostné délaji. Nemyslim si, Ze je néco
spatného na takovéto konverzaci; domnivam se vsak, ze bychom
méli jit hloubéji a kazdou situaci zkoumat dikladnéji.

Mnoho uditeli si stézuje (ja také), ze si studenti pfeji studovat
matematiku jen jako kucharku. To vsak jesté neni to nejhorsi.
Studenti bohuzel casto nechapou nase recepty, které jsou nékdy
neohrabané (uzivime druhou derivaci v souvislosti s lokalnimi
extrémy; pouzivame Taylorovu vétu za celem zjisténi, kolik clentd
fady 5 02, 1/n! bychom méli vzit, abychom obdrzeli pfedepsanou
presnost) nebo netplné (uéime ,integrovat® funkci 1/(2 + sinz),
ale nehleddme jeji integrdl na intervalu (0, 2x)), nebo dokonce
nespravné. Jednim z cili téchto poznamek je pravé poukazat
na nékteré ,oblibené“ chyby. (Minim chyby délané autory knih
o kalkulu — diferencidlnim a integralnim poctu). Neni obtizné tyto
chyby opravit ,teoreticky“, ale bude pravdépodobné velmi obtizné
opravit je prakticky (v rdmci nasi kazdodenni prace se studenty).
Rad bych predem fekl, Ze netvrdim, Ze jsem nalezl prakticka feseni
odpovidajicich problémi. Mam vsak pocit, Ze jsme jesté nezacali
klast spravné otazky (fraze Sidney Harrise).

Profesor Jan Mafik (12. 11. 1920 — 6. 1. 1994) vychoval fadu nasich
matematiki; mnozi absolventi Matematicko-fyzikalni fakulty UK dodnes
vzpominaji na jeho originalitu, dikladnost i zasadovost. Seznam jeho praci
byl uverejnén v Easopise Czechoslovak Mathematical Journal 41(116)(1991),
180-183 (dodatek 44(119)(1994), 192). K jeho pozustalosti patii jesté rada
nepublikovanych pedagogickych Gvah, metodickych pokyni a originalnich
postiehti, které zasilal svym kolegim a pratelim. Text Nékolik metodickych
pozndmek pochazi z doby Mafrikova pusobeni na univerzité v East Lansingu
ve Spojenych statech. Clanek byl zaslan prof. Ivanu Netukovi, DrSc.; otidtén
byl v kvétnu 1995 ve 44. &isle Informaci Matematické védecké sekce JCMF .
Z angli¢tiny prelozil Pavel Trojovsky.
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Jeden z problémii, se kterymi se setkavame u stredoskolskych
studenti, je problém vyznamu vzorcti. Nékdy zvazujeme, zda by-
chom méli dokazovat jisté véty. Skutecnym problémem vsak je,
jak to udélat, aby studenti nasim matematickym vétam rozumeéli.
Mnozi z nich si neuvédomuyji, ze to, co pisi, by mélo byt srozumi-
telné. Od zacatku by méli byt vedeni k tomu, aby tvorili tvrzeni a
ne pouze psali vzorce. Kazdy student by mél rozumét a vyjadrit
v doméacim tkolu rozdil mezi , prejeme si dokéazat, ze ...“ a ,doka-
zovali jsme, ze ...“. Studenti jsou zvykli psat cviceni bez jediného
nematematického slova; neméli bychom to tolerovat. Student, kte-
ry neni schopen tvorit vyroky o tom, cemu ho ué¢ime, nerozumi
obvykle nasim tvrzenim. JestliZze ucitel slovni komentar vyzaduje,
pak nékteri studenti — ve snaze prokazat mu laskavost — pisi né-
co jako ,fada fo:o 2~" konverguje pro kazdé n“ nebo ,polomér
konvergence fady ) -, z"/n! je £/(n+1)“ atd. To by se, myslim,
nestavalo tak ¢asto, kdyby vice uciteli bylo vytrvalych.

Ve svych prednaskach z teorie ¢isel nékdy davam tento domaci
tkol: Necht a a b jsou suda cisla. Dokazte, ze ¢islo %ab je také
sudé. Vétsina studentti napiSe, ze a, b jsou suda, ab je sudé, tedy
%ab je sudé. Na zakladé individualnich konzultaci jsem zjistil, ze
to neni disledek nedbalosti studentii; vzdy musim vydat ohromné
mnozstvi energie, abych je presvédcil, Zze polovina sudého ¢isla
neni vzdy suda.

Domnivam se, ze bych mél ukoncit své stiznosti. Pokusim
se analyzovat nékteré typy chyb, které se v riznych situacich
objevuji.

Aritmetika

Vétsina studentl vi, Ze nula by neméla byt ve jmenovateli a ze
bychom nulou neméli kratit. Malo studenti si vSak uvédomdi, zZe
tato pocetni pravidla pouzivaji, kdyz nula ,nevypada jako nula“.
Péknou ukdzkou je toto: Necht a je libovolné cislo rizné od nuly;
definujeme b = —a. Pak a = —b, ab = —b?, a® + ab = a? — b?,
a(a +b) = (a — b)(a + b) a po zkraceni vyrazu (a + b) obdrzime
a=a—b=2a,tedy 1 =2.
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Tento priklad se nezda byt dilezity; uvédomme si vsak, Ze
v kapitole o diferencialnich rovnicich nejsou vyjimkou vzorce jako
v = y?, dy/y? = dz aj. (bez jakychkoli predpokladi o y).
Nékteri autofi ucebnic krati integracni faktor. Otazka, zda tento
faktor nema néjaké nulové body (nebo zda dokonce neni identicky

nulovy), je ze zfejmych divodi obvykle vynechavana.

Situace s nerovnicemi je obdobnda. VétSina studenti zna za-
kladni pravidla, ale nedokaze je vidy aplikovat. Obvykle spravné
hadaji, Zze ,smime scitat nerovnosti“, ale nejsou schopni to doka-
zat. To by nebylo tak spatné, kdyby nerovnice rovnéz nenasobili.
Kdyz se ptam studenta, co ho vedlo k pfesvédceni, Ze z nerovnosti
a < b, c<dvyplyva ac < bd, urazi se, Ze se ho ptam na néco zcela
samoziejmého. Zdiraznuji, ze dokonce absolvent vysoké skoly od-
¢ital nerovnice. (Obhajoval se: ,,J4 nejsem profesor matematiky.*)
Neékteri studenti, ktefi védi, ze 2 < e, nejsou schopni rozhodnout,
zda nerovnost —e < —1 je pravdiva ¢i nepravdiva.

Mnozi studenti nerozumi slovu ,zfejmy“. Maji predstavu, zZe
,2rejmé” je néco, co nemusi byt dokazano (ne néco s jednoduchym
dikazem). Néktefi studenti jsou naprosto netistupni ve ,zfejmos-
ti“. Dobrou reakci v takovém pripadé je otazka: Neni zfejmé, ze
Zemé je stfedem vesmiru?

Rovnice

Jiz od zacatku bychom méli trénovat své studenty v pouzi-
vani vyroku tvaru: ,Jestlize ..., pak ...“. Pozdéji bychom mél
zdiraznovat, Ze ,neznadmy“ neni matematicky pojem (nemizeme
definovat, co ,neznamy“ znamena), ale Ze v jistém kontextu nebo
v jistych slovnich spojenich muze slouzit jako vhodné zkraceni.
KdyZz se pokousime fesit rovnici (nebo soustavu rovnic), obvyk-
le na zacatku predpokldddme, ze mame jisté z (nebo dvojici z,
y atd.), rovnici vyhovujici a vyvozujeme )isté disledky z toho-
to predpokladu. Méli bychom také zdiraznovat, kam dospéjeme
uskuteénénim svého postupu. (Vétsina studenti by fikala, ze jsme
,vyFesili rovnici“.) MiZeme napf. dojit k vysledku: ,, jestlize z vy-
hovuje, pak z = 3“. Musime trvat na tom, aby to studenti odliso-
vali od vyroku ,, jestlize x=3, pak je ... splnéno“. '
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Za vaznou pedagogickou chybu povazuji nechat studenty resit
pouze soustavy rovnic, v nichz vsechna reseni ziskana na zakladé
algoritmu, ktery byl vylozen, jsou skutecné resenimi. To nevyhnu-
telné vytvari dojem, ze ,kazda rovnice ma néjaké reseni — kdyz
neudélame numerickou chybu® a ze rozdil mezi ,jestlize z je re-
Senim ..., pak ¢ = 3“ a ,jestlize z = 3, pak ... plati“ je Cisté
sémanticky, ktery by mél byt z praktickych divodi co nejdrive
zapomenut. Nasledujici priklady ilustruji tuto situaci:

1. Existuje takové z, ze plati

z+1 n r—95 _ 2x »
2 —4zx+3 z2-5r+6 z22—-3z+2°

(Jednoduchy vypocet ukazuje, Ze pouze z = 3 mulzZe byt
feSenim, ale pro z = 3 jsou prvni dva jmenovatelé 0).

2. Existuje z takové, 7e V69 —z2+4+V6—2 =77
(Po umocnéni ziskdme V414 — 75z +z?2 = z — 13; dalsim
umocnénim obdrzime z = 5, které samozrejmé nevyhovuje
zadané rovnici.)

3. Nékdy se stane, ze pfi hledani neznamé veliCiny sestrojime
soustavu rovnic s jistymi ,pomocnymi proménnymi“ (o které
nemdame zajem). Predpokladejme napf., Ze si pfejeme nalézt
cisla w, z, y, z takova, ze:

w+22r+y+z=2, (1)

Sw—z+3y—z=1, (2)
2w+br—y+3z=1, (3)
3w—4x+5y—-32=0, (4)

ale Ze nds zajima pouze w; z, y, z jsou takové ,pomocné

proménné“. Mtuzeme zkusit zbavit se z. SeCtenim (1) a (2)

dostaneme
bw+z+4y=3; (5)

seCtenim (3) a (4) ziskame

bw+z+4y=1. (6)
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Nyni se zda, Ze miZeme vyfesit problém odectenim (6) od
(5); tak ziskdme w = 2. Mohli jsme vSak postupovat i takto:
vynasobenim rovnice (1) ¢éislem 2 ziskdme

w44z +2y+22=4, (7)
sectenim (2) a (3) dostaneme
Tw+4x+2y+22=2; (8)

odeé¢tenim (7) od (8) dostaneme S5w = —2; tedy zadné feSeni
neexistuje.

Studenti by neméli byt pfekvapeni, Ze se néco takového mize
pfihodit; méli by byt prekvapeni, Ze to, co vypocitaji, vyhovuje
zadanym vztahum. Jestlize neuvedeme néjaké analogické ulohy,
nechavame studenty ve vife v ,neomylnost tuzky*.

Vidy bychom méli klast dliraz na vyznam toho, co sami fikame.
Méli bychom si byt védomi, Ze slova jako ,feste soustavu ...“
nejsou vzdy jasna. Mohou znamenat ,naleznéte reseni“, ale napr.
téz ,naleznéte vSechna reseni“. Zduraznime-li pouze technickou
cast problému, neméli bychom byt prekvapeni, ze studenti rozumi
sloviim ,feSte soustavu ...“ jako ,predvedte postup, ktery jsme
trénovali“.

Jednou jsem zadal néasledujici problém: Naleznéte cisla a, b, ¢

tak, aby matice A = [5’ ‘Z] vyhovovala vztahu A% = A. Jeden

b,
ze studenti fekl (asi tak po tydnu): ,Nemohu vyfesit rovnici
ab = —20.“ Samozfejmé — nevzpomnél si na zadny vypocetni

postup pro feseni.

vvvvv

vypada. Studenti ziskaji iluzi, Ze ritual pro vSechno musi existovat.
Predpokladejme, zZe a je ¢islo vétsi nez 1 a ze potfebujeme cislo
b spliujici nerovnici b2 — b > a. KdyZ ucitel fekne ,vezméme
b = 2a“ a piSe pouze b = 2a, mize uslySet od posluchaci: ,Jak
vite, ze b = 2a 7 Nebo: Predpokladejme, ze ucitel formuluje vétu
o diferencidlni rovnici tvaru y”’ + ay’ + by = P(z).e** (a, b, a jsou
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c¢isla, P je polynom) a chce ji pouzit na rovnici ¥’ + vy +y = z.
Jestlize fekne ,vezmeme a = 0, pak mize opét slyset ,Jak vite,
ze a=07¢

Studenti nejsou zvykli slyset vyroky jako ,jestlize zvolime ...,
pak je splnéno ...“. Oni pravdépodobné citi, Ze volba je néco
nedovoleného, nebo alespon nematematického: postradaji ritual.
Proto bychom od zacatku méli studenty vést k ovérovani vztahi;
zvlasté k ovérovani, zda to, co vypocitali, vyhovuje zadanym
vztahim. Situace je tak Spatna, Ze nékteri studenti nerozumi
slovu ,ovérfit“. Jini studenti trpi nécim, co bych nazval ,rovnicova
nemoc“. Napf. pfi ovéfovani, Ze cCisla z = 14—5, 3 = 11—0, g = ?15-
vyhovuji rovnici £ — y — z = 0, vétsSina studenti pise

4 1 1
510 6
8—-3-5
=0
30 .
0=0
(Po trose usili dostaneme zajimavy vysledek, ze 0 = 0.) Méli

bychom vysvétlit, ze néco jako je toto, je matouci, a ze znak ,, ="
by mél byt psan jen tam, kam skutecné patri:

Snad bychom méli také zdiiraznovat souvislost s realitou. Student
by se mél domnivat, Ze dava své nejlepsi schopnosti néCemu, co by
mélo byt FeSenim konkrétniho problému. Jediné pak by se mohl
zajimat o to, jak bylo feseni objeveno (zda uhddnutim nebo jinak).



170 ‘ Matematické vzdéldvdni I

Ma kazdy symbol vyznam?

V domécim Gkolu (kde se objevila posloupnost ay, as, ...) uvedl
Jeden z mych studenti symbol ao,. Kdyz jsem se ho ptal, co tim
mini, odpovédél: ,Cozpak to neni limita?“ Tedy: On se ptal mé€, co
sam mini. Pravdépodobné kazdy z nas vi, Ze oblibeny postup vede
k otazkam jako ,Coje 1 —14+1—1+--- 7“. Méli bychom klast diiraz
na to, ze symbolické oznacovani je v nasi moci; kdybychom si to
prali, pak bychom mohli rozumét symbolem % napf. ¢islo —3/2. Je
pouze otazkou, zda by néco takového slouzilo rozumnému tucelu.
Méli bychom také 1épe vysvétlit situaci s a®. Studenti by méli
védét, Ze neznaji, co (—l)ﬁje a tedy (na této Grovni) otazka ,,Co
je (— l)ﬁ 7 je pravé tak rozumna jako otazka ,,Co znamen4 32 7¢
Kdyby tyto véci byly vysvétleny spravné, pak bychom (doufdm)
nemuseli tak Casto presvédCovat nase studenty, Ze neni vhodné
psat %, kdyz A je matice typu 2 x 3.

Extrémx funkeci

Nejprve: Co je extrém funkce? Minime nejvétsi (nejmensi)
hodnotu funkce na dané mnoziné? Nebo lokalni extrém? Nebo
lokalni extrém vzhledem k jisté mnoziné? Dfive nez zacneme Fesit
tento problém, musime ho formulovat. My to délame, samozfejmé,
abychom uspokojili nase svédomi. Rozumi vsak studenti tomuto
problému? Kazdy zna odpovéd. Vétsina studentii si vSak pamatuje
pouze, ze by méli urcit znaménko f/(z) pro kazdy bod z, pro néjz
je f'(z) = 0. Kdyz vsak hovofime o lokdlnich extrémech, méli by
studenti védét alespon intuitivné, co minime, kdyz fekneme, ze
funkce ma lokalni maximum v bodé. My vime, Ze to znamena
existenci jistého § > 0. Nyni bychom se sami sebe méli ptat:
Kde potfebujeme takové §7 Pro¢ ucime studenty dokazovat jeho
existenci? Obavam se, Zze hlavnim diuvodem je, ze to délali nasi
dédové. Vysledky naseho usili v tomto sméru jsou spiSe negativni,
ponévadz studenti si pletou absolutni maximum s lokalnim. Stalo
se, ze student, zamyslejici nalézt maximum funkce, ktera na
daném kompaktnim intervalu roste (napf. sinz — cosz,z €
(0,7/2)), ji dvakrat zderivuje atd. Také se stavd, ze student
zkouma funkci diferencovatelnou na (0, 2) takovou, ze f'(z) > 0
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proz € (0,1) a f'(x) < 0 pro z € (1,2) a pokousi se dokazat, ze
f(1) 2 f(z) pro kazdé z € (0, 2) tak, ze vypocita f"(1). (Takové
véci se stavaji dokonce pokrocilejsim studentiim.)

Potfebujeme tyto véty:

(T1) Necht f je funkce diferencovatelna na intervalu I a necht
derivace funkce f je kladna (zapornd) v kazdém vnitfnim
bodé intervalu I. Pak f je rostouci (klesajici) na I.

(T2) Necht f je funkce diferencovatelna na (a,b) (—oo < a <
b < +00). Necht S je podmnozina intervalu {a,b) ,a € S,
be Sa f'(z) # 0 pro kazdé = € (a,b) — S. Pak

J?(‘if,)f(x) = mazf(z). (M)

Miuzeme vzit, samoziejmé, S = {z € (a,b); f'(z) = 0} U {a, b}.
Méli bychom vsak zdtraznit, ze (M) plati nezavisle na tom, zda
derivace funkce f v bodech mnoziny SN (a,b) je nulova nebo neni.
Toto téz ukazuje, Ze si musime uvédomovat, co znamena ,fesit
rovnici f'(z) = 0“. Potfebujeme mnozinu obsahujici vSechny
nulové body funkce f’ na (a,b); mnozina P takova, ze f'(z) =0
pro kazdé z € P, by nepomohla. V jednoduchych pripadech
miizeme nalézt koneCnou mnozinu S se zminénymi vlastnostmi.
Necht S = {zo,z1,...,2p}, a = 29 < 21 < - < z, =
b. Z Darbouxovy vlastnosti derivace a z véty (T;) vyplyva,
ze f je ryze monotonni v intervalech (z;_q,z;). Tedy, kdyz
vypocitame f(zo), ..., f(zn), uvidime lokalni extrémy funkce f.
Druhou derivaci tedy nepotrebujeme.

Dokoncent v dalsim cisle



