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MATEMATIKA V OBRAZECH (1)

Aritmetika a algebra

FRANTISEK KURINA

Svet se méni, my opoustime Guttenbergovu galarii, hvézdu kni-
hy, a prechdzime do svéta symbolu, cisel, dat, kdy se pisemnictvi
meni v ,obraznictvi“, vsechno je vnimdno pomoci obrazu.

Jiri Grusa

Mysleni je spjato s vyjadrovanim, vyucovani s komunikaci.
Jak z hlediska mysleni samotného, tak 1 z hlediska predavani
ideji je vyznamna otazka reprezentace myslenek. Obvykle byvaji
myslenky popisovany slovy ¢i symboly, od samého zacatku lhidské
civilizace se vSak setkavame 1 s vizualni formou jejich reprezentace.
Domnivam se, ze této formé vénujeme v nasi skole mensi péci,
nez by si zaslouzila. Proto se zaméfime na tuto problematiku
v ctyfdilném seridlu motivovaném mym referatem Jak ucinit
myslenku viditelnou, ktery jsem prednesl na konferenci Vyucovdni
matematice a kultivace mysleni konané v cervnu 1997 v Hradci
Kralové.

Vizualni vyjadfovani neni tak univerzalni jako vyjadreni slov-
ni. Neni rovnéz linearni, informace v ném nejsou usporadany. To
jsou zaroven jeho vyhody 1 nevyhody. Porozumét obrazku muze
trvat dost dlouho, souvislosti vsak muzeme vidét velmi zretelné
a presvédcivé. Nevyhodou vizualni informace je jeji konkrétnost:
obrazek zpravidla nezachycuje obecny pripad, ale pouze néktery
pripad specidlni. Vyhodou vizualniho vyjadiovani je jeho néazor-
nost. Dilezita z hlediska vyucovani je 1 skutecnost, ze obrazek
zpravidla spojuje vice oblasti matematiky, napt. aritmetiku s geo-
metrii, a tak muze prispivat k hlubsimu porozuméni pojmim a
postizeni souvislosti. V nékterych pripadech je obrazek konkrét-
néjsi nez symbolické vyjadreni, nékdy muze spojovat pojem s jeho
historickym vyvojem.



2 FRANTISEK KURINA

V tomto prispévku uvedeme nékolik prikladi vizualniho vyjad-
fovani v aritmetice a v algebre. Jde zpravidla o podnéty, které se
vztahuji k zdkladni skole nebo k nizsim roc¢nikim skoly stredni.

U kazdého prikladu uvadim zdroj — ten ovSem zpravidla neni
totozny s prvnim vyskytem uvazovaného znazornéni. Tyto histo-
rické aspekty mohou byt z riznych hledisek zajimavé, nicméné se
jimi zde budeme zabyvat jen okrajové.

Dobrou vizudlni pomiickou jsou rizné druhy pocitadel. Na kla-
sickém pocitadle mizeme dvéma pohledy na touz situaci znazornit
komutativitu s¢itani a nasobeni (obr. 1).

a+b \ bra }b,a

L a.b

Obr. 1

Interpretujeme-li kladné realné cislo jako délku tasecky, pred-
stavuje soucin dvou takovych ¢isel obsah obdélniku (obr. 2).

a ab

b
Obr. 2

Pak ovSem miuzeme znazornit geometricky rizné aritmetické za-
konitosti, napft. distributivitu nasobeni vzhledem ke s¢itani nebo
vzorec pro druhou mocninu soucétu (obr. 3, 4):

(1) a-(b+c)=ab+ ac

(2) (a+ b)* = a® + 2ab + b
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a a.(b+c) a ab ac
'b+C b c
Obr. 3
a b
a Clz ab
bl ab | b
Obr. 4

Znéazornit vzorec

(a—b)* = a® — 2ab+ b> (3)
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Velmi nazornou ilustraci vzorce

a? — b = (a—b) (a+b) (4)
uvadi M. Hejny ve Zluté knize (1989) (obr. 6).
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Obr. 6

Ve staré tecké matematice maji pivod mnoha geometricka
znazornéni, kterd se objevuji a nékdy i1 znovu objevuji v historii
matematiky vicekrat. Tak napt. vzorec

14+2+3+ -+ @2n-1)=n’ (5)

pro soucet prvych n lichych ¢isel zdivodnil obrazkem 7 v 1. stoleti

naseho letopoctu Nikomachos. V roce 1908 objevil tento vysledek

znovu pétilety A. N. Kolmogorov, budouci vyznamny matematik.
Vzorec pro soucet prvych n prirozenych cisel

1
1+2+3+-~+n:§n0%+n (6)

znazornovali geometricky rovnéz stari Rekové (obr. 8).
Neni bez zajimavosti, ze k tomuto vzorci dosel, jak se traduje,
skolak K. F. Gauss, budouci matematicky génius.
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Obr. 7 Obr. 8

Vzorec (6) vyjadiuje ovSem soucet prvych n clent aritmetické
posloupnosti s prvym c¢lenem 1 a diferenci rovnéz 1. Je prirozené,
ze analogicky mtzeme znazornit 1 zakladni vzorce pro n-ty clen a
soucet prvych n clent aritmetické posloupnosti (obr. 9):

anp =a1+ (n—-1)d (7)
1
Sn =5 (a1 + an) (8)
-
Qa, Q, Qn
a, a, d
93
Qs
d a, a,
a, Q, a,
Sn/

Obr. 9
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Zajimaveéjsi je prirozené otazka, jak odvodit dalsi ,souctové
vzorce®, napr. vzorec pro soucet tfetich mocnin prvych n pfiroze-
nych cisel

1°+22 4334 ... 408
Tato forma napovidd, ze bychom mohli vhodnym zptisobem
»prestavét® n krychli slozenych z jednotkovych krychli. Ze je to
dobre mozné, ukdzal v roce 1985 A. L. Fry (obr. 10).
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Secitame-li cisla ve ctvercové tabulce podle obr. 11 jednak
v Fadcich, jednak v ,gnémonech, dostaneme rovnéz pozadovany
vysledek. Tento postup uvadi napt. B. A. Kordémskij (1955).

s B4 Bty ple s 1P
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Obr. 11

Snad nejelegantnéjsi odvozeni naseho souctu pochéazi od G. Schra-
geho z roku 1992 (obr. 12).
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Obr. 12
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Dnes je prirozené zndzornovat aritmetické vztahy v kartézské
soustavé soufadnic. Tento zplisob umoznuje opét ,uvidét” néktera
zduivodnéni.

Platnost véty

a < c ~ a - a-+c ” c
b d b b+d " d’
kde a, b, ¢, d jsou kladna ¢isla, je bezprostfedné patrna z obr. 13,
ktery pochézi od R. A. Gibbse. V kartézské soustavé souradnic
miZeme znazornit i soucet nekonecné geometrické rady (Kolling
— Loffler, 1941) podle obr. 14.

Obr. 13
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g
Obr. 14
Nakonec uvedme dvé z geometrickych zndzornéni nerovnosti
1
Vab < §(a—|—b) (10)

mezi kladnymi ¢isly a, b. Prvni vyplyva z Euklidovy véty o vysce
podle obr. 15. Druhé pochazi od D. Schattschneidera z r. 1986
(obr. 16).
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Obr. 15
ab
ab y a
J (a+b)zg Lab
3
ab
ab > b
Y,
Obr. 16

Videni je aktivni, tvorivy proces. Nds mozek tvori nejlepsi
vyklady, jichZ je schopen, a to v souladu s predeslymi zkusenostmi
a omezenimi, mnohoznacnymi informacemi doddvanymi nasima
ocima. Evoluce prihlédla k tomu, Ze to nds mozek dokdze obuykle,
ale ne vidycky, s pozoruhodnym vysledkem.

Francis Crick



