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Energie nabité desky — aplikace ¢tyfnasobného
integralu

Pavel Pokorny, VSCHT Praha

1. Vyznam urcitého integralu

Urcity integral je matematicky nastroj vhodny k feSeni tloh, které
nelze spocitat ,jednodusSe najednou®. Diky integralu dostaneme FeSeni
jako soucet velmi mnoha velmi malych ptispévki, z nichz kazdy se d& jed-
noduse spocitat (jak uvidime dale napt. jako obsah obdélnika). Pro ko-
neény pocet pfispévki dostaneme pouze pfiblizny vysledek, ale integral
jako limita pro nekone¢né mnoho nekone¢né malych prispévkt da pfesny
vysledek. Napf. obsah plochy mezi grafem kladné spojité funkce f(x) a
osou z nad tse¢kou od a do b se spoéita pro konstantni funkci, jejimz gra-
fem je tsecka rovnobézné s osou z, jako obsah obdélniku S = f- (b—a).
Pro nekonstantni funkci si mazeme plochu pod grafem predstavit rozdé-
lenou na velky pocet tenkych svislych nudli¢ek o vysce f(z) a $ifce dz.
Pak obsah jedné nudlicky je

dS = f(z)dx
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a celkovy obsah je
b
S :/ f(z)dz.

Podobné, prace W konstantni sily F' po draze z, kde sila ma smér
posunuti, je W = F x. Pro nekonstantni silu F'(z), ktera zévisi na poloze
z, uvazujeme nekoneéné malé posunuti dx. Pak piispévek k préci po
tomto malém useku drahy je dW = F'(x) dx a celkova prace je

W:/abF(m)d:c.

Pro kladnou spojitou funkci dvou proménnych z = f(z,y) je grafem
plocha v prostoru zyz. MiZeme uvazovat objem V télesa mezi grafem
této funkce a rovinou zy nad obdélnikem (a,b) x (¢, d). Pro konstantni
funkci je timto t&lesem kvadr o rozmérech f, b —a a d — ¢, ma tedy
objem V = f-(b—a)- (d— ¢). Pro nekonstantni funkci f(z,y) si ma-
zeme predstavit toto téleso rozdélené na velky pocet tenkych sloupku
o vysce f(x,y) s podstavou ve tvaru obdélniku o rozmérech dz a dy. Pak
f(x,y)dx je obsah boc¢ni stény jednoho tenkého sloupku. Predstavime-
li si pro urcitost uvazované téleso jako bochnik chleba (s obdélnikovym
ptidorysem), je f; f(x,y) dx obsah jedné strany krajice chleba. Pak dy

si mizeme pfedstavit jako tloustku tohoto krajice a f; flz,y)dxdy je
objem jednoho krajice. Déle

/Cd/abf(a:,wdxdy

je objem celého bochniku, tedy objem celého télesa.

Podobné trojny integral funkce t¥i proménnych bychom si mohli pred-
stavit jako objem télesa ve ¢tyfrozmérném prostoru. Pro lepsi predstavu
trojného integralu si muzeme piedstavit integrovanou funkci jako hustotu
o(x,y, z) a uvazovat hmotnost m télesa o této hustoté a objemu V. Pro
konstantni hustotu je hmotnost m = g - V. Pro nekonstantn{ hustotu si
téleso rozdélime na velky pocet malinkych kvadiikd o rozmérech dx, dy
a dz. Pak objem jednoho malého kvadiiku je dV = dx dy dz a hmotnost
takového kvaditku je dm = o(z,y, z) dz dy dz a hmotnost celého télesa

je
fopd b
m:///g(x,y,z)dxdydz.
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Mohlo by se zdat, ze trojnym integralem funkce t¥i proménnych fyzi-
kalni aplikace kon¢i. My si ale v tomto ¢lanku ukdzeme aplikaci ¢tyina-
sobného integralu pro vypocet energie elektricky nabité ¢tvercové desky.

2. Vypocet energie elektricky nabité ¢tvercové desky
Uvazujme desku tvaru ¢tverce o strané L, ktera je elektricky nabita
celkovym nabojem @ tak, ze ma konstantn{ plosnou hustotu elektrického
naboje
Q

= ﬁ.
(Deska je z nevodivého materialu.)

Urcéeme nejprve energii soustavy dvou bodovych naboju o velikosti ¢;
a gz. Podle Coulombova zikona se tyto dva naboje odpuzuji silou

g

F=r2E

r
zde

1

 Adne’

kde € je permitivita prostiedi a r je vzdalenost naboju. Integraci této sily
dostaneme praci, kterou musime vykonat, abychom premistili druhy na-
boj z nekone¢na do vzdalenosti r od prvniho naboje. To bude odpovidat
energii soustavy dvou bodovych naboji

T ' 1 r
E:—/ Fdx:—/ k%dx:kqlqg[f} — %2
0o oo X Tdoo

r

Znaménko minus souvisi s tim, Ze sfla ma opacny smér nez posunuti
naboje.

Nabitou desku si mtuzeme predstavit jako soustavu slozenou z velkého
poc¢tu malych nabitych ,kouski*. Energie nabité desky bude souctem
energii v8ech dvojic téchto malych nabitych kouski. Ozna¢me polohu
jednoho kousku (X,Y), jeho obsah dX dY, jeho naboj 0 dX dY a polohu
druhého kousku (U,V'), jeho obsah dU dV a naboj odU dV. Pozdéji
pfejdeme k bezrozmérnym veli¢indm x, y, u, v. Vzdalenost téchto dvou
kousku je

r=(X-U2+( -V)
Energie desky bude

L L pL L
E:/ / / / kadXdYadUdV'
o Jo Jo Jo r
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Ptejdeme od soutadnic X, Y, U, V v délkovych jednotkach, nap¥. v me-

trech, k bezrozmérnym soutradnicim z, y, u, v vztahy X = Lz, Y = Ly,
U= LuaV = Lv a dostaneme

E:k:cf/ol/ol/ol/ol \/(x—u)21+ TEDE dz dy dudv.

Abychom spocitali tento ¢tyfnasobny integrél

1,1 p1 gl 1
1y :/ / / / dx dy du dv,
0 Jo Jo Jo (& —u)2+(y—v)?

provedeme nejprve nékolik pomocnych vypocti.

3. Pomocné vypocty

Exponencialni funkci budeme z davodu tuspory mista psat na fadku,
tedy e* = exp x. Pouzijeme komplexni exponencidlu

exp(ip) = cos p + isin g,

kde i je imaginarni jednotka (tedy i®> = —1). Tento vztah lze dokazat
pouzitim Taylorovy fady pro exponencialu a pro funkce sinus a kosinus

z? 23
€ :1 —_— - PR
Xp T —|—a:+2—|—3!—|— )
R
smx—x—a—k...,
22

=1—-—+4+...
COS T 2+

Sectenim a odeCtenim vztaht

exp(ip) = cosp +ising

exp(—ip) = cosp —isinp
dostaneme dalsi vztahy pro funkce sinus a kosinus:
exp(iz) + exp(—ix)

cosT = 5 , sinx =

exp(iz) — exp(—ix)
24 '
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Podobnymi vztahy jsou definovany funkce hyperbolicky sinus a hyper-
bolicky kosinus

exp(z) —exp(—2) g P() +exp(-a)
2 2
Z definice téchto funkci pfimo plynou vztahy

sinh x =

sinh(iz) = isinz, sin(iz) = isinh z,

cosh(iz) = cosz, cos(ixz) = cosh .
Pro¢ maji slovo hyperbolicky ve svém nazvu, je vidét z nasledujici ivahy.
Pro funkce sinus a kosinus plati

sin?t + cos?t =1
a parametricky zadana kfivka
x =cost, y=sint
je kruznice
2 2 _
z-4+y =1

Podobné pro hyperbolicky kosinus a hyperbolicky sinus plati
cosh?t — sinh? ¢ = (exp(t) +4€Xp(_t))2 _ (exp(t) _IXP(_t))Q =
_exp(2t) + 2 + exp(—2t) — exp(2t) + 2 — exp(—2t)
B 4

Proto parametricky zadana kiivka

=1

x =cosht, y =sinht

je hyperbola
z? — y2 =1.
Podobné jako pro derivace funkci sinus a kosinus plati
(sinz) = cosz, (cosz) = —sinuw,
Ize témér zpaméti odvodit

(sinhz)" = coshz, (coshz)" = sinh z,

tedy bez znaménka minus.
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Funkce sinh je rostouci, a tedy prosta na R, proto k ni existuje inverzni
funkce arcsinh. Lze pro ni najit vyjadieni tak, Ze feSime rovnici

y =sinhz

pro neznamou z. PouZijeme substituci w = exp(z) > 0 a dostaneme

2yw = w? — 1,
w? — 2yw — 1 =0.
To je kvadratickd rovnice, kterd ma dva koteny. Nas zajima ten kladny
w=y+ \/ﬁ )
odkud dostavame predpis pro inverzni funkci k hyperbolickému sinu, tj.
arcsinhz = log(z + Va2 + 1),
kde log je pfirozeny logaritmus.

Podobné pro hyperbolicky kosinus (pokud se omezime na nezaporné

argumenty, aby byla funkce prosta) 1ze odvodit vztah pro inverzni funkci
arccoshz = log(z + v 22 — 1).
Tyto funkce maji uziteéné derivace

_ 1t

(arcsinh z)’ = (log(z + Va2 + 1))’

VaZiitax
r+VE2+1 x4+ VzP+1l  Vz2+1
Proto
/ 1
Va2 +1

dz = arcsinhz = log(x + V22 + 1)

Aditivni konstantu u primitivni funkce zde i dale vynechéavame, protoze
nasim cilem bude urc¢ity integral.
Aprob>0je

_ 1 1 1
JEET
Roénik 97 (2022), ¢islo 1
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Proto

1 dr — ,hx
\/TW X = arcsin g

Podobné 1ze odvodit

(arccoshz) = ——.
x? -1

Odvodime si jesté nékolik dalsich integrala, které budeme potiebovat.
Podobné, jako lze vyuzit substituci x = sint pro vypocet integralu

—=sint 1 2t
/\/1fx2dz: = ‘/cos%dt/“osdt

dxr = costdt 2
1 in 2¢ 1 1
= §(t+ SH; ) = §<t+sintcost> = §<arcsinx+m\/l —xQ),

miizeme pouzit substituci = sinh ¢ pro vypocet integralu

/\/1+x2dx.

Tak, jako jsme pouzili vztah
14 cos2t

2 )
odvodime si podobny vztah pro hyperbolicky kosinus

cos’t =

(exp(t) +exp(—t))?  exp(2t) +exp(—2t) +2 1+ cosh2¢

4 B 4 B 2 '
A tak, jako jsme p¥i zavére¢nych tpravich pouzili vztah sin 2t = 2sint cost,
odvodime obdobny vztah pro hyperbolické funkce

t) — —t t —t
2sinhtcosht =2 exp(t) — exp(—t) exp(t) + exp(~t) =
2 2

_exp(2t) —exp(—2t)
B 2

cosh?t =

= sinh 2¢.

Spoctéme tedy integral

— sinht 1 h 2t
/\/1+x2dx: T =sin ‘:/coshztdt:/mdtz

dx = coshtdt 2

1 inh 2¢ 1 1
= 7<t—|— o ) = §(t—|—sinhtcosht> = §(arcsinhx+x\/1 +x2).

2 2

46 Rozhledy matematicko-fyzikalni



FYZIKA

Dale s vyuzitim vztahu

. ' 11 1
arcsinh—- | =——— — = —— —
z 1 a? zV1+ x?
1+
vypoc¢teme metodou per partes integral

=1 v= arcsinh%
1
/1422

1
/ arcsinh — dz =
T

u=x v =-—
1 d 'h1+ inh

——— dz = xarcsinh — + arcsinh z.

V1 + 22 x

Budeme jesté potiebovat nasledujici limitu typu ,nula krat nekone¢no®

1
= gy arcsinh — + /
T

. o1
lim x arcsinh —.
T

x—0+
Protoze .
arcsinh y . 1+y2
——= = lim =0,
Y —00 Y y—00 1

je s pouzitim substituce x = % takeé

lim zarcsinh — = 0.
z—0+ x

Tato funkce je sudéa, tudiz mazeme piejit od jednostranné limity k obou-
stranné

. 1
lim z arcsinh — = 0.
x—0 X

A také

. 1
lim 22 arcsinh = = 0.
x—0 x

4. Dvojny integral

P1i vypoctu ¢tyinasobného integralu

1,1 p1 pl 1
1 :/ / / / dz dy du dv,
0 Jo Jo Jo (z—u)?2+(y—0)?

Roc¢nik 97 (2022), ¢islo 1 47




FYZIKA

na jednotkové ¢tyfrozmérné hyperkrychli si nejdfive spocteme vnitini
dvojny integral

b= /01/01 \/(x — u)21+ (y —v)? dardu

na jednotkovém Cétverci.
Oznadime konstantu b = |y — v| a v integralu

11 1
I, = / / ————dzdu
0 Jo /(x—u)?4 b
pouzijeme substituci
x:S u:s+ neboli s:m t:u :c

\/5 )

(“’) —4. () kde A= 1(1 1).
u t Vol 1

Matice A predstavuje otoCeni o 45° (protoZe zobrazuje jednotkovy
vektor ((1)) mifici na vychod na jednotkovy vektor % G) mifici na seve-
rovychod a jednotkovy vektor ((1)) mifici na sever na jednotkovy vektor
% (_11) mifici na severozapad) a jeji determinant je det A = 1. V novych
soufadnicich s a t je integrovana funkce nezavisla na s a suda v t, mu-
Zeme proto integrovat na jedné &tvrtiné otoceného ¢tverce (viz obr.
kde je vyznacena mnozina, na které integrujeme v roviné zu a v roviné
st) a integral vynasobime Gtyfmi.

Tim dostavame

tedy

1 1
4 (v gzt
- [T =

1 1
Vo1
Irh=14 ————=dsdt =
’ /0 /t V20T 112 Vaho L fei®

% 1
= 2arcsinh — + 2b — 2+/1 + b2.

—arcsinh —— — —14/t2 + — 5

2 b 2 2

A ll 2 o1 b2
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Obr. 1: Prechod od soufadnic x, u k souradnicim s, t

5. Cty¥nasobny integral

Puvodni ¢tyfnasobny integral je

I4f/ / 2arcs1nh . + 2y — v| 72\/1+(y—v)2) dy dv.

Pouzijeme opét stejnou substituci jako pfi vypoctu integralu Io, tedy
otoCeni o 45° matici A. A i zde je potom integrovanéa funkce suda v ¢
a nezéavisla na s, takze muzeme opét integrovat pouze na jedné ¢tvrtiné
¢tverce. Situaci ilustruje stejny obréazek jako pii vypocétu Is. Dostaneme

V2

1 1
[ 1
:4/ﬂ/ﬁ(2arcsinh—+2t\f72 1+2t2)dsdt:
0
7 t 1
2
:8/ (—ft)(arcsmh V2 — \/1+2t2) dt.
0 \W2 tv/2

A pouzitim drobné substituce g = tv/2 dostaneme

1
1

I4:4/ (1-g) (arcsinh—l—g—\/l—i—gQ)dg:
0 )

1 21
=4 {g arcsinh — + arcsinh g + % — f(g\/ 1+ g% + arcsinh g)—

2 1 1
_%aerlnh§—§\/1+g _§_|_3( +g2)3]0:
V2-1
3 .

=4 (arcsinh 1-—
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Takze zavér je

142/01/01/01/01 \/(x—u)Ql—l—(y—v)dedydUdU:
V21
3

=4 <arcsinh1 — ) = 2,97321.

V&imnéte si, Ze a¢ neni integrovana funkce omezena shora, jedna se o ne-
vlastni integral, je tento integral konvergentni, tedy ma kone¢nou hod-
notu.

Energie nabité desky tedy je

Q2
F = kal =4 | arcsinh 1 —

V2-1 kQ2
3 L

6. Vypocet na poéitaci
Vypocet pomoci software Mathematica

Pro symbolické vypoc¢ty na pocita¢i muzeme s vyhodou pouzit pocita-
Covy algebraicky systém Mathematica. Pro vypocet integralu se pouzije
piikaz Integrate a pro ziskani pfiblizné numerické hodnoty pouzijeme
piikaz N takto:

i=Integrate[1/Sqrt[(x-u)~2+(y-v)~2],{x,0,1},{y,0,1},{u,0,1},{v,0,1}]

-4 (-1 + Sqrt[2] - 3 ArcSinh[1])
OQut[1]= ---- -
3

In[2]:= N[i]
Out[2]= 2.97321

Na notebooku s procesorem Intel Core i7 trval vypocet necelé dveé
minuty. Tento vysledek je ve shodé s nasim ruénim vypoctem.

Konkurené¢ni software Maple verze 2018 tento integral nespocital vi-
bec.

Vypocéet metodou Monte Carlo

Pro vicenasobné integraly muzeme pouzit metodu Monte Carlo. To
je souhrnny nazev pro numerické algoritmy, které vyuzivaji generator
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pseudonahodnych ¢isel. Pro numericky vypocet nepotiebujeme symbo-
lické operace, proto miizeme napsat program napf. v programovacim
jazyce C. Ten ma tu vyhodu, Ze je dostupny na kazdém pocitadi s ope-
ra¢nim systémem Linux. Vypocet probiha tak, Ze vygenerujeme velky
pocet ¢tveric pseudondhodnych ¢isel mezi nulou a jednickou, coz budou
argumenty integrované funkce. V téchto pseudonahodnych ¢tveficich vy-
¢islime integrovanou funkci a vysledek pri¢itame do proménné, do které
na zacatku vypoctu ulozime nulu. Na zavér soucet vydélime poctem vy-
generovanych bodt. Pro generovani pseudonahodnych &isel pouzijeme
funkci drand48(). Program muze vypadat napt. takto:

# include <stdio.h>
# include <math.h>
# include <stdlib.h>
int main ()
{
int i,im=100000000;
double x,y,u,v,w,s=0;
for (i=0;i<im;i++) {
x = drand48();
drand48() ;
drand48() ;
= drand48Q) ;
sqrt ((x-u) * (x-w)+(y-v) *(y-v));
if (w>0) s += 1/w;
};
printf ("%G\n",s/im) ;
return(0) ;

}

% < £ <
I

Tento program generuje 108 pseudonahodnych &tvefic a vypodet na
pocitadi s procesorem Intel Core i7 trval 3 sekundy a dal vysledek 2,9729,
coz se shoduje s pfesnym vysledkem na 4 platné &islice. To je v souladu
s ofekavanim, Ze relativni chyba vysledku je nepfimo tmérna odmocniné
z poctu bodi.
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