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CISLO e A JEHO VLASTNOSTI

(Dokonéeni z minulého ¢isla)

RENATA SIKOROVA

Az do této chvile jsme se zabyvali nalezenim a definici ¢isla
e. Stoji za to jeSté poznamenat, ze vyjadreni Cisla e je mozno
provést i pomoci jiného nekoneéného procesu, jmenovité pomoci
retézovych zlomki; viz napf. [Eu]. Pro ilustraci je zde uvedeme
(ovSem bez dikazu):
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Nyni nastal ¢as, abychom se seznamili s vlastnostmi ¢isla e
a predevsim si ukdzali jeho dulezité postaveni v matematice.
Kdybychom chtéli porovnat ¢islo e se stejné ,magickym” ¢islem 7,
zjistime, Ze zatimco historie ¢isla = saha az do starovéku, historie
e preklenula teprve asi ¢tyfi stoleti. Cislo m vzniklo v souvislosti
s problémem v geometrii: jak najit obvod a obsah kruhu. Ptvod
e je méné jasny : sahad snad do Sestnactého stoleti, kdy bylo
zpozorovano, ze vyraz (1 + 1/n)™ objevujici se ve vztahu pro
slozené urokovani se pro rostouci n blizi k urcité limité — kolem
2.71828. Jeho prvni definice se v8ak objevuje az v 18. stoleti; je
spojovdna se jménem LEONHARDA EULERA (1707 — 1783), a to
v souvislosti se zavddénim exponencialni a logaritmické funkce.
Euler dospél k vyjadireni e pomoci nekone¢né rady

1 1 1
e=1+ﬁ+§-!-+-3—!+....

Velmi dilezity krok priSel se vznikem diferencidlniho podétu,

kdy se ukézalo, Ze exponencidlni funkce, pozdéji oznacend jako
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e”, je rovna své vlastni derivaci. Toto ihned dalo ¢islu e a funkci
e” ustfedni postaveni v analyze.

S problémem derivace e* zce souvisi jedna zajimava vlastnost
Cisla e. Zformulujeme ji v nasledujici vété:

Véta 3. Cislo e je jedinym takovym kladnym redlnym Cislem,
které spliiuje vztah (s nezndmou a a parametrem )

a®* > 1+z

pro kazdé z € R.

Dikazem véty se v tomto ¢lanku nebudeme zabyvat, je totiz
ponékud téz§itho razu, vyzaduje jisté znalosti z diferencidlniho
poCtu a pracuje s pojmem obecné mocniny. Pro nas jsou vSak
dilezité dusledky, které lze z této vlastnosti ¢isla e odvodit. Prvni
z nich je vyjadreni exponencidlni funkce jako limity posloupnosti

T n

e’ = lim (1+—) pro xz € R.
n—oo n

Toto vyjadreni se nékdy povazuje za definici e® a jeho objev,

jak jiz bylo vy$e uvedeno, je pripisovan Leonhardu Eulerovi.l”

Poznamenejme jesté, ze od Eulera pochézi také vyjadieni e*

pomoci nekoneéného souctu

seltot T4y
Pomoci tohoto souétu lze definovat exponencialu i v komplexnim
oboru.
Dal$im disledkem je moznost vycislit dilezitou limitu

h

e —1

li =
Koo R L

17Buler pracoval s nekonein& malymi a nekone&n& velkymi veli¢inami.
Pomoci tohoto nastroje dospél k vyjédfeni e = (14 Z)" (N zna&i
nekoneéné velké &islo); viz napf. [Ve], [Ed].
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z niz uz p¥imo vyplyva vySe zminéna vlastnost exponencialni fun-
kce, tj. ze funkce e® je rovna své vlastni derivaci:
eTth _ o eh -1

z\!/ _ 13 — | T
)= T T T

= e*,

.....

nou pripomenme Eulerovo jméno. Euler byl velkym experimental-
nim matematikem. Hrél si s matematickymi vztahy a rovnicemi
tak dlouho, az nalezl néco zajimavého. Kolem roku 1750 jej na-
padla mySlenka nahradit v nekone¢né radé pro e* proménnou z
imagindrnim vyrazem iz, kde © = /—1:

(iz)®

3!
U¢inil tak, aniz mél k dispozici matematicky aparat, ktery by mu

potvrdil, Ze jeho dosazeni bylo korektni.
Celocdiselné mocniny i se periodicky opakuji (vzdy 4 ¢leny):

s N2
en=1+z‘x+(’;) +

i=i®=...=4/-1, i2=4% = ... = —1, atd. Proto mohl napsat
2 ;.3 4
iz . x* i’ oz

€ ——-1+7/.’E—-é—!——3—!- —4|+ (7)

Nyni se Euler dopustil dalSiho prestupku: secetl fadu (7) tak, ze
oddélil redlné €leny od imaginarnich (nedokézal vSak, Ze je to
korektni Giprava). Tak obdrzel vyjadreni

i _ (1 2 ! , 3 P
e = —E'*'E—... + 12 $-§T+§—... .

Co uz vSak v tomto obdobi bylo zndmo, byl fakt, Ze vyrazy
v zavorkéach predstavuji mocninné rady trigonometrickych funkci
pro cosz a sinz. Tak Euler dospél k proslulé rovnici

e'® = cosr + isinz, (8)

kterd spojuje exponenciadlni funkci s trigonometrii. Jelikoz plati
cos(—z) = cosz a sin(—z) = sinz, miZeme déle psat

e”'® = cosx — isinz. (9)
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Z rovnic (8) a (9) ziskdme vyjadieni zndma4 jako Eulerovy formule
pro trigonometrické funkce:

‘ ei:c s e—ia: ; eiz . e-—iz
COS L = ————— sy = ——.
2 ’ 2i

Ackoli byla Eulerova odvozeni postavena na nepresnych za-
kladech, jejich spravnost se pozdéji potvrdila. Dikaz byl pone-
chan nové generaci matematikl, k nimz patfili JEAN LE ROND
D’ALEMBERT (1717 — 1783), JOSEPH LOUIS LAGRANGE (1736 —
1783) a Louis AUGUSTIN CAUCHY (1789 — 1857).

Kdyz nyni v rovnici (8) polozime z = 7 (cos7m = —1, sin7 = 0),
obdrzime dal$i vyznamny poznatek

e™ = -1,

ktery zapsan ve tvaru e™ + 1 = 0 spojuje pét nejdilezitéjsich
konstant v matematice.

PripuSténim imaginarnich a pozdéji i komplexnich hodnot z
v fadé pro e® Euler vlastné pripravil cestu pro teorii funkci vice
proménnych.

Pro posledni ¢ast ¢lanku ndm zbyva je$té jedna nezodpovézena
otazka: jakym druhem C¢isla je ¢islo e?

Od doby, kdy se zacala zaznamendavat historie, lidé zépasili
s Cisly. Nejprve to byla ¢isla prirozend, pak racionélni, a kone¢né
Cisla iraciondlni, jejichz objev je pripisovan Pythagorovi a jeho
zaktim. Mame tak kompletni redlnou osu; ovSem plné vyhovujici
teorie redlnych cisel se objevila az v druhé poloviné 19. stoleti,
viz napf. prace [De] RICHARDA DEDEKINDA (1831 — 1916) z roku
1872.

Od objevu iraciondlnich ¢isel uplynulo dvé a pil tisicileti, po
tuto dobu nedoslo v této oblasti k néjakému dalsimu dilezitému
objevu. Az kolem roku 1850 byl objeven novy druh éisel. Vétsina
Cisel, se kterymi se setkdvidme v elementarni algebfe, jsou FeSenimi
néjaké jednoduché rovnice: presnéji polynomické rovnice s celoéi-
selnymi koeficienty. Takova ¢isla jsou nazyvana algebraickd. Je
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prirozené si polozit otdzku, zda existuje néjaké cislo, které neni
algebraické. Prvnim, komu se podarilo takové ¢islo najit, byl fran-
couzsky matematik JOSEPH L1IOUVILLE (1809 — 1882). Jeho dikaz
existence byl velmi slozity, nicméné mu umoznil vytvorit nékolik
prikladl takovych ¢isel, napft. ¢islo zndmé jako Liouvillovo &islo:

1 1 1 1
o1 ‘o 102 . 10° . 0% + e

Reélna ¢isla, ktera nejsou algebraickd nazyvame transcendentni.

V roce 1737 L. Euler dokézal iracionalitu e a e?. Diikaz
transcendence e publikoval v roce 1873 francouzsky matematik
CHARLESE HERMITE (1822 — 1901), ktery ve své praci podal
zaroven racionalni aproximaci pro e a e?:

L. 38201, 158452
~ 21442 ¢ T 91444

VysSe uvedend aproximace ma desetinnou hodnotu 2,718289498,
chyba je mensi nez 0,0003 procenta oproti presné hodnoté.

Odpovéd na nasi otazku tedy zni: éislo e je iracionélni a trans-
cendentni. S dikazem iracionality e se jisté setkal kazdy, kdo ab-
solvoval zakladni kurs analyzy. Lze jej nalézt ve vétsiné vysoko-
Skolskych uéebnic, napf. [D1] nebo [Ve]. Dilikaz transcendence je
v8ak tézky, viz napt. [KI].
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