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PRAVIDELNE MNOHOSTENY
Z DVOJIHO POHLEDU

(Veroniky Svobodové a historie matematiky)

VERONIKA SVOBODOVA

V poezii je zapotrebi inspirace stejné jako v geometrii.

(A. S. Puskin)

Kdyz jsem poprvé vzala do ruky knihu Geometrickd rapsddie
od Karla Levitina, byla jsem jako ofarovana a nasledujici dny a
noci jsem stravila nad lepenim pravidelnych a hvézdicovych mno-
hostént, nad zasivanim diry M6biovym prouzkem ¢i nad zkouma-
nim Gzasnych grafik M. C. Eschera. VétSina historickych realii je
v mé praci prevzata pravé z této knihy.

Domnivam se, Ze pouhym obrazkem téles bych nedosahla sprav-

ného cile. Proto obzvlasté u slozitéjsich mnohostént budu medito-
vat nad jejich vznikem a podam také navod na jejich konstrukci.

Mezi pravidelnymi télesy je na prvnim misté jako pocatek a
matka ostatnich krychle a, dovolite-li, jeji manzel osmistén, nebot
osmistén md praveé tolik vrcholi, kolik md krychle stén, a stredy
stén krychle jsou vrcholy osmisténu.

(J. Kepler)
* * *

Uvodem néco ryze matematického (étouci nematematik necht
se neleka, celé povidani bude prizracné Cisté a pochopitelné):

Definice. Pravidelnym mnohosténem (nebo téZ platénskym
télesem) rozumime konvexni mnohostén, jehoz vSechny stény
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jsou shodné pravidelné mnohotihelniky a v kazdém vrcholu se jich
styka stejny pocet.

Prvni zminku o pravidelnych mnohosténech nachdzime u Pla-
téna (427-347 pf. Kr.). Domnival se, Ze atomy &ty¥ Zivld, z nichz je
sloZen svét — atomy ohné, zemé, vzduchu a vody, maji tvar pravi-
delnych konvexnich mnohosténti — &étyfsténu, krychle, osmisténu
a dvacetisténu a svét jako celek ma tvar dvanactisténu (Obr. 1).

Obr. 1

A nyni hlavni otdzka: pro¢ je platonskych téles pravé pét?
Neexistuje jesté n€jaké? Prvni mé zamysleni je pfimocaré, ditétem
lehce odvoditelné, nicméné ne zcela korektni (matematik necht se
nepohorsi, v dalsim bude uvedeno matematicky formalné spravné
odvozeni).

Z definice vime, Ze stény platénského télesa musi byt pravi-
delné mnohothelniky. Dile je zfejmé, Ze v kazdém vrcholu mno-
hosténu se musi sbihat alespon tfi stény. Zkusme tedy konstruovat
mozné pravidelné mnohostény z konkrétnich pravidelnych mnoho-
thelnik.

Vezméme pravidelny trojihelnik. V jednom vrcholu mnoho-
sténu se miize sbihat maximélné pét téchto mnohotihelnik, nebot
z Sesti a vice by se nam t¥irozmeérny vrchol viibec nepodafilo zkon-
struovat (Obr. 2d). Varianta (a) u téhoz obrazku nas dovede na
pravidelny &ty¥stén, (b) na pravidelny osmistén a (c) na pravi-
delny dvacetistén.

Pro é¢tverec analogicky zjistime pripustné vrcholové konfigu-
race (Obr. 3). Varianta (a) vede na pravidelny Sestistén, (b) a
dalsi nema smysl uvazovat. U pravidelného pétithelnika dosta-
vame pravidelny dvanactistén (Obr. 4). UvaZovat &tyfi a vice
pétithelnikl stykajicich se v jednom vrcholu nema smysl, vidyt
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Obr. 2

uzZ i étverec s priznivéjSimi vnitfnimi Gdhly moznost se ¢tyfmi mno-
hothelniky vyluc¢uje (Obr. 3b). T¥i Sestitihelniky sbihajici se v jed-
nom vrcholu v siti pokryvaji celych 360° (Obr. 5), proto z nich,
ani z dalsich pravidelnych mnohouhelniki jiZz nelze zkonstruovat
pravidelny mnohostén.

Timto hravym zplsobem jsme si ukazali, Ze platonskych téles
je nejvyse pét. Pokusme se nyni provést regulérni diikaz existence
péti platonskych téles. Nejprve si zavedeme oznadeni:

pocet hran

pocet vrcholt

pocet stén

pocet stran pravidelného mnohotuhelnika
pocet hran vychazejicich z jednoho vrcholu

S TV IE e
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Dvojice (p, q) se nazyva Schléfliho symbol.

K dikazu budeme potfebovat tfi tvrzeni.

Prvni z nich fika, Ze pocet hran, které tvori kostru platonského
télesa, je roven poloviné poctu vrcholil ndsobeného poctem hran
vychézejicich z jednoho vrcholu. To je zfejmé, nebot kazdou hranu
pfi tomto pocitini bereme dvakrat (hrana uréuje dva vrcholy a
byla tedy dvakrat zapoditand). Dostdvame tedy vztah

2: H=V .. (1)

Druhé tvrzeni fika, Ze pocet hran, které tvori kostru platon-
ského t€lesa, je roven poloviné poctu stén nasobené poctem stran
prislusného pravidelného mnohouhelnika. To jest opét zfejmé, ne-
bot i timto zpisobem poéditdme kazdou hranu dvakrit (vzdyt
hrana uréuje dva mnohotihelniky). Dostdvame vztah

2.-H=8-p. (2)

Poslednim tvrzenim potfebnym k dilkazu existence péti pla-
tonskych téles je znamy Euleriv vzorec

S+V=H+2. (3)

K ovéfeni jeho platnosti budeme potfebovat né€které pojmy
z teorie konec¢nych graft.

Definice. Uspotadanou dvojici (U, H), kde U je konec¢né neprazdna
mnozina a H néjaky systém jejich dvouprvkovych podmnozin, na-
zveme grafem. U znadi uzly grafu, H jeho hrany. Rekneme, Ze
graf (U, H) je souvisly, jestlize kazdé dva vrcholy lze spojit fetéz-
cem hran. Rekneme, Ze souvisly graf (U, H) neobsahuje kruz-
nici, pravé tehdy kdyz vypusténim libovolné hrany se jeho sou-
vislost porusi. Souvisly graf (U, H) bez kruznic nazveme strom:.
Graf (U, H1) nazveme faktorem grafu (U, H), pravé tehdy kdyz



156 VERONIKA SVOBODOVA

U, = U a soucasné H; je podmnozinou H. Faktor, ktery je stro-
mem, se nazyva kostra.

Bez dikazu uvadim jesté jednu elementarni vétu.

Véta. V kazdém stromu plati

U| - |H|=1. (4)

Mnohostén si miZeme piedstavit jako graf (V, H). Uzly grafu
budou vrcholy mnohosténu a hrany grafu budou hranami mno-
hosténu. Je ziejmé, Ze tento graf je souvisly, vzdyt kazdé dva vr-
choly lze spojit fetézcem hran. Vezméme nyni libovolnou kostru
grafu (V, H) a oznacme ji T. Sestrojme nyni dudlni graf 77 ke
grafu T": v kazdé sténé mnohosténu zvolme vnitini bod, ktery bude
v T’ vrcholem. Dva vrcholy v 7' spojme hranou pravé tehdy, kdyz
jim odpovidajici stény v mnohosténu maji spole¢nou hranu, ktera
neni obsaZena v T. Tvrdime, Ze T je souvisly. Kdyby existoval
vrchol, k némuZ se nemiZeme dostat fetézcem hran z libovolného
vrcholu, znamenalo by to, Ze v T existuje kruznice, coz je spor
s tim, Ze T je kostra. Tvrdime, Ze T” je strom. Kdyby v T existo-
vala kruZnice k, znamenalo by to, Ze fez podél k rozd€li mnohostén
na dvé ¢asti (zaruceno konvexitou mnohosténu), kde kazdd z nich
obsahuje alespor jeden vrchol. Coz je spor s tim, ze T' je souvisly
(kdybychom ty dvé ¢asti spojili, museli bychom protnout &, coz je
spor s definici 77, vZdyt hrany z T' a T’ nesmi mit spole¢ny bod).
Jisté je T' také faktor, nebot vrcholy 7" jsme volili v kazdé ze stén
mnohosténu. Ze vztahu (4) dostdvame aplikaci na kostry T, T":

|Ur| — |Hr| =1 (5)
|Up/| — |Hp| =1 (6)
kde Ur je mnozina vSech vrcholi mnohosténu, Urs je mnozZina

vSech stén mnohosténu, Hp znac¢i nékteré hrany mnohosténu a
Hp: znadi vSechny zbylé hrany mnohosténu
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Dosazenim do fe¢i mnohosténu (Ur =V, Up =S Hr+Hp =
= H) dostaneme dokazované tvrzeni (3).

Nyni mame vSechna tvrzeni potfebna pro provedeni diikazu
existence péti platonskych téles:

S+V=H+2 (3)

Vezméme (3) a dosadme do (1):
2. (V4+S5-2)=V-gq,

(g je jisté rtzné od 2).
Vezméme (3) a dosadme do (2):
2. (V+8S-2)=8"-p,
S-p—2-S+4
5 :
Syntézou (8) a (9) dostaneme:

4-2.8 S-p-2-S+4

V= (9)

2—-q 2 ’
4q
S = 10
2p—p-q+2q (10)
S a q jsou jisté kladné. Proto plati:
2p—p-q+29>0,
(r-2)-(9-2) <4 (11)

Této nerovnosti a predpokladu p > 2, ¢ > 2, p, q jsou pfirozené,
vyhovuji pravé tato (p, q):
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(3,3) c&tyfstén,
(3,4) osmistén,
(4,3) Sestistén,
(3,5) dvacetistén,
(5,3) dvanactistén.

V diikazu Eulerova vzorce jsme pracovali s grafem mnohosténu.
Vyznamny irsky matematik a fyzik William Hamilton (1805-1865)
nahradil prostorovy dvanactistén jeho rovinnym zobrazenim — to
jest grafem, ktery zachovava jeho strukturu, ma stejny pocet vr-
choll a hran a ty jsou stejnym zplisobem pospojovany.

Obr. 6

Jedna z moznosti, jak dostaneme z mnohosténu jeho graf: mno-
hostén promitneme do roviny jedné z jeho stén z bodu, ktery zvo-
lime nedaleko stfedu této stény. Pro pét platonskych téles tak
dostaneme tzv. Schlegelovy diagramy (Obr. 6). Tak by se ndm je-
vil giganticky mnohostén, kdybychom odstranili jednu jeho sténu
a prohliZeli si ho zevnitf. V Schlegelové diagramu dvanactisténu
(Obr. 7) je zaroveti vyznacdena kostra 7. Je nutné si uvédomit, Ze
»,vnéjsek “ diagramu pokladame za sténu, kterou ,nahliZime*“.

Velmi zajimavou, nikoli v8ak neocekavanou vlastnosti platon-
skych téles je jejich symetri¢nost. Jsou dudlni v tom smyslu, Ze
stfedy stén jednoho tvofi vrcholy druhého télesa. Tak osmistén je
duélni s krychli, dvanactistén s dvacetisténem a zbylo nam jediné
téleso. Ma Ctyti stény a étyfi vrcholy a je tedy nasnadé, aby teé-
leso do néj vepsané mélo také ¢tyfi stény a étyfi vrcholy. Jak jisté
zacinate tusit, ¢tyrstén je dudlni sam se sebou. Ostatné napovédu
dava uz i symetrie Schlidfliho symbold — (4,3) a (3,4) u krychle
a osmisténu, (5,3) a (3,5) u dvanictisténu a dvacetisténu a (3,3)
u Ctyrsténu. Pravé proto se dualni mnohostény daji do sebe krasné
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vpisovat.

' Obr. 8 a), b), ¢)

Pokud jde o konstrukce popisovanych téles v prostoru, pevné
veérim, Ze platonska télesa nebudou délat problémy. ,,Stavebni jed-
notky“ jejich prinikd (Obr. 8) vSak pro jistotu zkonstruuji. U du-
ality ¢tyfsténu (Obr. 8a) bude stavebni jednotkou rovnostranny
trojahelnik, jehoz konstrukci neni tfeba popisovat. Pri lepeni je
lepsi pro nazornost pouzit dvou barev. Na konstrukci je tfeba
dvanact trojahelnik od kazdé barvy. Pro sestrojeni duality Ses-
tisténu s osmisténem (Obr. 8b) budou stavebnimi jednotkami dva
druhy trojthelniki (Obr. 9). Svétle Sedé se budou slepovat po
tfech k sobé, tmavé Sedé po ¢tyfech. Od kazdého druhu jich bude
potfeba 24. Dualitu dvanactisténu s dvacetisténem (Obr. 8c) sle-
pime opét ze dvou druhid trojihelnikd (Obr. 10). Tmavé Sedé se
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budou slepovat po péti k sobé, svétle Sedé po tfech. Od kazdého
druhu jich bude tfeba 60.

Obr; 10 |

Vratme se nyni znovu k nasi pétici platonskych téles. Kdyz jsou
tak dokonala, musi mit pfece sviij vzor v pfirodé, nemohou byt
vyplodem nasi fantazie, musi pochazet od Boha. Ptiblizné toto si
asi myslela fada matematiki i filosof(, a tak kromé zminovaného
Platdna a jeho hypotézy o tvaru atomt zivla a svéta se kuprikladu
Jan Kepler (1571-1630) pokousel vyuzit platénska télesa ve svém
astrogeometrickém badani. KdyZz objevil zakladni zakony, jimiz
se fidi pohyb planet v sluneéni soustaveé, polozil si otazku, proc
jsou planety pravé v takovych vzdalenostech od Slunce. A zde se
projevila Keplerova naklonnost k ¢isté geometrii:

»Jsou-li nebeské pohyby vytvorem rozumu, mohli bychom pod-
lozené tvrdit, Ze drahy planet jsou dokonalymi kruhy. Sam Biih,
ktery je prilis vzneSeny na to, aby zlstal necinny, rozehral hru
symboli a ukazuje svétu svoji podobu. Osméluji se proto domni-
vat, Ze cela pfiroda i pozehnané nebe jsou popsany jazykem geo-
metrie.“

Kepler se snazil najit fdd v rozloZeni planetarnich drah a do
kruhidl vpisoval pravidelné mnohothelniky. Nenachazel vSsak zad-
nou analogii s rozmisténim planet na obloze. A tu dostal napad.
Planet je pravé Sest (Merkur, Venuse, Zemé, Mars, Jupiter, Sa-
turn) a mezer mezi nimi pét. A platénskych téles je také pét!
Kepler zacal hore¢né vkladat jeden pravidelny mnohostén do dru-
hého, vpisoval jim koule a vselijak je kombinoval, aby nasel ma-
tematicky vzor planetarnich drah. K jeho velké radosti se tyto
konstrukce do znac¢né miry shodovaly se situaci na obloze, jak se
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v té dobé astronomim jevila. Kepleriiv model vypadal takto: po
nejvétsi kouli se stfedem ve Slunci se pohybuje Saturn. Do ni je
vepsana krychle a do té pak koule uréujici drahu Jupitera. Kdyz
do mensi koule vepiSeme étyfstén a do toho zase kouli, dosta-
neme drahu Marsu. Analogicky mezi Marsem a Zemi je dvanac-
tistén, mezi Zemi a Venusi dvacetistén a Venusi déli od Merkuru
osmistén. Kepler nedostal rozméry drah pfesné a vysvétloval to
tim, Ze mezi mysSlenym kruhem a skuteé¢nou drahou planety je
urcity rozdil, nebot ,nebeské pohyby nejsou dilem rozumu, ale
pfirody“. Sviij model musel proto trochu upravit — koule maji
raznou tloust ku.

Koncepce pravidelného vesmiru ovSem padla objevem dalsich
planet, nebot kolekce platénskych téles se nerozhojnila. Nicméné
pravidelné mnohostény byly objeveny ve strukturach krystald, ale
téz kuptikladu vird (70. 1éta 20. stoleti). Viry k tomu, aby co nej-
efektivnéji znicily hostitelskou bunku, musi najit téleso, které ma
pfi daném objemu nejmensi povrch sloZeny ze stejnych jednodu-
chych obrazct. Je jim dvacetistén.

Definice. Kepler-Poinsotovym télesem (nebo téz hvézdico-
vym mnohosténem) rozumime télesa, kterd dostaneme ,,ohvézdo-
vanim*“ platénskych téles, to jest protazenim jejich stén az se pro-
tnou.

Z krychle a ze ¢tyfsténu tak nova télesa nevzniknou. Protahne-
me-li stény osmisténu aZ se protnou, mame téleso nam uz znamé
— jsou to dva pronikajici se ¢tyfstény. Jako prvni si ho vSiml
Luca Pacioli a nazval je protaZeny osmistén. O sto let pozdé€ji toto
téleso znovu objevil Jan Kepler a dal mu néazev Stella octangula,
osmicipd hvézda (Obr. 8a).

Dvacetistén a dvanactistén davaji dalsi ¢tyfi hvézdicové mno-
hostény. Jednim z nich je maly hvézdicovy dvandctistén (Obr. 12),
ktery objevil Jan Kepler a nazval ho ,jezek“. Toto téleso vSak
odmitli védci po dlouhou dobu pocitat mezi mnohostény. Nejen
kviili tomu, Ze sténami byly hvézdy a ne konvexni mnohotihelniky,
jak by se na slusné téleso pattilo. Dokonce nejen kvili tomu, Ze se
stény tohoto télesa protinaly (dalsi neslusnost). Padnym divodem
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byla neplatnost Eulerova vzorce pro ,,jezka“. Vzdyt jeho ostny se
sklddaji z dvanacti stén, tf¥iceti hran a dvanacti vrcholi! Nastésti
se vSak ukazalo, Ze ,,jezek“ nema4 zas tak ostré ostny, aby vyvratil
nepochybné spravny vzorec. Sta¢i na néj hledét jako na normalni
geometrické téleso sloZené z 60 trojihelnikd, 90 hran a 32 vrchold
a vSe je v poradku.

Obr. 12 Obr. 13

A jesté jedna geometricka zvlastnost malého hvézdicového dva-
nactisténu. Libovolna hrana dvanactisténu (= ofezaného ,,jezka“)
je totiz s toutéz hranou prodlouzenou az ke Spicce ostnu ,,jezka“
v pomeéru zlatého fezu, v ,bozské proporci“. Keplera nenapadlo,
ze téleso, které objevil, ma dvojnika. Na to pfisel az A. F. M6bius
(1790-1868) a tzv. velky dvandctistén (Obr. 14) sestrojil francouz-
sky geometr Louis Poinsot (1777-1859) takika 200 let poté, co
Kepler objevil ,jezka“. Obdobné wvelky hvézdicovy dvandctistén
(Obr. 16) objevil Kepler a objev druhého — velkého dvacetisténu
(Obr. 17) pfenechal Poinsotovi.

Zamysleme se nad konstrukci malého hvézdicového dvanacti-
sténu (Obr. 12). Jedna se v podstaté o ohvézdovany dvanactistén
(Obr. 11). Konstrukce stavebni jednotky je pomérné jednoducha
(Obr. 13). Celkem je potfeba 60 trojihelnikd a v kazdém ostnu
hvézdy se jich styka pét.

Na konstrukci velkého dvanéctisténu (Obr.14) je potfeba 60 sta-
vebnich jednotek (Obr. 15).
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Velky hvézdicovy dvanactistén (Obr. 16) zkonstruujeme ze stej-
nych trojahelnikd jako maly hvézdicovy dvanactistén, stejny bude
i pocet slepovanych jednotek. Rozdil bude pouze v poc¢tu sbihaji-
cich se trojuhelnikl v jednom ostnu. Tentokrat budou jen tfi.

Velky dvacetistén (Obr. 17) je na konstrukci nejslozitéjsi. Pod-
kladem je pravidelna péticipa hvézda. Pro snazsi orientaci je pou-
Zito stejné oznadeni vyznamnych boda (srov. Obr. 17 a Obr. 18).
Malych trojahelnikid je potieba 60, vétsich 120.
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Obr. 17 Obr. 18

Za povSimnuti urcité stoji nazvy zminovanych mnohostént.
Maly a velky hvézdicovy dvanactistén vzniknou protnutim dva-
nacti péticipych hvézd. Velky dvanactistén je tvoren dvanacti pro-
tinajicimi se pravidelnymi pétithelniky a velky dvacetistén dva-
ceti pravidelnymi trojihelniky.

Zkuste si také vytvorit k popisovanym hvézdam konvexni obaly.
Asi vas uz napada, Ze jimi budou platénska télesa.

Daleko snaze se hledd chyba, neZ pravda.
(J. W. Goethe)

Pokud jste docetli az sem, doufdm, Ze vas prochazka geometric-
kou zahradkou inspirovala a Ze jste v ni objevili néjaky exemplar,
ktery byste chtéli mit doma. Pokud ano, nemam jednodussi rady.
Staci vzit jen lepidlo a niizky a vzpomenout si na Platona, Keplera
a Poinsota.

Literatura

[1] Armstrong, M. A, Basic topology, (Undergraduate Texts in
Mathematics), by Springer-Verlag New York, Inc., 1983

[2] Levitin, K, Geometrickd rapsddie, SNTL, Praha, 1991
Veronika Svobodovd

studentka Prirodovédecké fakulty MU
e-mail: borkov@math.muni.cz



