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CAS JAKO PEDAGOGICKE PROSTREDKY
VE VYUCOVANT A UCENI SE MATEMATICE® (1)

BERNHARD KUTZLER

Abstrakt:

Systémy pocitacové algebry (CAS) nas nuti pfemyslet o tom, CO ucime
v matematice a JAK uéime matematiku. V tomto ¢lanku se zamérime
na to, JAK uc¢ime matematiku vytvorenim dvojstupriového modelu pro
porozuméni, kategorizaci a planovani vyuziti technologie, zejména CAS,
ve vyucovani a uceni se matematice. Nejprve se podivame na dva druhy
mozné podpory: automatizaci a kompenzaci. Za druhé se podivame na
ctyri pedagogické pfistupy k vyucovani a uceni matematice, které jsou
posilovany pfi spravném uziti CAS: zjednoduseni, experimentovani, vizu-
alizaci a koncentraci. Ve vyse zminéném modelu uvedeme metodu leseni
(scaffolding) jako pedagogicky ovéfeny postup zaloZeny na sttidavém vy-
uziti technologie k dosazeni urcditych vyucovacich cili.

(0) Uvod
V matematickém vyucovani vyvolaly systémy pocitacové algebry®
celosvétovou diskusi o hodnoté a smyslu toho, co tradi¢né u¢ime
v matematice. CAS ndm ukazaly, Ze se ve vyuce prili§ soustie-
dime na zvladnuti dovednosti, které miize pocita¢ snadno nahra-
dit. Z toho diivodu nas CAS nuti premyslet o tom, CO ucime.
Existuji tisice cest jak pouzivat CAS ve vyucovani, dobré i Spat-
né. Spatné ¢ nevhodné pifistupy ¢asto pochézeji od technickych
nadsenct z fad uditeld, ktefi pouzivaji CAS uz proto, Ze existuji
a ze je mozné je pouzivat. Ale CAS by nikdy nemély urcovat ma-
tematické obsahy, které uéime! Plné souhlasim s Helmutem Heu-
glem,” ktery fekl: ,Jestlize pouziti CAS neni ospravedlnéno pe-
dagogicky, je pedagogicky ospravedlnéno CAS nepouzivat.”“ Tedy
CAS nas také nuti premyslet o tom, JAK udit.

57 anglického originalu do &estiny prelozili A. HoSpesova a R. Hasek.

6 Computer algebra systems — dale bude uZivana bé&zna zkratka CAS.

7 Helmut Heugl je feditelem rakouského projektu Derive a TI-89/92, které
zahrnuji témér 6 000 student.
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Na CO jsme se jiz pokusili dat odpovéd [17]. V tomto ¢lanku
se zaméfujeme na to JAK. UkdZeme, jaké role mohou CAS hrat
jako prostfedky vyucovani a uceni se matematice. Nas pristup je
striktné fizen matematickymi cili, tj. jsme zastanci pedagogického
ospravedlnéni pouziti CAS. Mnoho z nasledujicich myslenek je
mozno aplikovat i na jiné prostfedky (napf. grafické kalkulatory).

(1) Prostfedky I: Automatizace a kompenzace

Albert Einstein v pfednasce pro pedagogy v roce 1936 pouzil tuto
pozoruhodnou analogii: ,,JestliZe cviéi mlady ¢lovéek své svaly a fy-
zickou odolnost gymnastikou a chizi, bude pozdéji vybaveny pro
kaZdou fyzickou prdci. To je analogické cviceni mysleni a procvi-
dovdni dusevnich a manudlnich dovednosti.“ ([6])

Sleduje tuto analogii za¢nu pohledem na dvé discipliny — ma-
tematiku (jako intelektudlni aktivitu) a pohyb a dopravu (jako fy-
zickou aktivitu) — a porovndm role, jaké v nich hraji technologie.
K tomuto porovnani mé inspiroval Frank Demana.

Nejjednodussim zplisobem pfemistovani je chize. Chiize je fy-
zicka aktivita dosahovana pouhou svalovou silou. Odpovidajici
¢innosti v matematice je pocitdni zpaméti (v aritmetice i v algeb-
fe). Poéitdni zpaméti vyZaduje jen ,silu myslenky“ (brain power).

Jizda na kole je pfemistovinim, pfi kterém pouZivime me-
chanické zafizeni pro efektivnéjsi vyuziti sily nasSich svali. V po-
rovnani s chiizi se miZeme pohybovat na vétsi vzdalenosti nebo
rychleji. Odpovidajici ¢innosti v matematice je pisemné pocitani.
Pouziti papiru a tuzky jako ,,vnéjsi paméti“ nam dovoluje vyuzi-
vat silu naseho mozku efektivnéji.

Dalsim zptisobem pohybu je 7izeni auta. Auto je zafizeni, které
vytvaii pohyb. Ridi¢ téméF nepotfebuje svalovou silu na Fizeni,
zato potfebuje nové dovednosti: musi byt schopen nastartovat mo-
tor, zrychlit, fidit smér, zastavit, znat pravidla atd. Odpovidajici
aktivitou v matematice je poéitdni na kalkuldtoru nebo pocitaci.
Kalkulétor (pocita¢) vydava vysledky, zatimco uzivatel musi znat,
jak ho ovladat a ktery knoflik stisknout v urcité situaci.

Ktery zplsob pfemisténi ma smysl v urdité situaci? JestliZe
nékoho pozadame, aby obstaral dnesni noviny ze stanku vzdale-
ného 150 m, pravdépodobné ptijde pésky. V pfipadé, Ze novinovy
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stanek je vzdalen 1 000 m, je jizdni kolo nejrozumnéjsim doprav-
nim prostfedkem. V pfipadé, Ze je vzdalenost k obchodu 10 mil,
je vhodné pouzit auto. Zvlasté kdyZ mame na pfineseni novin jen
pilhodinu. V matematice je smysluplné pouZiti technologii nasle-
dujici: ndsobeni dvou jednocifernych ¢isel je nejlépe provadét zpa-
meéti, dvouciferna ¢isla miZzeme dobfe ndsobit pisemné, zatimco
pro soudin dvou sedmicifernych ¢isel bude rozumnéjsi pouzit kal-
kulator.

Je mozné namitnout, Ze mnoho zakd pouzije kalkulator i pro
ziskani soucinu ¢isel 7 a 9, protoZe uz ztratili dovednost pocitat
zpaméti. To je pfipad nevhodného pouziti technologie, ktery neni
specificky jen pro matematické vyucovani, ale dochazi k nému ve
vSech oblastech. Néktefi lidé pouzivaji auto i na prekonani vzda-
lenosti 150 m k novinovému stanku. Ti, ktefi to délaji, poskozuji
sebe (nedostatkem télesného cvideni) a Zivotni prostfedi.

Navzdory naduzivani aut nepozadujeme jejich likvidaci. Stejné
bychom se neméli zbavovat kalkulatori a pocitacti proto, Ze né-
ktefi studenti je budou uzivat nevhodné. Stejné jako jsme po-
tfebovali (a potfebujeme) vytvofit obecné povédomi o tom, Ze
fyzicka cviceni jsou dilezita pro fyzickou kondici a zdravi, po-
tfebujeme vytvorit obecné povédomi o tom, Ze mentilni cviceni
(jako je pocitani zpaméti) jsou dilezita pro dobré dusevni zdravi
a kondici. Nicméné je jasné, Ze nestaci presvédcovat studenty, aby
délali jednoduché vypocty rucné. Existuje jednoducha a elegantni
metoda takového posileni. Jednoduse rozdélime zkousku na dvé
¢asti, povinnd ¢ast a volitelnd (freestyle) ¢ast. To je analogické
krasobrusleni, pfi némz sportovec dostava dvé nezavisla bodova
hodnoceni, jejichZ soucet urcuje vysledné pofadi. V povinné ¢asti
matematické zkousky budeme zkousSet mentilni dovednosti bez
technologie, dokonce bez kalkulacky se ¢tyfmi pocetnimi vykony.
V casti ,volno-stylové” se zaméfime na dovednost fesit problémy
a studenti mohou uzivat jakykoliv technicky prostiedek, zejména
CAS. Vice o tom najde ¢tenaf v ¢lancich [16], [17] a [8].

Pokracujme v nasi analogii. Co se stane, jestliZe osoba, kte-
rou jsme pozadali, aby nam pfinesla noviny ze stanku, nemuize
poradné chodit, protoze je fyzicky handicapovani nebo mé zlo-
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menou nohu? Ujit 150 m miZe pro ni byt velmi obtiZzné, ne-li ne-
mozné. Existuji prostfedky, které mohou takovym lidem pomoci,
napf. koleckové kieslo. PouZiti koleckového kfesla je zptisob po-
hybu, ktery je podporovan technologii kompenzujici fyzickou sla-
bost. Slabiny se objevuji také v dusevni ¢innosti. Ukazu to na pfi-
kladu z matematického vyucovani. Student s chatrnymi znalostmi
feseni soustav linedrnich rovnic bude povaZovat za velmi obtiZné,
ne-li nemozné, fesit tlohy z analytické geometrie jednoduse proto,
Ze TeSeni soustav linearnich rovnic je tlohou, na kterou se casto
narazi v analytické geometrii. Neni to jen lidské, je to i nase peda-
gogicka povinnost poskytnout studentiim ,,matematicky handica-
povanym* prostfedek, ktery kompenzuje jejich slabiny (tj. nechme
studenty Fesit soustavy rovnic stisknutim tlaéitka). Jen potom bu-
dou mit studenti Sanci délat analytickou geometrii navzdory svym
slabinam. Je to spravedlivé!

Pohyb a doprava Matematika
(fyzicka aktivita) (intelektualni aktivita)
chilize pocitani zpaméti
jizda na kole pisemné pocitani
fizeni auta kalkuldtor/pocita¢ (automatizace)

pouzivani kolec¢kového kiesla  kalkuldtor/poéita¢ (kompenzace)

Jak ukdZeme pozdé€ji na prikladech, mohou byt kalkulatory
a pocitace vybornymi kompenzac¢nimi prostfedky, které umoznuji
tématy. Koneénym cilem matematického vyucovani je samoziejmeé
odstranit vSechny slabosti v dovednostech, které jsou povazovany
za podstatné. CAS nas nuti znovu posoudit, které dovednosti po-
vazujeme za podstatné (viz [8]). Fyzicky handicapovana osoba
nepotiebuje byt spojena s koleckovym kieslem po zbytek svého zi-
vota. LékaF se bude snazit individualni terapii napravit pacientovo
fyzické omezeni, jak to jen bude mozné. Podobné se ma ucitel sna-
Zit napravit zakovu slabost vhodnou individualni terapii. V obou
pripadech uleh¢ime ,pacientiiv denni Zivot s handicapem®, tj. cas
mimo terapii, at uZz je to nakupovani nebo analytickd geometrie,
poskytnutim vhodnych kompenzacnich prostfedkl jako jsou ko-
leckové kieslo nebo kalkulator /poditac.



CAS JAKO PEDAGOGICKE PROSTREDKY VE VYUCOVANT{ ... 105

Automatizace a kompenzace jsou dva nejjednodussi principy
podpory, které muze jakykoliv prostiedek poskytnout. Existuji
na obecné Grovni a nejsou specifické jen pro vyucovani a uceni,
ale plati i pro pouziti CAS. Trend je takovy, ze CAS slouzi jako
prostfedek automatizace pro ,,dobré“ studenty a jako prostfedek
kompenzace pro ,matematicky handicapované“ studenty. JestliZe
u¢ime matematiku rizné, co se tyce obsahu a stylu, rozdéleni na
»,dobré“ a ,handicapované“ studenty bude nejspis rozdilné.

Ukolem uditellt je vést studenty procesem jejich uceni. Maji
pedagogickou povinnost pouzivat cokoliv vhodného pro podporu
procesu uceni. PouZiti prostfedkii kompenzace je naléhavéjsi, pro-
toze tak miZeme pomoci matematicky slabym studentim. Pro né

vvvvvv

(2) Prostredky II: ZjednodusSeni, experimentovani, vizu-
alizace a koncentrace

Dostavame se k roli technologii ve vyucovani a uceni. V dalsi
¢asti ukdzeme a zdlivodnime, jak je moZzné pouzivat technologii,
zejména CAS, jako pedagogickych prostiedka ve ¢tyfech pristu-
pech k matematickému vyucovani a uceni: zjednoduseni, experi-
mentovani, vizualizaci a koncentraci.

(2.1) Zjednoduseni

Auto rozsifilo ,horizont naseho pohybu a dopravy* tim, Ze zjedno-
dusilo pohyb na urcité vzdalenosti. Podobné kalkulator rozsituje
nas ,pocetni horizont*.

Vzpomente na ,zlaté dny“ pred védeckymi kalkulatory, kdy
tlohy ke zkouskam nebo za domaci tikol musely byt vybirany velmi
peclivé tak, aby mezivysledky a konecné vysledky byly ,hezké“.
,, Hezky“ vysledek bylo celé éislo, jednoduchy zlomek, nebo jedno-
duché odmocnina, ktera casto pozdéji béhem vypoctu opét zmi-
zela. To bylo dilezité, jinak by student mafil vétSinu svého ¢asu
vypoctem. S védeckym kalkuldtorem je mozné nasobit dvé sedmi-
ciferné ¢isla stejné rychle jako dvé jednociferna. Védecky kalkula-
tor zjednodusuje provadéni aritmetickych operaci.

Nakreslit graf linedrni funkce (napf. y = 2z + 3) je jednodu-
ché, pokud znate geometricky smysl obou koeficientl. K vytvoreni
spravného grafu stac¢i jen tuzka, pravitko a trochu talentu. Nakres-
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lit graf funkce y = 2sin § + cosz je mnohem obtiZnéjsi a vytvo-
feni spravného grafu vyzaduje urcity stupen kreslifského talentu.
S grafickym kalkuldtorem je moZné znazornit graf obou funkci za
stejny ¢as i se stejnym talentem. Graficky kalkulitor zjednodusuje
vytvafeni grafd. (Viz obr. 1 — obrazovka TI-92.)

Grapvh 2*sin{x/2)+cos{x>
W —RAD AUTO FUNC 2730

Obr.1

Vypocet prvni derivace y = z? je jednoduchy, kdy# znate pra-
vidlo o derivovani mocnin. Uréit prvni derivaci funkce

y = In|sin(cos(tg vVz? — z + 1))|

da hodné prace i dobrému matematikovi. Kalkulator mize zvlad-
nout oba priklady za sekundy. Algebraicky kalkulator zjednodu-
Suje algebraické (symbolické) vypocty. (Viz obr. 2 — obrazovka
programu Derive 5.)

n

d 2
#2: d—— LN(ISIN(COS(TRN(J(X - x # 1))))')
x

2 2
(1 - 2-x)-SINCTAN(J(x — x + 1)}))-COT{COS(TAN{(N(x — x + 1))))

#3:
2 2 2
2-dJ{x — x +1)-COS(J(x - x + 1))

Obr. 2

Vyznamnym ¢lankem o zjednoduSeni algebraickych vypodti
ve vyucovani matematice je Buchbergertv ¢lanek [2] o principu
,bilych a ¢ernych skfinék“.

Dopravni a ,,pfemistovaci“ ikoly, které byly povazovany dfive
za obtiZné, jsou nyni feSeny rutinné auty a jinymi dopravnimi
prostiedky. Stejné tak pouziti CAS ve vyucovani znamena, Ze se
muzeme zabyvat komplexnéjsimi a realistictéjsimi problémy.

To je jeden aspekt pouziti CAS, podle mého nazoru ten nejmé-
né dulezity.
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(2.2) Experimentovani

Jak byly objeveny vSechny dosud zndmé matematické poznatky a
jak nalezneme dal$i? Podle jedné z gnozeologicky orientovanych
teorii je mozné vizualizovat hlavni kroky téchto objevi nésle-
dovné. Pouzitim zndmych algoritmii vytvofime priklady. Na pfi-
kladech pozorujeme vlastnosti, které induktivné vyjadfime jako
domnénku. Dikazem domnénky ziskdme teorém, tj. zarucenou vé-
domost. Algoritmicky pouZitelna ¢ast teorému je realizovdna v no-
vém algoritmu. Tento algoritmus je pouZit na nova data a po-
skytne nové priklady, které vedou k novym pozorovani a domnén-
kam, ...

pouZiti nové priklady
g::> pfiklady % pozorovdni
novy
algoritmus algoritmus domné&nka
ezl g e & e
(implementace)
Obr. 3

Obrazek spiraly (obr. 3), ktery ukazuje cestu objevovani (ma-
tematickych) védomosti, byl navrzen Brunem Buchbergerem. Po-
drobny popis Buchbergerovy spirdly tvofivosti a odkazy na pfi-
buzné modely je mozné najit v ¢lanku [9]. Pro Gcely tohoto ¢lanku
budeme interpretovat Buchbergerovu spirdlu kreativity celkové a
obecné jako proces vytvafeni matematickych védomosti. MtiZe byt
také povaZovéna za vizualizaci (induktivniho) pojmu vyvojového
procesu podle konstruktivistického Piagetova pfistupu ([18], [19]).

V této spirale lze rozlisit t¥i faze. Ve fazi experimentovdni je po-
uzivan znamy algoritmus na vytvafeni pfikladi, pak pozorovanim
ziskame domnénku. Béhem faze zpresriovdni se domnénka dika-
zem meéni v teorém a algoritmicky pouzitelny poznatek se stava
novym algoritmem. Béhem faze aplikace se algoritmus pouZiva na
skutec¢na a fiktivni data. ReSeni skuteénych problémt napomahé
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zvladdnuti ¢i usnadnéni Zivota, zatimco feSeni fiktivnich problémi
slouzi k zédbavé a rozptyleni (napf. hddanky) nebo k nalezeni no-
vych poznatkl (napf. k uspokojeni védecké zvidavosti).

Tyto tfi faze mohou byt elegantnéji oznaceny jako INdukce,
DEdukce a PROdukce. Plati to pro obé interpretace Buchberge-
rovy spirdly kreativity. (Ackoliv je Piagetiv pojem vyvojového
procesu induktivni jako celek, zahrnuje induktivni, deduktivni
i produktivni podprocesy.)

Faze aplikace Faze experimentovani
PROdukce INdukce
pouZiti nové priklady

G::> priklady I@ pozorovdni
novy
algoritmus algoritmus domnénka

i g teorém diikaz
(implementace)

Faze zpfesnéni

DEdukce
Obr. 4

Ve svych zacatcich byla matematika experimentalni védou, tj.
sklddala se jen z experimentélni a aplika¢ni faze. Pak v ni Rekové
podobné jako ve filozofii pouzili deduktivni metodu (tj. pfidali
fazi zpresnéri) a vybudovali matematiku jako deduktivni védu.
»,Nedavno* skupina kolem francouzského matematika Dieudonné
(zndmé pod jménem ,Bourbaki“) nastrukturovala matematické
védomosti uzitim systému ,definice-teorém-dikaz-disledek, ...“.
Tento bourbakisticky systém, vytvofeny pro ti¢ely vnitini komuni-
kace v matematice, zahrnuje jen fize zpfesnéni a aplikace. Stal se
charakteristicky pro moderni matematiku. Bourbakismus se poz-
déji zabydlel ve vyucdovani a uceni. Stalo se béZznym vyucovat ma-
tematiku deduktivné tak, Ze se matematické poznatky prezentuji a
pozaduje se, aby se je studenti ucili a pouzivali je pro Feseni mate-
matickych aloh. Ale to je vysoce nepfirozené! Vétsina soucasnych
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psychologickych teorii povaZzuje uceni za induktivni proces, ve kte-
rém experimentovani hraje kliCovou roli. Proto Freudenthal Zadal:
»INeméli bychom uéit Zaky to, co mohou objevit sami.“ ([7]).

Tézko by mohl néktery matematik na této planeté pfi svém
vyzkumu postupovat zpisobem, ktery poZadujeme po studentech
pfi jejich pronikani do matematiky. Pfitom Zak musi ,lokalné* vy-
tvaret svlij maly ,dim matematiky®, zatimco védec dé€la to samé
»globalné“, tj. v mnohem vét§im mérfitku. Pro védce i studenta
se podstatna ¢ast ziskdvani védomosti uskutecnuje experimento-
vanim. Z tohoto pohledu je stile pochopitelnéjsi, pro¢ je takové
mnozstvi zakl na kordy s matematikou. Je tfeba pozadovat, aby
experimentovani ziskalo svou ndlezitou pozici ve vyucovani ma-
tematice. Experimentovani by mélo doplnit tradi¢ni metody vy-
ucovani, ne je nahradit! Toto neni vyzva k navratu k egyptské
experimentalni matematice, ale prosba, aby se ve vyucovani ma-
tematice prochazelo vSemi tfemi fizemi vySe zminéné spiraly.

Je pochopitelné, Ze v ramci souc¢asnych osnov je ve tiidach stézi
mozné néjaké experimentovani. Experimentovani provadéné tuz-
kou na papife je Casové naro¢né a potykame se pfi ném s chybami.
V case, ktery je ve skole k dispozici, studenti mohou vytesit jen
maly pocet prikladi, pfi nichZ pozoruji a objevuji. Zna¢né mnoz-
stvi z nich bude pravdépodobné chybné vyfeseno kvili chybam ve
vypoctech. Z nékolika ¢astecné chybnych pfikladi nemiizete nic
vypozorovat! Podivejme se na typicky pifiklad z geometrie. Rek-
néme, Ze chceme naucit studenty, Ze se v kazdém trojihelniku
vysky protinaji v jednom bodé. Pozadame je, aby nakreslili pet
trojahelniki a sestrojili v kazdém vsSechny tfi vysky. Co se stane?
Vétsina nasich studentl Spatné rysuje a miiZe tak zjistit, ze vysky
t¥{ nebo étyf z naSich péti trojuhelnikii se neprotinaji v jednom
bodé. A to by je mélo presvédcit, Ze toto je pravdivy geometricky
teorém ... 7!

Od nyné&jska CAS a podobné prostfedky (napf. software dyna-
mické geometrie) umoziiuji, aby studenti experimentovali v témér
vSech matematickych tématech, ktera se uci. Studenti mohou fe-
it fadu prikladid v kratkém case a elektronicka podpora zarucuje
spravnost vysledkd. Co se tyce podpory, historické zaznamy Fi-
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kaji, Ze velci matematici jako Carl Friedrich Gauss zaméstnavali
dav lidskych ,kalkulidtori“, bez nichZ by neziskali vétSinu ze svych
nejznaméjsich vysledkd.

Johann Wolfgang Goethe poZadoval ,udeni prostfednictvim
¢innosti a pozorovani“, coz je presné ,,faze experimentovani“ z vyse
zminéného schématu. Pouzitim CAS je mozné Goethiv pozadavek
splnit.
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