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ELEMENTARNI SOUSTAVY ALGEBRAICKYCH
ROVNIC - piiklad z historie

MARTINA ERNESTOVA

Prvni soustavy rovnic v déjinach matematiky

Vezmeme-li k ruce obsahlejsi knihu vénovanou déjindm mate-
matiky, najdeme mezi prvnimi problémy, které lze zapsat sousta-
vou algebraickych rovnic, nasledujici ulohu:

»Je dan soucet délky a Sitky obdélnikového pole a jeho

plocha. Vypoctéte jeho délku a Sirku.“

Oznacime-li délku pole z, Sifku y, pak tloha vede na jednoduchou
soustavu
T+y=a, (1)
Y = b.

Stovky mezopotamskych tloh lze zapsat pravé touto soustavou
rovnic (viz [1]). V postupu feSeni se zpravidla vyuzivala identita

(22)* - (252)° =2y, resp. (z+y)?—(z—y)?=4dzy (2)

jejiz platnost je mozno nahlédnout z obrazku:

T Yy

;
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Ze znamého souctu a soucinu délky a Sirky se pomoci identity
(2) urdi jejich rozdil z — y. Rozméry obdélnikového pole byly pak
pravdépodobné vypoéteny takto:!

z=3l+y)+@-y), y=3lz+y)-@=-y] O

Nad smyslem takovych tloh se zamysli napf. autor prace [6] —
snad byly porovnavany obdélniky se stejnym obvodem a rtiznymi
obsahy ¢i naopak se stejnym obsahem a rtiznymi obvody.

Uloha o dvou obdélnicich

Préavé porovnavani dvou obdélnikt prostfednictvim jejich ob-
vodl a obsaht je vénovana jedna tloha prace Geometrica, kterou
nékdy v 1. stoleti n. 1. napsal Heron.? Obecné&jsi tlohy o dvou
obdélnicich fesi Mahavira® v Krdtkém kurzu pocetni védy. Lze je
zformulovat takto: Najdéte celoCiselné rozméry dvou obdélniki,
jestlize jejich obvody a obsahy jsou v daném poméru, t;j.

ao; = bog,
CS1 = dSz,

pfiCemz a, b, ¢, d jsou pfirozena Cisla. Takova dloha je neurcita
a vede na feSeni soustavy dvou rovnic o ¢tyfech neznamych

a-2(z1+y1) =b-2(z2 + y2), (4)

cr1y1 = dzays,

kde 1, y1, T2, Y2 jsou nezndmé rozméry obdélniki a éisla a, b, c,
d € N vyjadruji poméry jejich obvodi a obsahii.

! Dnesnimi zapisy vyjadfujeme to, co bylo dfive jako struény navod feseni
popséno slovy.

2 Heron Alexandrijsky, vyznadny geometr po&atku naseho letopoétu, sepsal
fadu praci zasahujicich do oblasti fyziky a matematiky. Ulohy, které dnes
zapiSeme soustavou rovnic obsahujici vy$$i mocniny nezndmych, se objevuji
v jeho pracich Metrica a Geometrica.

3 Nejvyznacnéjsi indicky matematik 9. stol. n. L.
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Heronovo reSeni

Heron fesi specialni pfipad soustavy (4) proa =b =d = 1,
¢ = 4, tj. hledd rozméry dvou obdélniki se stejnym obvodem,
pri¢emz obsah jednoho je ¢tyfnasobkem obsahu druhého. Uvedme
uryvek z jeho préace obsahujici zadani ulohy i vypocet stran obou
obdélnik.

Najit oblast, jejiz obvod je roven obvodu jin€ oblasti, kterda md vsak
Ctyrikrdt vétsi obsah.

2(z1 + y1) = 2($2 -+ yz),

4z1y1 = T2Y2.

Postupuji takto:
4 umocnéno na treti davd 64 stop. Odeber jednicku, zbylé dava
63 stop. Tolik je kaZdy z obvodi* sestaveny ze dvou rovnobéinych
stran.

[01, 02: 43 =64, 64—1=63=0; = 0]

Pak se maji rozlisit strany. Udéldm to takto: od 4 odectu jednicku,
zbudou 3. Jedna strana je tedy rovna 3 stopdam.
[yi: 4-1=3=1y]

Druhd strana takto: 63 bez 3. Zbude 60 stop.
[z1: 63 —3=060=u]

U druhé oblasti postupuj takto: 4 umocnéno davd 16 stop. To bez
jednicky ddvd zbytek 15 stop. Tolik budiZ prunt strana, 15 stop.
[y2: 42=16, 16 — 1 =15 = y]

Druhd strana tudiZ takto: odecti téch 15 od 63, zbude 48 stop.
Necht je druhd strana rovna 48 stopdm.
[z2: 63— 15 =48 = z,]

Obsah plochy druhé oblasti je tedy 720 stop a pruni 180 stop.’
[S1, S2: 15-48=720=S,; 3-60 =180 = S|

4 Nejde pfimo o obvody obdélnikii, ale o jejich polovinu, tj. soucet délky
a Sirky.
5 Podle [4], str. 417, a [3], str. 8. 1 stopa = 4 palce, podle [4], str. 185.
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Heron zvolil jako polovinu obvodu, ktery je pro oba obdélniky
stejny, c3 — 1, kde c je pomér obsahti obdélniki. (V tloze je ¢ = 4.)
Tento vyraz lze vhodné rozloZit dvéma zplsoby na soucet dvou
sCitanci

¢ —1=[c—1]+[c(c* - 1)],

¢ —1=[c® - 1]+ [(c-1)],
a sice tak, Ze podil soudinu s¢itanct ve druhém rozkladu é&isla ¢ —1
a soudinu s¢itancti v prvnim rozkladu &isla ¢ — 1 je roven pravé c:

(2 —1)-(*(c—1))

(c=1)-c(c2—-1) -C
Pokud se zvoli
1 =c—1, o =c*—1,
y = c(c® - 1), y2 = c*(c— 1),

jsou splnény obé podminky tlohy a jedno reSeni je nalezeno. Zi-
stava otazkou, jak na postup vypoctu stran obdélnikti Heron prisel
a zda se jeho uvahy vibec opiraly o pfedchozi vztahy.

Mahavirovo reseni

Mahéavira uvadi v jednom pravidle Krdtkého kurzu pocetni védy
postup feSeni soustavy (4) pro nasledujici tfi dlohy:

01 = 02, 201 = 03, 201 = 02, (5)
Sy = 253, 51 = Ss, 81 = 255.

Kwviili fesitelnosti tlohy v oboru prirozenych cisel a jednoznac¢nosti
feSeni se navic pfedpoklada, ze je vedle a, b, ¢, d dano jesté jisté
prirozené &islo A (zvoleny ndsobitel), které poctaie podle prezen-
tovaného algoritmu vede k jednomu feSeni.

Na ukazce z Mahavirovy prace si vS§imnéme, Ze uvedené pravi-
dlo je mnohem obecnéjsi nez Heronovo, navic lze pouzit i na jiné
ptiklady neZ jsou tlohy (5):°

6 V tom pfipadé nemusi byt FeSeni celoéiselné, ale mize vychazet v oboru
kladnych racionalnich é&isel. V nasledujicim byl text v zavorkdch pridan pro
lepsi srozumitelnost.
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Pravidlo pro ziskdni ndlezité dvojice podlouhlych étyrihelnikovych
utvari . . . (jejichz strany vyhovuji nékteré dvojici podminek uve-
denych v (5))...

(Vétsi ndsobky) obvodi a také (ndsobky) ploch (vztahujicich se ke
dvéma hledanym obdélniktim) jsou vydéleny mensimi (nasobky),
které jim odpovidagi. (Podily) jsou vyndsobeny (mezi sebou) a (po-
tom) umocnény. (Toto mnozstvi) vyndsobené zvolenym ndsobite-
lem dad vznik hodnoté kolmé strany.

v, @2bd>c): (-9 A=y

V pripadé, Ze jsou plochy (dvou obdélnikli povazovany) za sobé
rovné, (velikost) kolmé strany zmensend o jednicku se stane veli-
kosti zdkladny.

1, [d=¢): wi—1=ui]

Ale v jiném piipadé (kdy nejsou obsahy obdélnikl stejné), vétsi
(ndsobek) wvztahujici se k obsahim (vydéleny mensim nasobkem)
je vyndsoben zvolenym ndsobitelem a (vysledny soucin je) zmen-
Sen o jednicku. Velikost kolmé strany (uz ziskané) je zmensena
o mnozstvi (takto vypocltené) a je (potom) vyndsobena tremi:
tedy velikost zdkladny (je ziskana).

(21, (@>0): 3l — (3X—1)] = 2]

Potom pro nalezeni dalstho (obdélniku) je jeho zdkladna a viyska
ziskdna pomoct (nyni jiZz znamych) velikosti jeho plochy a obvodu
podle pravidla uvedeného (ve sloce 129 1).7

[T2,y2: T2+y2 = §(Z1+y1); T2y2 = §T191]

Predchozi Mahavirovo pravidlo budeme nyni komentovat. Uva-
Zujme obecnéji, Ze se uloha fesi v mnoziné kladnych racionalnich
Cisel, tj. =1, x2, Y1, y2 mohou byt i zlomky, étvefice pfirozenych
Cisel (a, b, c,d) neni nutné jednou ze &étvefic (1,1,1,2), (2,1,1,1),
(2,1, 1, 2), které odpovidaji Mahavirovovym tilohdm (5), a zvoleny
nasobitel A je racionalni ¢islo.

A. Pokud jsou obsahy obou obdélnikl stejné, tj. d = ¢, a ob-
vod druhého obdélnika je v&tsi nez obvod prvniho, tj. a > b, voli

7 Podle (7], str. 225-226. Rozméry druhého obdélniku se najdou jako feSeni
soustavy typu (1).
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Mahavira
y1=(%)%- ) = (3?2 A-1

Rozméry zs, y2 druhého obdélnika jsou potom dopodteny ze sou-
stavy typu (1):

Ty +Y2 = % . [2(%)2)\ — 1],
zaye = (3)"2- [(8)" 2 1]

Aby byla soustava FeSitelna v racionalnich ¢&islech,® musi byt hod-
nota vyrazu (r2 — y2)? = (z2 + v2)? — 4z2ys, tj.

()2 {[2(§)*A - 1]* - 4(3)*A* + 4} =
= ()22 = A -1 = A(A - 2)},

druhou mocninou racionalniho éisla. To zfejmé nastane pro A = 2.
(Mahavira v ilustra¢nim pfiklad€ 20; = 03, S1 = S skutecné voli
A = 2.) Podle (3) jsou pak vypoéteny rozméry druhého obdélniku

T2 = $[4($)% - 2], Y2 = (6)
Prvni obdélnik ma pro A = 2 délku a sitku
1=2($)°-1, wn=2%)> (7)

B. Pokud jsou obsahy obdélnikli rtizné (a > b,d > ¢), poloZi se
podle pravidla

e

=GN @;=3¢ Hr-(dr-1)
Pro délku a $ifku druhého obdélnika potom plati:
Za+ys = §[4(%- 9?2 - 34X + 3],
Tayz = 3()2 A [(§ - £)°A = A + 1]

8 Ve specialnich ptikladech uvedenych Mahavirou jde o FeSitelnost v pfi-

rozenych ¢islech, nebot § = 1, resp. § = 2, tj. § je vZdy pfirozené &islo.
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Tato soustava ma racionalni feSeni, pokud lze v Q odmocnit vyraz
()2 {[4(% - 2)2A = 3gX + 32 —129A[(& - 42N - dX + 1]} =
= ($1{14(3 - D22 - $0+32 + $2A(4A - 0)}

c

odpovidajici (z2 — y2)2. JestliZe se ,zvoleny nasobitel A\“ vybere
tak, aby ff—)\ —4=0,° bude

To —y2 = E[4($)2(2)2N — 29X + 3] = £[16(%)%2 — 15].
Odtud se podle (3) vypoltou rozméry
22 =4%4(3) 23], 42 =3%, (8)
druhého obdélnika, prvni obdélnik méa pro A = 43 strany
z1=3[4($)*¢-3], w=4(})%¢ (9)

Opét neni jasné, jak na uvedeny postup Mahavira prisel a zda
rozmeéry y;, 1 a nasobitel A byly popsanym zptisobem zvoleny jen
proto, aby soustava typu (1) v nezndmych 2, y2, a tedy i soustavy
(5) byly fesitelné v N, resp. obecngjsi typy soustav (4) v Q*.

Dalsi postup Feseni
Podle Mahavirova pravidla jsou feSenim soustavy

2(z1 + 1) = 2(z2 + y2), (10)
T1Yy1 = 2T2Y2,

Cisla 1 = 15, y1 = 8 a o = 20, yo = 3 predstavujici rozméry
dvou obdélnikl pro zvolené ¢islo A = 2. PouzZijeme-li na tlohu
(10) Herontiv postup, dostaneme obdélniky s rozméry zo = 6,
y2 = 1 ax; = 4, y; = 3. Oba postupy tedy vedou k rtiznym
vysledkim.

Jak je to s reSitelnosti a poétem feSeni tlohy v mnoziné priro-
zenych ¢isel? Na prvni pohled je ziejmé, Ze pokud ma uloha jedno

9 V soustavach (5) je A = 4§ vidy pfirozené ¢islo, nebot § = %
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feSeni, mé jich nekoneéné mnoho. Spliiuje-li totiz ¢tvefice x1, y1,
Z2, Y2 podminky ulohy, pak jim také vyhovuje ¢tverice kxi, kyi,
kxa, ky2, k € N. Zdaleka to vSak nejsou vSechna feSeni, jak je
patrné z Heronova a Mahavirova feSeni; nenajdeme zadné Cislo k
takové, aby se Heronem vypodétené strany obdélniki 6 x 1, 4 x 3 po
vynasobeni ¢islem k pfeménily ve strany obdélniki 20 x 3, 15 x 8,
ke kterym dospél Mahavira. Jejich feSeni se tedy podstatné lisi.
Pokusme se vymyslet jiné feSeni soustavy (10), které by zahr-
novalo vysledky obou matematikii. Neznamymi jsou v tloze roz-
méry obdélnikd, tedy kladna ¢isla, lze proto predpokladat, ze

) = a2, (11)

y1 = By2,

kde a, 8 > 0. Z podminky na pomér obsahii obdélnikt plyne
af = 2.
Obvody obdélnikl jsou stejné, proto

azz + By2 = 22 + Yo,
odkud

Y2 =22 - '}7—:%
Pro nasobky o, # musi platit « < 1 a8 > 1 neboa > 1 a
B < 1, aby y2 bylo kladné. (Je to ostatné jasné uz ze zadéani ulohy.)
Protoze x; znaci délku a y, Sitku obdélnika, mélo by byt zo > yo,
tj. % == 'f—__% > 1. Vzhledem k tomu, Ze a8 = 2, bude nerovnost
vzdy splnéna pouze pro a < 1, # > 1, jak se snadno odvodi.

Zvolime-li a = %, bude B = 4. Sitka druhého obdélnika je potom
1

Uy = :1:24—_% = %112. Pro délku z; = 6 dostaneme celoéiselnou
Sitku y2 = 1. Z (11) se vypoé&tou rozméry prvniho obdélnika x; =
= %xz = 3, y1 = 4y2 = 4. To je feSeni, které by nasel Heron.

Pokud zvolime a = %, bude 8 = -g ay; = 5%3:2. Pro zo = 20
bude y; = 3 a snadno se dopoéte z; = % -2 = 15, 1 = % -3 =28,
tedy feSeni, které vyslo Mahéavirovi.
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Obecna uloha

Lze ovérit, Ze Mahévirovo pravidlo vede k feSeni soustavy (4)
vidy, kdyZ $ > 1a § <1mnebo ¢ <1a §>1.! Obecné to viak
neni celoCiselné reSeni, tj. jako strany obdélniki mohou vychézet
i zlomky. Pokud jsou oba poméry zéroveﬁ vétsi neZ jedna, resp.
mensi nez jedna, tj. § > 1, 3 > 1, resp. § < 1, § < 1, miZeme

obdobnym zpisobem odvodit, Ze obsah druheho obdélnika je
z2y2 = 3($)(°A (5 - 92— gA+1],

resp.
Tayz = 3(2)2(4)3N[(2 - 4)2N - dX +1).

Tyto vzorce vSak obsahuji patou a nikoli tfeti mocninu poméru
obsahii. Podminka A = 43 pro to, aby bylo mozno hodnotu vyrazu
(z2 —y2)? = (z2 + y2)% — 4m2y2 odmocnit, se tudiz zméni.

Postup, ve kterém jsme vyuZili vztahy (11), lze zobecnit pro
libovolnou soustavu (4). Za pfedpokladu :L‘1 = azxz, Y1 = Py2
dostavame z druhé rovnice soustavy a3 = 4, z prvni rovnice po
jednoduchych upravach

aax—b
yz—xz'b_aﬁ. (12)

Podil v (12) musi byt kladné c':islo To nastane pro & > 2 a zéroveii
I} < , (tj.proa>2aa>¢ bc , jestliZze pouzijeme vztah af = —)
nebo pro a < mlzl(lb, bc) Pokud se zvoli o > max(z, ‘{,g) alIy=
= b—afB = b— %%, budou zbyvajici strany:

Y2 = aa — b,

z) =ab—- %

—ad __bdl
yl_c ca’

10 Pokud je % = la g <1, dospéli jsme v textu za Mahavirovym pravidlem
k obecnym predpisim (6), (7), resp. (8), (9) pro vypocet stran obdélniku.
Dosazenim do (4) se pfesvéd¢ime, Ze jsou takto popsané &tvefice feSenim
soustavy (4). Pfipad, kdy § < 1 a § > 1, pfevedeme na pfedchozi tak, Ze
zménime pofadi obdélniku.
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V préci [2] je na str. 221 uvedeno nasledujici obecné feSeni
soustavy (4) — bez ohledu na vztahy koeficienti a, b, ¢, d:

w = 55 97 [al§ - 9 -t + 4],

Y1 =a(%'%)2+:81
2= 38 [olt- £+ ] [o§- 97—t + ],
y2=a'%'%1

kde ¢éisla a, B jsou libovolna kladna racionalni ¢isla. Aby vyrazy
x1, 2 nabyvaly kladnych hodnot, musime pfidat podminku

Na zavér

Poznamenejme jesté, Ze na jiném misté Krdtkého kurzu pocetni
védy hledd Mahavira rozméry dvou rovnoramennych trojihelniki,
jejichZz obvody a obsahy jsou v daném poméru.

Uloha o dvou trojthelnicich s obvody a obsahy v daném po-
méru byla feSena i v pozdéjsi dobé, at uz indickymi matematiky
(napf. Nryana r. 1356) nebo matematiky evropskymi (Frans van
Schooten r. 1657, Johann Heinrich Rahn r. 1697 a dalsi).
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