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O LINEARNI ZAVISLOSTI

LADISLAV BERAN

Nenapadnéa soustava t¥i rovnic o tfech neznamych tvaru

z—y+z =0
2r—y—2z=0
Tx—5%5y—2 =0
feSena v R mize méné zkusSenému zakovi pripravit nemilé piekva-
peni. Zjisti-li totiz z prvni rovnice, Zze 2z = —x + y a dosadi-li do
druhé a tfeti rovnice, nalezne, Ze
0=2r—y—22z =2r—y—2(—x+vy)
0=7c—-5y—2 =Tz -5y — (—z+y).

To vede na soustavu dvou rovnic pro dvé neznamé tvaru

4 -3y =0
8z — 6y =0.

Jedna-li se o zaka, ktery je nadto neochvéjnym nasledovnikem
osvédCenych postupi, miiZze se stat, Ze pokracuje takto: z prvni
rovnice dostane x = %y a pak dosadi do druhé rovnice:

O=8m—6y=8-§y—6y=6y—6y=0,

¢imz dojde k zavéru, ze 0 = 0.2

2To pfipomina tuto historku, kterou jsem slySel na jednom setkani udi-
telli: U¢itel matematiky vejde na zadatku vyudovaci hodiny do tfidy, napise
na tabuli pfiklad, pak za¢ne sam poditat, oblas maZe a pocditd znovu. Na
konci hodiny si oddechne a vitézoslavné napise na tabuli 0 = 0 a dvakrat to
podtrhne. Vtom se ale hlisi pamétnik (tehdy Zak) s vétou ,Pane uditeli, to
jsme ale védéli uz na zacatku!”
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Vime, Ze komplikovani ivah o zadané soustavé tii rovnic je
dano tim, Ze vektory u = (1,-1,1), v = (2,-1,-2) a w =
= (7, —5, —1) jsou linearné zavislé. Tuto skute¢nost lze nahlédnout
pfimo z definice linedrni zavislosti, nebot

3-u+2-v +(-1)-w=(3,-3,3)+ (4,-2,-4) + (-7,5,1) =
= (0,0,0) =: o.

Otazkou, jak — co moZna nejuspornéji — rozhodnout, zda dané
vektory u = (a,b,c), v = (d,e,f) aw = (p,q,7) 2 T3 (kde T
znaéi né&jaké téleso, napf. R nebo C) jsou linedrné zavislé a jak
— v kladném pfipadé — nalézt bez feSeni rovnic pfislusné koefici-
enty (ve vySe uvedeném piikladé to byla &isla 3, 2 a —1) se zaby-
vame v tomto &lanku. Uvahy pracuji jen se zakladnimi vlastnostmi
dvouradovych a t¥ifadovych determinanti.

Je dobfe znamo, Ze vektory u = (a,b,¢), v= (d,e,f) a w =
= (p,q,7) z T3 jsou linedrné zdvislé nad T prdvé kdyz

a b c
A=|d e fl=0
P q T

Véta 1. Jsou-li u, v a w vySe zminéné vektory z T3, pak

e f b c b cf_ .
g ™ —lq oY +’e f w = (A,0,0); (1)
d f a c a c|_ )
’p L Rl \% +|d flw—-(O,—A,O), (2)
d e a b a b
- = (0,0, A). 3
I T A ORS  EECX S R
Dukaz. Plati
efu_lb cv+b cw_(e fa_lb cd+bc,
q q T e f q T q T e f
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e f b ¢ b c e f b ¢ b c| | _
qr“qre+ef’QTc_|qrf+e fr)_
a b c| |b b c|] |[c b c
=(|d e fl,|le e f|,|f e f|)=(4,0,0).
p q T qQ g T T q T

Zbyvajici vyroky lze dokazat podobné.

Véta 2. Nasledujici ¢tyri vyroky jsou ekvivalentni:

e f b c b c|_ ,
qru—qrv+efw—o, (1)
d f a ¢ a c|_ ;
pru—prv+dfw-o, (2')
d e a b a b

u — v + W =0 3’
P q P q d e &)
Vektory u, v a w jsou linedrné zdvisle. (4)

Poznamka 3. Utvorme matici

a b ¢ u
M:=1|d e f v ],
p g T w

kde u,v a w znadi n&jaké prvky z T. VSimnéme si, ze (1°), (2’) a
(3’) mtze byt formalné ziskano rozvinutim determinantt

b

[T %S0
g €8

S %0

a u
, |d v
D w

Q0 O

u a
e v, |d
q w| |P
podle jejich tfetiho sloupce.

Dukaz véty 2. Podle (i), plati (4’) pravé kdyz A = 0. UZitim

véty 1 1ze nahlédnout, Ze (4’) plati pravé kdyz je splnén kterykoli
z vyroki (1°), (2’) nebo (3’).
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Priklad 4. Rozhodnéte, zda vektory
u =(1,2,3),v =(6,5,4) aw=(7,8,9)

z R3 jsou linedrné& zavislé.
Res3eni. Necht

1 2 3 u
M=16 5 4 v |,
7 8 9 w

kde u, v a w znaci néjaké prvky z R. Podle poznamky 3 vyskrtneme
prvni sloupec v M a uvazujeme determinant

2 3 u
5 4 2 3 2 3
Z g v —IS 9u—‘8 9|v+’5 4Iw-—13u+6v——7w.

Podle véty 2 nyni staci zkontrolovat, zda 13u + 6v — 7w je rovno
nulovému vektoru o nebo ne.

Avsak
13u - (13, 26, 39)
6v .- (36, 30, 24)
—Tw .- (—49, —56,—63)

Sec¢teme-li vektory v obou sloupcich, nachazime, ze
13u +6v — 7w =(0,0,0) =0

a problém je feSen: Dané vektory u, v a w jsou linearné zavislé.
MiiZe se stat, Ze v8echny dvoufadové determinanty v (1’) jsou
rovny 0. Pak véta 2 fika, Ze u, v a w jsou linedrné zavislé. Je
vSak prirozené ptat se, zda muZeme zajistit cestu k netrivialni
linearni kombinaci vektorti u, v a w davajici o také v tomto pfi-
padé. Odpovéd je evidentni, jsou-li dva z téchto vektort linearné
zavislé. Existuji-li dva linearné nezavislé vektory mezi u, v a w,
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pak lze dokazat, Ze alespon jedna linearni kombinace z lineadrnich
kombinaci udanych ve vété 2 je netrivialni.

Piesnéji feceno, plati nasledujici vysledek:

Véta 5. (i) Jsou-li vektory v a w linedrné nezdvislé, pak ale-
spon jeden z determinantu

e f
q T

d f
p T

)

‘de
"Ip ¢

z ,pruniho sloupce” ve vété 2 je nenulovy.

(ii) Jsou-li vektory u a w linedrné nezdvislé, pak alespori jeden
z determinanti z ,druhého sloupce” ve vété 2 je nenulovy.

(iii) Jsou-li vektory u a v linedrné nezdvislé, pak alespori jeden
z determinantu ze ,trettho sloupce” ve vété 2 je nenulovy.

Dutikaz. (i) Pfedpokladejme naopak, Ze by platilo
er—qf=0 & dr—pf=0 & dq—pe=0. (4)

Necht v’ := (e, f,d), W' := (g, 7, p) jsou vektory, které ziskame
cyklickou transformaci vektora v = (d,e, f) a w = (p,q,7). Po-
lofme &' :=e, e i=f, ' =d, 0 = q, 4 = ¢, ¥ = p, takde
vi=(d,¢e, fyaw =(p,q¢,r"). Pak

er’' —g'f'=fp—rd=0,
a je snadno vidét, Ze také
d'r'—p/f'=0 & dlql_plelz().

Proto se vektory v/ a w’ chovaji vzhledem ke (4) podobné, jako
vVaw.

Protoze v a w jsou linearné nezavislé, je v # o. UZijeme-li
fakt, Ze uvazované vektory lze cyklicky transformovat, dospéjeme
k zavéru, Ze bez jmy na obecnosti miZeme piedpokladat, Ze d #
# 0. Necht k € T je takové, ze p = kd. Potom 0 = dr —pf = d(r —
—kf), atak r = kf. Nadto 0 = dq — pe = d(q — ke) déva q = ke.
To mé za nasledek, Ze w = kv, coZ je spor.

Vyroky (ii) a (iii) lze dokdzat podobné.
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Priklad 6. Rozhodnéte, zda vektory
u =(1,2,2),v =(3,6,4),w = (5,10, 6)
2 R? jsou line4rnd zavislé.

Reseni. Necht

1 2 2 u
M:=|3 6 4 v | (uv,weR).
5 10 6 w

Vyskrtnéme tfeti sloupec v M a uvazZujme odpovidajici determi-
nant:

1 2 u
3 6 1 2 1 2
g 160 —-|5 10u—’5 10|v+l3 le—Ou—Ov—i—Ow.

JelikoZ vztah Ou — Ov 4+ Ow = o plati evidentné, véta 2 impli-
kuje, Ze u, v a w jsou linearné zavislé.

Chceme-li nalézt netrivialni linearni kombinaci vektort u, v a
w davajici o, povSimneme si, Ze

1 2
3 4' 70
Ve shodé s vétou 5 vySkrtneme druhy sloupec v M a piseme

1 2

1
3
5 3 4

SN

3 4’ ‘1 2
u_

U
v =‘5 6 5 6'v+| lwz
w

= —2u+4v—2w = -2(u—2v + w).

Podle véty 2 tedy mame u — 2v + w = o.
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