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242 MATEMATICKA OLYMPIADA

kvalitni, klidnou $kolu. O dobrych Skolach se nebude psat v tisku,
nebudou mit GZasné atraktivni nabidku, budou mit potize, pro-
toze poctivou praci a pé¢i o zdky budou rodi¢im délat starosti.
Vim, Ze je to nerovny zapas. Ale pozor. Je to zapas o vlastni lid-
skou hodnotu, o Cest a také o déti, které jsou bezbrannou kotisti
vSeobsahlé 1zi, ve které vesele Zijeme.

Dékuji vAm za pozornost a preji vam vytrvalost a silu. Silu
k pfijeti pravdy, vytrvalost pfi jeji obhajobé.

* * *

MATEMATICKA OLYMPIADA

Ve dnech 9. - 12. 3. 2008 se v Ceskych Budgjovicich uskute¢nilo
celost4tni kolo 57. roéniku matematické olympiddy kategorie A.
Zverejriujeme zadani a FeSeni uloh, seznam vitézi a GspéSnych
feSitelll. Soudasné zvefejiiujeme tlohy prvniho kola pfistiho roc-
niku Matematické olympiaddy, kategorii A, B, C pro skolni rok
2008-20009.

Ulohy celostatniho kola 57. roéniku
matematické olympiady

Ceské Budéjovice 9. — 12. biezna 2008

1. V oboru redlnych éisel feste soustavu rovnic

z +y? =97,

y+2° =2°,

Jaroslav Svrcek
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ResSeni. Odeétenim prvni rovnice od druhé dostaneme

(*-9*) - - )+(z-y) =0,
(z—y)(z? +zy+y>-z—y+1)=0.

Druhy (¢initel je kladny pro jakdkoliv redlna éisla x a y, nebot
tay+y’ —z-y+1=3z+y)+3-12+ 3@ -1)

a zdklady vSech tfi druhych mocnin nemohou byt rovny nule sou-
Casné. Proto pro kazdé feSeni (z,y) dané soustavy musi platit
x —y = 0 neboli y = z, coZ redukuje soustavu na jedinou rovnici
z + 22 = 2% s kofeny 1 = 0 a 723 = (1 £ V/5).

ReSenimi jsou pravé t¥i dvojice (z,y), kde y = z € {0,3(1 +

Jiné FeSeni. Vyjadieni y = 23 — 22 z druhé rovnice dosadime do
rovnice prvni. Dostaneme rovnici z + (23 — 22)? = (2® — 22)3, po
Upravé

3

22 — 328 + 32" — 228 + 225 — 2zt —z = 0.

To je sice rovnice 9. stupné, ale pomizZe nam takova uvaha: pfi-
padu z = y odpovidé jediné rovnice z + 22 = 23, proto ziskany
mnoho¢len stupné 9 mus? byt délitelny mnoho¢lenem z3 — 22 — z.
Vydélenim pfejdeme k rovnici v sou¢inovém tvaru

(3 — 2% —z)(2® —22° + 22 — 223 + 222 — 2+ 1) = 0.
Druhy é&initel je vSak kladny pro jakékoliv realné &islo x, nebot
202254224~ 223+ 22—z +1 = (23-2°)°+ (2®—z)* +(z— 3)*+ 3.

Prvni slozka z kaZdého FeSeni (z,y) proto musi spliiovat rovnici
z3 — 22 — 2z = 0. Zbytek FeSeni je nasnads.

Jiné FeSeni. Jesté jednim zpluisobem dokazeme, ze x = y. Pri-
pustme, Ze existuje feSeni s vlastnosti z > y (opaény pfipad je
symetricky). Pak z rovnosti z = y3 — y? a y = 23 — 22 plyne
3 —y?>yaxd—22 <2 tedy Ply) >0a P(z) <0, kde P je



244 MATEMATICKA OLYMPIADA

polynom P(z) = z3—2%—z s rozkladem P(z) = z(z—1z2)(z—3),
pfitom zo = %(1 + \/5) >0az3 = %(1 - \/5) < 0. Nerovnosti
P(y) > 0 a P(z) < 0 znamenaji, ze plati y € (z3,0) U (z2, 00)
az € (—oo,z3) U (0,z2), coZ s ohledem na z > y lze upfesnit na
y € (z3,0) a z € (0,z;). Pfimo z y < 0 ovSem plyne nerovnost
y3 —y? <0, tedy = < 0, coZ je ve sporu s tim, Ze = € (0, z3).

2. Jsou ddny dvé kruznice k1 (Sy;71) a ko(Sa;72), pfi¢emz |S1S2| >
> r; + 9. Uvazujme libovolny trojihelnik ABC' s vrcholem A na
kruznici k; a vrcholy B, C na kruZnici ky zvolenymi tak, Ze obé
ptimky AB, AC jsou te¢nami kruznice ko. Najdéte

a) mnoZinu stfedl kruZnic vepsanych,

b) mnoZinu pruseéikl vysek

vSech takovych trojuhelniki ABC. Tomds Jurik

Obr. 1

ReSeni. a) Bod A miZe byt na kruZnici k; vybran libovolné,
body B a C jsou pak nutné body dotyku obou polopfimek s po-
Catkem A, které jsou teéné ke kruZnici k; (obr. 1). Vzhledem
k jejich symetrii je ABC rovnoramenny trojihelnik soumérny
podle pfimky AS,. Stfedem kruZnice jemu vepsané je pruselik S
useCky ASs s kruznici k9. Tento bod S totiz leZi nejen na ose thlu
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BAC, ale také na osich obou (soumérné sdruzenych) ahld ABC
a ACB, protoze podle véty o obvodovém a tsekovém thlu plati
|[XACS| = |3CBS]| a ze symetrie |[JCBS| = | BCS|. Obréaceng,
zvolime-li na kruznici k; libovolné bod S tak, aby poloptfimka S35
protala kruznici k; v aspoti jednom bodé, ktery oznacime A a ke
kterému sestrojime podle prvni véty feSeni vyhovujici trojihelnik
ABC, bude podle prfedchozich ivah bod S stfedem kruznice ve-
psané pravé takovému trojihelniku ABC. Hledanou mnoZinou je
tedy mnozina prisec¢ikd kruznice ky se vSemi useckami Sy A, kde
bod A probiha celou kruZnici k;. Je to zfejmé kratsi z obou ob-
loukd (véetné krajnich bodd) kruZnice ko, které na ni vytinaji obé
polopiimky s pocatkem Ss, jez se dotykaji kruznice k;.

b) DokéZeme, Ze hledanou mnozinou je kruznice, které je obrazem
kruZnice k; ve stejnolehlosti se stfedem S5 a kladnym koeficientem

2
2T2

A= .
15182|% — r§

Vysvétlime totiz, pro¢ ortocentrum V kazdého uvazZovaného troj-
thelniku ABC, jez z dtivodu osové soumérnosti lezi na polopfimce
Sy A (diky ostrym Ghlim ABC, ACB lezi body A, V ve stejné po-
loroviné s hranici BC), je ve zminéné stejnolehlosti obrazem dru-
hého priseciku @ polopfimky S2A s kruznici k;, ktery — stejné
jako prvni priise¢ik A — probiha celou kruznici k; (v pfipadé, kdy
se poloptfimka S A dotyké kruZnice k;, klademe Q = A). Potfebny
vztah |S2V | : |S2Q| = A dostaneme vydélenim rovnosti

1S24] - 152Q| = 518> =} & §[S2V|-|S24] =13,

které nyni zdivodnime (a tak bude cely dikaz hotov).

Prvni rovnost vyjadfuje (kladnou) mocnost bodu S; ke kruz-
nici k1. Druhé rovnost plyne z Eukleidovy véty o odvésné Sz B pra-
vouhlého trojihelniku Sy BA, protoZe stied P usecky BC' je nejen
patou vysky z vrcholu A, ale také stfedem kosoltverce CSy BV,
tudiz

’r‘% = |S2B|2 = ISQPI * |S2A| = %ISQVI * ISQAI
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3. Zjistéte, pro ktera cela kladna éisla a, b je hodnota podilu

¥+ab+a+b-1
a2+ ab+1

rovna celému ¢&islu. Martin Pandk

Reseni. UkdZeme, Ze viechny vyhovujici dvojice (a, b) jsou tvaru
(1,b), kde b je libovolné celé kladné &islo.

Oznatme X =a?+ab+1=a(a+b)+1aY =b%>+ab+a+
+b—1=(b+1)(a+b)— 1. D&li-li ¢islo X ¢islo Y, déli i ¢islo

(b+1)X —aY = (b+1)[a(a+b)+1]—a[(b+1)(a+b)—1] = a+b+1,
které tudiz jako kladny nésobek ¢isla X spliiuje nerovnost
a+b+1>X=a%+ab+1.

Odtud po zrusSeni jednotek a déleni ¢islem a + b dostaneme 1 > a,
tedy nutné a = 1.

Naopak, je-lia=1,je X =b+2aY = b%2+2b = b(b + 2),
takze X | Y plati.

4. Rovnost

2008 =1111+4 666 + 99 + 88 + 44

je rozkladem c¢isla 2008 na soucet nékolika navzajem rtznych vi-
cemistnych éisel, z nichz kazdé je zapsano stejnymi ¢islicemi. Na-
jdéte
a) aspon jeden takovy rozklad ¢isla 8 002,
b) v8echny takové rozklady ¢isla 8 002, které maji co nejmensi po-
et s¢itanch (na jejich pofadi nebereme zfetel).

Jaromir Simsa

Reseni. a) P¥ikladem hledaného rozkladu je rovnost

8002 = 3333 + 999 + 888 + 777 + 666 + 555 + 333 + 99 + 88 + 77+
+66 + 55 + 44 + 22.
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V druhé ¢&asti ukadZzeme, Ze je to jediny vyhovujici rozklad &isla
2008 na 14 séitanci a ze Zzadny takovy rozklad na mensi pocet
séitanca neexistuje.

b) Cislo tvaru aaaa, resp. aaa, resp. aa je a-nasobkem &isla 1111,
resp. 111, resp. 11. Proto kaZzdy uvazovany rozklad cisla 8 002
mizZeme po ¢aste¢ném sedteni (,stejnomistnych® séitanct) zapsat
ve tvaru

8002 =1111k + 1111 + 11m,

kde k, I, m jsou celd nezdporna ¢isla nepfevysSujici hodnotu souc¢tu
1+2+---4+9 =45 (nebot séitand ,stejnomistnd“ ¢isla maji byt
navzajem riznd).

Uvedenou rovnost pfepiSeme do tvaru

8002 = 72711+ 5 = 11(101%k + 10l + m) + I,
727::101k—+1014—nz+—£%%§.
Odtud vychéazi (s ohledem na | < 45), Ze | = 11¢ + 5, kde q €
€ {0,1,2,3}. Dostavame tak rovnost

677 = 101 -6 + 71 = 101(k + q) + 10q + m,

z niz zfejmé plyne k + g = 6 a 10¢g + m = 71. Tato soustava ma
za danych podminek jediné feSeni ¢ = 3, K = 3 a m = 41. Pro [
tak vychazi [ = 38.

K vytvoreni hledaného rozkladu zbyva rozlozit nalezena cisla
k, I, m na soucet jednoho ¢&i nékolika riznych jednomistnych séi-
tanct. Vzhledem k tomu, Ze na vybér mame pravé devét s¢itanci
9+8+7+6+5+4+3+ 2+ 1 se souctem 45, bude ziejmé
jednodussi vypsat rozklady pro k, 45 — [ a 45 — m (rozklady cisel
[ a m pak dostaneme vynechdnim nalezenych s¢itancti ze souctu
14+2+---49):

k=3=1+2,
45 - 1=T=1+6=1+2+4=2+5=3+4,
45-m=4=1+3.
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Nasli jsme vSech 2 -5 - 2 moznych rozkladi éisla 8 002, jez maji
pozadované vlastnosti a z nichz kazdy mé alesponn 1 + 6 + 7 =
= 14 séitanci, priCemz rozklad na 14 séitanct je jediny a byl
uveden v FeSeni ¢asti a).

5. Karel v jisty okamzik na svych pfesné jdoucich hodinkach zjis-
til, Ze konec velké rucicky, konec malé ruéi¢ky a vhodny bod na
kruznici ciferniku tvofi vrcholy rovnostranného trojihelniku. Nez
tento jev nastal podruhé, uplynula doba t. Najdéte nejvétsi mozné
t pro dané hodinky v zavislosti na poméru k délek obou rudicek
(k > 1), kdyZz polomér kruznice ciferniku je shodny s délkou velké
rucicky. Jaromir Simsa

Reseni. UkiZeme, Ze hledané nejvétsi t je rovno 4/11hod nezé-
visle na poméru k délek rudi¢ek. Oznaéme ¢ kruznici ciferniku, S

Obr. 2

jeji stied a M konec malé ruéicky (obr. 2). Vysvétlime nejprve,
pro¢ pri pevné poloze bodu M existuji pravé dva rovnostranné
trojuhelniky M XY s vrcholy X, Y na kruZnici ¢. ProtoZe pfimka
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SM musi byt osou tétivy XY, a tedy i osou thlu X MY, sviraji
obé pifimky M X, MY s pfimkou SM thel 30°. Proto je troj-
thelnik M XY totoZny s jednim z rovnostrannych trojihelnik
MV Va, MV3V, sestrojenych na obr. 2.

Body V; rozdéluji kruznici ¢ na ¢tyfi oblouky. Obloukim V5, V3
a V4Vi prisluseji obvodové thly VoViVz, ViVaVy velikosti 60°.
Proto podle véty o obvodovém a stfedovém thlu plati prvni dvé
z rovnosti

[IVaSVa| = |4VaSVi| = 120° a |[JViSVa| + |4 VaSV4| = 120°,

tfeti rovnost je jejich disledkem (dopoéitdnim podle plného ihlu
u vrcholu S). Plyne z ni, Ze oba stfedové thly V1SV, V35V, jsou
mensi nez 120°.

Mizeme si predstavit, ze mald rucicka hodinek je nehybné
a velkd rucicka se kolem stfedu S ot4ci thlovou rychlosti (360 —
—30)° = 330° za hodinu. Jak jsme zjistili, zkoumany jev nastane,
pravé kdyz konec V velké rucicky splyne s jednim ze ¢tyt bodu V.
Mezi dvéma po sobé jdoucimi jevy se proto velkd rucicka otoci
o thel, ktery ma ve dvou pfipadech velikost 120° a ve zbylych
dvou ptipadech velikosti [JV;SVa| a |4 V3SVy|, které jsou mensi
nez 120° (a zavisi na poméru k). Nejdelsi doba ¢t je tedy na po-
méru k nezavisla a je rovna 120/330hod.

6. Urcete nejvétsi redlné Cislo p a nejmensi redlné ¢islo g, pro néz
nerovnosti

2 a+ty "
P ., 1
plati v libovolném trojihelniku ABC se stranami a, b a téZnicemi
S Pavel Novotny

Reseni. UkdZeme, Ze hledand &isla jsou p = 1/4 a ¢ = 4. Stadi

pouze zdiivodnit, Ze ¢ = 4 (pak totiz p = 1/4, nebot zdména stran

a, b méni hodnotu zkoumaného zlomku na pfevricené ¢islo).
Podle trojihelnikovych nerovnosti plati

%a<b+ta a %tb< %ta+%b.
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Prvni nerovnost vynasobime dvéma, druhou tfemi a pak je se-
éteme:

a+tp < (2b+ 2t,) + (2ta + 3b) = Zb+ 4ty < 4(b+tq).

Pozadovanou vlastnost ma tedy kazdé ¢islo ¢ > 4; ukaZeme jesté,
Ze ji nema zadné &islo g < 4. K tomu uvdZime rovnoramenny troj-
thelnik ABC, ve kterém a = c=1ab € (0,2) (takovy trojihelnik
existuje pro libovolné b z uvedeného intervalu). Z obecnych vzorca

a 4 ) b — 4
dostaneme t, = —;-\/1 +2b2 aty = %\/4 — b2, odkud

a+ty 2+vV4-02
b+te 2b4+ 1+ 262

Posledni zlomek muZze byt pro malé kladné b libovolné blizky
¢islu 4. Vysvétlime to takto: zvolime-li ¢ > 0, pak pro vSechna
dostate¢né mala kladna b soucasné plati

Va—b02>2—¢, 2b<e a V1+202<1+e¢,

takze
a+ty 4 —€

> )
b+t, 1+ 2

a je snadné vybrat € > 0 tak, aby byl posledni zlomek vétsi nez
jakékoliv pfedem zvolené ¢ mensi nez 4. Staéi, aby platilo

4—q
1+2q

£ <
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ZADANI PRO SKOLNI ROK 2008-2009
Kategorie A

A-I-1. V oboru redlnych cisel feSte soustavu rovnic

2sinz cos(z + y) + siny = 1,
2sinycos(y + z) + sinz = 1.

Jaroslav Svréek

A-I-2. Je dén tétivovy EtyFahelnik ABCD. Dokazte, Ze spojnice
pruseciku vysek trojuhelnik-u ABC' s prisec¢ikem vysek trojihelnik-

u ABD je rovnobézna s pfimkou CD. Tomads
Jurik
A-I-3. Najdéte vSechny dvojice pfirozenych ¢isel z, y takové, ze
2
T
je prvocislo. Jan Mazdk
-ty

A-I-4. Uvazujme nekone¢nou aritmetickou posloupnost
a,a+d,a+2d,..., (%)
kde a, d jsou pfirozend (tj. kladné celd) ¢isla.

a) Najdéte ptiklad posloupnosti (x), kterd obsahuje nekone¢né
mnoho k-tych mocnin pfirozenych ¢isel pro vSechna k =
=2.3,...

b) Najdéte ptiklad posloupnosti (x), kterd neobsahuje Zddnou
k-tou mocninu pfirozeného ¢isla pro zadné k = 2,3, ...

c) Najdéte pfiklad posloupnosti (), kterd neobsahuje Zddnou
druhou mocninu pfirozeného ¢isla, ale obsahuje nekonec¢né
mnoho tfetich mocnin pfirozenych ¢isel.

d) DokaZte, Ze pro vSechna pfirozend &isla a, d, k (kK > 1)
plati: Posloupnost (*) bud neobsahuje Zzadnou k-tou moc-
ninu pfirozeného ¢isla, anebo obsahuje nekoneéné mnoho
k-tych mocnin prirozenych déisel. Jaroslav Zhouf
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A-I-5. V kazdém vrcholu pravidelného 2008ihelniku lezi jedna
mince. Vybereme dvé mince a pfemistime kazdou z nich do sou-
sedniho vrcholu tak, Ze jedna se posune ve sméru a druhd proti
sméru chodu hodinovych ruéi¢ek. Rozhodnéte, zda je mozno timto
zpusobem vSechny mince postupné pfesunout:

a) na 8 hromadek po 251 minci,
b) na 251 hromadek po 8 mincich. Radek Horensky

A-I-6. Je dan trojihelnik- ABC. Uvnitf stran AC, BC jsou dany
body E, D tak, ze |AE| = |BD|. Oznaéme M stfed strany AB a P
prusedik pfimek AD a BE. Dokazte, Ze obraz bodu P v stfedové
soumérnosti se sttedem M lezi na ose thlu ACB. Jan Mazdk

KATEGORIE B

B-I-1. Na tabuli je napsdno ¢tyfmistné ¢islo délitelné osmi, jehoz
posledni é&islice je 8. Kdybychom posledni ¢islici nahradili ¢islici 7,
ziskali bychom ¢islo délitelné deviti. Kdybychom vsak posledni ¢is-
lici nahradili é&islici 9, ziskali bychom ¢islo délitelné sedmi. Urcete
¢islo, které je napsané na tabuli. Peter Novotny

B-I-2. Urdete vSechny trojice (z,y,z) realnych éisel, pro které
plati

2?4+ 2y =y + 2%,

z2+zy=y2+m2.
Jaroslav Svrcek
B-I-3. Na strané BC, resp. C' D rovnobézniku ABC'D uréete body -
E, resp. F tak, aby usetky EF, BD byly rovnobéZné a trojihel-

niky ABE, AEF a AFD mély stejné obsahy.
Jaroslav Zhouf
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B-I-4. Na desce 7 x 7 hrajeme hru lodé. Nachézi se na ni jedna lod
2 x 3. MiZeme se zeptat na libovolné poli¢ko desky, a pokud lod
zasahneme, hra kondi. Pokud ne, ptdme se znovu. Urcete nejmensi

polet otazek, které potfebujeme, abychom jisté lod zasahli.
Jdn Mazdk

B-1I-5. Trojuhelniku ABC je opsana kruZnice k. Osa strany AB
protne kruznici k v bodé K, ktery lezi v poloroviné opac¢né k po-
loroviné ABC'. Osy stran AC a BC protnou pfimku CK po fadé
v bodech P a Q. Dokazte, Ze trojuhelniky AKP a KB(Q jsou
shodné. Leo Bocek

B-I-6. Najdéte vSechny dvojice celych ¢&isel (m,n), pro néz je
hodnota vyrazu
m+3n—1

mn+2n—m — 2
celé kladné ¢islo. Vojtech Badlint

KATEGORIE C

C-I-1. Honza, Jirka, Martin a Petr organizovali na nameésti sbirku
na dobrodinné uéely. Za chvili se u nich postupné zastavilo pét
kolemjdoucich. Prvni dal Honzovi do jeho kasicky 3 K¢, Jirkovi
2 K&, Martinovi 1 K¢ a Petrovi nic. Druhy dal jednomu z chlapci
8 K¢ a zbylym tfem nedal nic. Tteti dal dvéma chlapciim po 2 K¢
a dvéma nic. Ctvrty dal dvéma chlapcim po 4 K¢& a dvéma nic.
Paty dal dvéma chlapcim po 8 K¢ a dvéma nic. Poté chlapci
zjistili, Ze kazdy z nich vybral jinou ¢astku, pfi¢emz tyto tvori étyri
po sobé jdouci pfirozend éisla. Ktery z chlapcG vybral nejméné
a ktery nejvice penéz? Peter Novotny

C-I-2. Pravouihlému trojuhelniku ABC' s pfeponou AB je opsana
kruznice. Paty kolmic z bod A, B na te¢nu k této kruznici v bodé C
ozna¢me D, E. Vyjadrete délku tse¢ky DFE pomoci délek odvésen
trojuhelniku ABC. Pavel Leischner
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C-1-3. Najdéte vSechna ¢tyfmistna ¢isla n, kterd maji nasledujici
tfi vlastnosti: V zapise ¢isla n jsou dvé ruzné Cislice, kazd4 dva-
krat. Cislo n je délitelné sedmi. Cislo, které vznikne obracenim
poradi ¢islic ¢isla n, je rovnéz ¢tyFmistné a délitelné sedmi.
Pavel Novotny

C-I-4. Je déan konvexni pétithelnik ABCDE. Na polopfimce BC
sestrojte takovy bod G, aby obsah trojuhelniku ABG byl shodny
s obsahem daného pétithelniku. Lucie RuzZickova

C-I-5. Z mnoziny {1,2,3,...,99} vyberte co nejvétsi pocet ¢i-
sel tak, aby soucet Zaddnych dvou vybranych ¢isel nebyl ndsobkem
jedenécti. (Vysvétlete, pro¢ zvoleny vybér méa pozadovanou vlast-
nost a pro¢ zadny vybér vétsiho podtu é&isel nevyhovuje.)
Jaromir Simsa

C-I-6. Dokazte, Ze pro libovolné rizna kladné éisla a, b plati

a+b - 2(a? + ab + b?) - a? + b?
2 3(a+b) 2

Jaromir Simsa



