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TEORIE GRAFU, MOBIUV LIST A
LOGO KMDM PEDF UK

MILAN KOMAN

Népad vytvorit logo katedry matematiky a didaktiky matema-
tiky Pedagogické fakulty UK vznikl v roce 1992. Moje predstava
byla navrhnout takové logo, které by kromé zajimavého grafického
a estetického ztvarnéni mélo i své matematické jadro. P¥i hledéni
loga jsem se nechal inspirovat svymi pracemi ze Sedesitych a se-
dmdesatych letech minulého stoleti vénovanych studiu priseéiko-
vych ¢&isel grafi. Vysledkem bylo logo (obr. 1) ¢asto oznacované
pracovniky katedry jako ,desetithelnik“. V dal$im uvedu, jaké
hlubsi matematické jadro se skryva pod timto ,desetitthelnikem®.

Obr. 1

Ptfedem si pfipomerime pojem prisecikového é&isla. Pruseéi-
kovym ¢islem cr(G) grafu G pro danou topologickou plochu ¥
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(napf. pro eukleidovskou rovinu, anuloid, projektivni rovinu, Klei-
novu ldhev, atd.) rozumime ¢islo uddvajici nejmensi mozny pocet
priseéikt hran grafu G pfi jeho vnofeni do plochy ¥ (tj. pfi na-
kresleni na plose ¥).

Napftiklad iplny graf Ky a uping sudy graf K33 (zndmy jako
graf znézortiujici Glohu ,,0 tfech domech a tfech studnich“) maji
podle Kuratowského! véty z roku 1930 pro eukleidovskou rovinu
prusecikové ¢islo rovné 1. Jinymi slovy kresby obou téchto grafi
maji v eukleidovské roviné (obr. 2a,b) vZdy nejméné jeden priise-
¢ik hran.

3,3

Obr. 2a,b

Ve svych pracich jsem studoval prisedikova ¢isla uplnych
grafi K, na tfech plochéch, na eukleidovské roviné (spolus J. Blaz-
kem, [1]) a na projektivni roving a na Kleinové& 14hvi [2]. Moji in-
spiraci pro logo katedry matematiky a didaktiky matematlky byl
obréazek 3a, obsaZeny v citované préaci [2].

Ten ukazuje vnofeni Gplného grafu K¢ do projektivni roviny,
ktera vznikne tak, Ze ztotoznime dvojice protéjSich vrchold pravi-
delného desetitthelniku U;g = 123451/2'3’4’5’. Pfitom ztotoZnime
i protilehlé strany desetiihelniku Uyy.

Obrazek 3a ilustruje skute¢nost, zZe prisecikové ¢islo grafu K
pro projektivni rovinu je rovno 30 (tj. graf K9 ma v projektivni
roviné asponi 30 priseéiki). (Viz Koman [2]).Vynechdme-li v ob-
razku 3a vSechny protinajici se hrany, vznikne obrazek 3b, ktery

1Polsky matematik Kazimierz Kuratowski (1896—1980)
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Obr. 4a,b,c

ukazuje, ze v projektivni roviné lze pravidelny graf Py tfetiho
stupné s deseti uzly a se Sesti pétitthelnikovymi oblastmi nakres-
lit bez prusecik. MiZe prekvapit, Ze graf Pyg (zndmy Peterseniv
graf — viz obr. 4a), je mozné nakreslit v projektivni roviné (viz
obrézek 4b) bez priselikti. Obrazek 4b vSak naznaduje, Ze pru-
seCikové Cislo Petersenova grafu v eukleidovské roviné je rovné 2,
zatimco v projektivni roviné (viz obr. 4b) je rovné 0.

V projektivni roviné je dudlnim grafem? k Petersenovu grafu

2Dualni graf ke grafu na obrazku 3b sestrojime takto: Graf na obr. 3b
se skldda z Sesti pétitihelniki. Kazdy z nich sousedi jednou hranou se vSemi
zbyvajicimi pétitithelniky. V kazdém zvolime jeden vrchol hledaného duélniho
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tplny graf Kg3 (obr. 4c, jeho hrany jsou vyznadeny éarkovang).
Tento graf je sestrojen v projektivni roviné bez priseéikd hran a
proto je jeho priseéikové ¢islo v projektivni roviné rovné nule.

Vratme se jeSt& na okamzik k pojmu projektivni rovina. Ro-
zumime ji uzavfenou , jednostrannou“ (tj. neorientovatelnou)
plochu bez okraje, kterd méa eukleidovskou charakteristiku
ep = 1.

V naSem pfipadé ur¢ime hodnotu eukleidovské charakteris-
tiky projektivni roviny snadno pomoci kresby Petersenova grafu
(obr. 3b). Podet jeho uzlt u = 10, podet jeho hran je h = 15 a
pocet pétithelnikovych oblasti, na které déli tuto rovinu je o = 6.
Pro tyto hodnoty plati

u—h+o=1.

Eukleidovska charakteristika e, projektivni roviny je rovna pravé
strané této rovnosti, tj. e, = 1. Zbyva ukazat, Ze jde o jednostran-
nou plochu. To ukdzeme v dalSim.

Podivdme-li se znovu na obrazek 3a zndzornujici graf Kq, asi
si dost tézko predstavime, jak miZeme v praxi modelovat slepeni
protéjsich vrcholli a protéjsich stran pravidelného desetitihelniku
Ui = 123451'2'3'4'5’ tak, aby vznikla projektivni rovina.

UkézZeme si, jak lze tento problém asporn Castecné feSit. Pro
lepsi ndzornost zvyraznime na obrazku 3a jeho hrany tvorici pétiua-
helniky a obarvime prostfedni pétitihelnik (obr. 5a). Pak jej spoji-
tou deformaci postupné pfeménime na obdélnikovy pés (obr. 5b,c).

Nakonec obdélnikovy pas z obrazku 5c slepime do tvaru M&-
biova listu? (obr. 6). Slepime odpovidajici vrcholy a tsecky na
svislych strandch obdélniku. Dostaneme jednostrannou plochu. Po
tomto slepeni zbylé dvé vodorovné (neslepené) strany vytvon je-
dinou uzavienou ¢éru (,,deformovanou“ kruznici).

grafu. Jeho vrcholy spojime hranou, pravé kdyz lezi v sousednich pétiahelni-
cich.

3http://mathworld.wolfram.com/RealProjectivePlane.html

4Moebitiv list objevili v roce 1858 na sob& nezivisle dva némedéti ma-
tematici August Ferdinand Mébius (1790-1858) a Johann Benedict Listing
(1808-1882).
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Obr. 5a,b,c

Ze sestrojeného Mobiova listu vznikne projektivni rovina za-
lepenim jeho okraje kruhovou plochou (resp. plochou, ktera je
homeomorfni s kruhem.)

MizZeme shrnout:

Logo katedry matematiky je modelem projektivni roviny,
do které je vnofen uplny graf Ko, jehoZ pét ,,vnitFnich*
hran je prekryto textem ,KM + DM¢*. Jde o vnofeni
uplného grafu K;o do projektivni roviny s minimadlnim
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Obr. 6

pocétem pruseciku hran rovnym cislu 30.
Pro srovnéni pfipomernime, v eukleidovské roviné mé tento graf
nejméné 60 priseciki.
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Obr. 7 Obr. 8

Ve zbylé ¢asti si ukdZeme, Zze Mobiav list je uziteény i pfi stu-
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diu Kleinovy ldhveS. Nejznamé&jsi model Kleinovy lahve je na ob-
rézku 7 (viz téZ [4]). MiZeme si predstavit, Ze tento model vznikne
ze zuzujici se ,hadice“. Jejim tenéim koncem ,propichneme“ ha-
dici pobliz tlustého konce a protdhneme dale. Pak tenky konec
roztdhneme a slepime s tlust$im koncem ptivodni hadice.

Kleinovu ldhev vSak mutZeme sestrojit i jinymi zptsoby. Jiny
model je na obrazku 8 a byl pouzit v préci [2]. Sklada se ze dvou
ruzné Srafovanych mnohothelniki na obr. 8. Kleinova lahev pak
vznikne z tohoto obréazku slepenim dvojic stejné odislovanych vr-
cholii, jednak ,vnéj$iho“ osmiuhelniku a jednak ,vnitiniho“ de-
setithelniku. Vlastni slepeni provedeme postupné, podobné jako
v ptripadé projektivni roviny, kdyZ jsme pravidelny desetitihelnik
z obrazku 5a transformovali na Mobitv list z obrazku 5c.

1 4
—k B>
= 7 ==\
6 a
i 9 5 g .....
. -~ = 2
4 — 1

Obr. 9a,b

Nez k tomuto slepeni prikroéime, ukaZzeme si, Ze Kleinova lahev
mé eukleidovskou charakteristikou rovnou 0. Je tedy (jak jsme uz
poznali dfive) o 1 mensi neZ eukleidovskéd charakteristika projek-
tivni roviny, ktera je rovna 1. Mizeme se o tom presvédcit pomoci
grafu na obrazku 8. Podet jeho uzld je u = 9, pocet jeho hran je
h = 11 a pocet jeho oblasti (dva rizné Srafované mnohothelniky)

5Kleinova ldhev byla poprvé popséna v roce 1882 némeckym matematikem
Felizem Kleinem (1849-1925).
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je o = 2. Pro tyto hodnoty plati
u—h+o=9l—11+2:0,

coz dokazuje, Ze eukleidovska charakteristika ex Kleinovy ldhve
je skute¢né rovna 0.

Nyni pfistoupime k postupné tpravé obrazku 8. Nejdfive na
ném dokreslime uplny graf Ky, ktery bude mit minimalni pocet
priseciki a to devét. Dostaneme obrazek 9a. Hrany bez prise-
¢iklt jsou na ném nakresleny plné, hrany s priseciky ¢arkované.
MiZeme se presvéddit, Ze priseciki je skutecéné 9.

Nyni, stejné jako v pfipadé projektivni roviny vynechame
vSechny hrany, na kterych lezi priseciky. Dostaneme obrazek 9b,
ktery pfedstavuje vnofeni pravidelného grafu G ¢tvrtého stupné
(z kazdého uzlu vychézeji pravé 4 hrany) s deviti uzly a deviti
¢tyfihelnikovymi oblastmi (z nich 3 jsou Srafovdny a 1 je obar-
vena $edivou barvou).

Jako druhy krok vystfihneme z obrazku 9b ¢tyfuhelnik 1594 —
obrazek 10a. Zistane ,limec” sloZeny z osmi ¢tyfihelnikd, ktery
spojitou deformaci ,narovndme“ do obdélnikového tvaru, obra-
zek 10b.

Ve tfetim a ¢tvrtém kroku postupné presuneme body 9 a 5 a
také body 4 a 1 podle obrazki 10c a 10d.

V patém kroku ,, promackneme* oblouky na levé a pravé strané
smérem do stfedu — obrazek 10e. Ve vSech krocich provadime spo-
jité deformace tak, aby se Zadné dv& hrany grafu G neprotaly.
Posledni obrazek 10e je pfipraven na slepeni do tvaru dvojitého
Mébiova listu. Vidime jej na obrazku 11. Slepujeme pfitom dvo-
jice stejné oznacenych bodi.

Dvojity Mobitav list méa stejnou vlastnost jako jednoduchy Mo-
bitv list. Jeho okraj tvofi jedna jedind uzaviend kruhova E&ara.
Snadno se o tom miZete presvéddit, ,pojedete-li“ bez pferuseni
prstem po okraji tohoto dvojitého Mobiova listu, vratite se opét na
vychozi misto a pfitom ,projedete” kazdym bodem tohoto okraje.
Tato kruhové ¢éara tvori hranici ,kruhového* otvoru v plose dvoji-
tého Mobiova listu. Tento otvor odpovidé hranici pivodné vyftiz-
nuté ,Etvercové” oblasti 1594 z obrazku 10a. ,,Zalepime-li“ dvojity



206 MiLAN KOMAN

Mobitav list touto ,Etvercovou“ oblasti, vznikne Kleinova lahev,
viz napf. [2] a na ni pravidelny graf G. Doplnime-li v ném thlo-
pricky vSech ¢tyruhelnikovych oblasti, dostaneme model tplného
grafu Ky s deviti priseciky.

Uvedeme jesté jednu zajimavou vlastnost dvojitého Mobiova
listu. Na obrdzku 12a je znazornén dvojity Mobiav list (jesté pFed
slepenim) se dvéma rovnobéznymi te¢kovanymi arami. Zda se, ze
kdyz slepeny dvojity Mobiuv list rozstfihneme podél obou tecko-
vanych ¢ar, rozpadne se na tfi samostatné ¢asti. Ale ... Zkuste
to prozkoumat.

Rozstiihneme-li dvojity Mobitv list podle zkfiZzenych teckova-
nych ¢ar na obrazku 12b, muze se zdat, Ze se dokonce rozpadne
na Ctyri samostatné ¢asti. Ale ... Zkuste to opét prozkoumat.

* ) S ¢

Jako doplnék pfispévku uvedeme pro porovnani tabulku pri-
seCikovych ¢isel Gplnych grafi K, pro n < 10 v eukleidovské a
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Obr. 12a,b

projektivni roviné, na Kleinové ldhvi a na anuloidu.

n 5 6 7 8 9 10
Eukleidovskd rovina |1 3 9 18 36 60
Projektivni rovina 0O 0 3 9 18 30
Kleinova ldhev 0 01 4 9 216
Anuloid O 0 0 4 9 27

Podrobnosti jsou v préci [2], kde lze najit odkazy na dalsi
literaturu, napf. na price P. Erdose, R. K. Guye, F. Hararyho,
A. Hilla, J. Blazka, A. Saatyho, K. Zarankiewizce, H. Harbortha,
J. W. Moona, T. Jenkynse, J. Schaera.
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