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SOUSTAVY ALGEBRAICKYCH ROVNIC

MARTINA ERNESTOVA

Pfi hodinach matematiky vénovanych soustavam rovnic nebo
tlohdm na né& vedoucim se na stifedni $kole vétSinou setkdvame
pouze se soustavami linedrnich rovnic, soustavami sestavajicimi
z linearnich rovnic a jedné rovnice vyssiho stupné, piipadné s jed-
noduchymi soustavami nealgebraickych rovnic, které je mozno na
predchozi typy prevést. Pozdéji se pfi vyuce analytické geometrie
re$i soustavy algebraickych rovnic druhého stupné. Soustavy alge-
braickych rovnic vyssiho stupné a s vice neznamymi (asto s para-
metry) se ¢as od €asu vyskytuji v matematické olympiadé; k vy-
feSeni je nutno pouzit néjakého triku, protoze metoda, ktera by
vzdy vedla k cili jako Gaussova eliminace, neni studentiim znama.

V tomto ¢lanku se pokusime pfibliZzit obecnou metodu pro
feSeni soustav algebraickych rovnic, metodu Grébnerovych bazi,
a poukdZeme na moznosti vyuziti matematického softwaru pro je-
jich vypocet.

Nésledujici soustava dvou rovnic o dvou nezndmych predsta-
vuje alohu, s kterou se béZné setkdvame v uéebnicich pro 3. roénik
tyfletych gymnézii — nalezeni priiseéiki dvou kuzeloseéek. Uloha

vvvvvv

tému nejen posunuty, ale i pootoceny.

r? +2zy — 8y — 6+ 18y — 7 =0, (I)
222 — 52y — 10y%? — 3z + 9y + 7 = 0.

Pri¢tenim (—2)-nésobku prvni rovnice k druhé dostaneme rovnici,
ktera je v nezndmé x linearni:

3zy -3z —2y2 +9y —7=0.
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Jestlize je y # 1, pak miZeme za z dosadit do nékteré z rovnic
v (I) vyraz
202 -9y +7 1
snadno pak najdeme FeSeni prislusné kvadratické rovnice s neznéa-
mou ¥y i jemu odpovidajici hodnoty z:
[mlv yl] = ["'37 _1]’ [$2,y2] — [_11 2]
Jestlize je y = 1, pak jsou po dosazeni obé rovnice soustavy (I)
kvadratickymi rovnicemi s nezndmou z; snadno ziskdme reSeni
[xS, y3] == [33 1], [1‘4,3}4] = [17 1]
Soustava (I) m4 tedy &tyti feseni:! [-3, -1],[-1,2],[3,1], [1,1].2

Zkusme nyni vyftesit obtiznéjsi ulohu:
3+ 22y—y3 =1, (IT)
3 — 2zy? + 4y% = 5.

Odectenim rovnic soustavy (II) jednodussi rovnici neziskdme. Po-
kusme se odstranit absolutni ¢leny pri¢tenim 5-nasobku prvni rov-
nice ke druhé:

623 + 522y — 22y — 4> =0
Postupnymi Gpravami zjistime, Ze polynom na levé strané rovnice
je soucinem t¥i linearnich Ciniteli:

62 + 5xly—y2(2z + ) =

=z22r+y) +42’(z +y) -’ Rzr +y) =

= (z+y)(z - y)2z +y) + 42’ (z +y) =

= (z +y)(62® — 2zy + 2y — ¢°) =

= (z + y)(6z? — 3zy + 2zy — y°) =

= (z+y)Bz +y)(2z — y).

1Pro n-tici redlnych &isel, ktera je feSenim dané soustavy o n neznamych,
budeme uzivat také terminy koten soustavy a nulovy bod polynomui prislus-
nych soustavé.

2)de o prusediky dvou kuZelosedek; rtiznobéfek z +4y =7, z — 2y = —1
a hyperboly (25x — 5y — 24)2 — 105(z + 5y — 2)2 + 1664 = 0.
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Snadno najdeme FeSeni soustav

3+ 2y —y3 =1, 3 + 22y —yd =1,
3+ 2%y —yd =1,
2z —y=0.

Soustava (II) tedy ma t¥i feSeni:

UvaZujme nyni soustavu

22° +zy —z +y° = -1, (I11)

a:zy—:cy+y2=1.

TtebaZe je to soustava pouze dvou rovnic o dvou neznamych, pa-
trné se ndm hned nepodafi najit vhodnou kombinaci jejich rovnic,
kterd by vedla ke zjednoduseni vypoc¢tu. Dosazenim x = 0 do sou-
stavy (III) zjistime, Ze dvojice [0, —1] je jejim FeSenim. Pokusme se
tohoto poznatku vyuZit pro vyfeSeni soustavy (III) nebo alespori
k nalezeni dalSich kofent této soustavy.

Kofenovi ¢initelé odpovidajici nulovému bodu [0, —1] jsou po-
lynomy z, y + 1. Polynomy f;, f» pfislusejici soustavé (III) proto
mizeme zapsat jako jejich kombinace:

fi=2+zy—z+y¥¥+1=zq1+ (y+1)g2 =
=z +y-1)+y+1)E*-y+1)
fo=2?y—zy+y’ —l=zg3+(y+1)gu =
=z(@y—y)+@y+1)(y—1)
Je to jistd obdoba Bézoutovy véty: prvek a je nulovym bodem
polynomu f(z) pravé tehdy, kdyZ existuje polynom g(z) takovy,

ze f(z) = (r—a)q(z). ProtoZe ma polynom f(z) = 2% —z2—4z+4
nulovy bod 2, je f(z) ,kombinaci“ kofenového &initele z — 2, tj.
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jeho nasobkem: f(z) = (z—2)(z?+z—2). Pfedchozi vztah miZeme
také charakterizovat pomoci déleni polynomi; jestlize je ¢islo 2
kofenem rovnice f(z) = 0, pak lze polynom f(z) beze zbytku
vydélit polynomem z — 2. V tomto ohledu ukazuji vySe uvedené
kombinace kofenovych &initeld = a y + 1, Ze polynomy f1, f2 je
mozno vydélit beze zbytku dvojici polynomt z, y + 1.

Poznamenejme na tomto misté dileZitou véc tykajici se uspo-
fadani ¢lent v polynomech. Jako samozfejmé ptijmeme, Ze

l1<z<z?<23<....

Podobné uspotfadejme é&leny® kazdého polynomu dvou neuréitych
x,y relacemi

1<y<y?<yP<...<zx<zy <z’ <
<zyd<... <2t <2ty <22yt <P <. ...
Tento Fetézec relaci dostaneme, kdyz kazdy ¢len 1, z, z2, ...
prvniho Fetézce ,vynasobime® fetdzcem 1 <y < %2 < y3 < ....
V naznaceném uspofadani jsou Cleny tim vétsi, ¢im vys$si moc-
ninu neurcité z obsahuji. JestliZe ma neurditd z v daném clenu
stejnou mocninu jako v jiném ¢lenu, pak rozhoduje mocnina ne-
uréité y. Takové usporddani se nazyva lezikografické. Vedoucim
¢lenem polynomu budeme rozumét jeho nejvétsi ¢len pii daném
uspotadéni. Cleny v polynomu vzdy uspofdddme lexikograficky
od nejvétsiho k nejmensimu. To je dilezité predevsim pfi déleni
polynomi.
Kdybychom pfirozené usporddani ,mirné narusili“ a zavedli
usporadani
1<z2<zx<2° <x4-<x5...,

pak by déleni

3Pfesnéji fe¢eno usporddadme jen tzv. termy (soudiny z*y?, 1,5 =0,1,...,
neurcitych z, y), ¢imZ bude déno i uspofadani &lent v polynomu. Koeficienty
nemaji na usporadani ¢lenti v polynomu vliv.

4Souciny mocnin neuré&itych z,y, obecnéji vyrazy m’fl .1r:'2C2 ...xkn je mozno
usporadat mnoha dal$imi zplsoby. V ¢lanku budeme pouZivat pouze lexiko-
grafické usporadani, které se zda byt nejprirozenéjsim.
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(z*—z+222+1): (z+22-3) =23 -z + -
—zf — 25 4 323

—25 4328 —z+222+1

z5 4 28 — 324

28— 32 + 33 — 24+ 222 + 1

piredstavovalo nekoneény proces.

Vsimnéme si, Ze vyjadfenim polynomu f;, f2 jako kombinaci
kofenovych Cinitelt z, y + 1, tj. vydélenim f;, fo uvedenymi &ini-
teli, dostaneme ,,podily*

n=2"+y—-1, @2=9"-y+1, s3=ay—-y, a=y—1,

jejichZ vedouci &leny 2z2%, y?, zy, y jsou mensi nez vedouci &leny
2z3, 2%y polynomt f1, fo.

V pfipadé, Ze rovnice f(z) = 0 ma kofen a, jsou vSechny jeji
dalsi kofeny nulovymi body polynomu, ktery je podilem f(z) a ko-
fenového Cinitele z — a. (Ve vySe uvedeném piikladu mé rovnice
z® — 2% — 47 + 4 = 0 vedle nulového bodu 2 jen kofeny, které jsou
nulovymi body polynomu z? + z — 2, tj. &sla 1 a —2.) Podobné
bychom mohli oekéavat, Ze dalsi kofeny soustavy (III) dostaneme
vyfeSenim soustavy

(IILA) ¢ =222 +y—-1=0,
@2=y"-y+1=0,
@B=zy—y=0,
ga=y—-1=0.

Pti TeSeni soustavy rovnic s vice nezndmymi musime byt opatr-
néjsi. Z kombinaci

Hh=zQRz?+y-1)+ @+ 1)@ -y+1),
f=z(zy—y)+ @y +1)(y—-1)

kofenovych Ciniteld x, y + 1 miZeme totiZ sestavit jesté jiné sou-
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stavy, jejichz kofeny by mohly byt FeSenim soustavy (III):

(IILB) =0, (ILC) y+1=0,
=y’ -y+1=0, q=2z4+y-1=0,
ga=y—-1=0, g3 =zy—y=0.

Soustavy (III.A) a (III.B) nemaji feSeni. Posledni soustava ma
kofen [1,—1]; ,podily“ qi1, g3 miZeme zapsat jako kombinace ko-
fenovych Ciniteld x — 1, y + 1:

n=2r4+y-1=2(z-1)(z+1)+ (v +1),
g3 =y(zr —1),

a tedy i polynomy f;, fo mohou byt zapsany jako kombinace po-
lynomt z — 1, y + 1. Dvojice [1,—1] je proto FeSenim soustavy
(I11).

Postup, kterym jsme na$li dali kofen soustavy (III), je méné
vhodny pro soustavy s vétsim pocétem neznamych. Navic nevime,
zda dvojice [0, —1], [1, —1] pfedstavuji vSechna (redlnd) Feseni sou-
stavy.

Vénujme se nyni problému feSeni obecné soustavy

fl(xlaxzv"-,xn) =O’
f2($1,$2,.--,$n)= ) (IV)

kde f1, f2,..., fm € R[z1,Z2,...,2,]; symbolem Rz, z2,...,Z,]
rozumime okruh vSech polynomid neuréitych z;,zs,...,x, nad
télesem redlnych d&isel, tj. fi, f2,..., fm jsou polynomy neurdci-
tych z1,x2,...,x, s redlnymi koeficienty. Pfedné si uvédomme,
ze kazdé feSeni [y, a2, ..., an] soustavy (IV) je zdroverti FeSenim
libovolné kombinace

kifi+kafat+...+kmfm=0
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rovnic této soustavy, kde k; € R[z;,z2,...,Z,]. MnoZinu vsech
takovychto kombinaci nazyvime idedlem okruhu Rz, z2, ..., Zx]
generovanym polynomy f1, fa2,..., fm; piSeme

J= <f1af2a"°,fm> CR[xlax27-",xn]'

Reseni (a1, ag, ..., a,] soustavy (IV) je tedy rovnéz fesenim sou-
stavy tvorené nekonefné mnoha rovnicemi; pfislu$né polynomy
jsou vSechny prvky idedlu J = (f1, f2,.. ., fm)-

Kofreny soustavy (I) jsou nulovymi body libovolného polynomu
z idealu
R = (p1,p2),
kde

P1 =x2+2xy—8y2—6x+18y—7,

p2 = 222 — 5zy — 10y? — 3z + 9y + 7.
Z postupu FeSeni soustavy (I) je zfejmé, Ze jsme nasli kofeny sou-
stavy

(') —2p1+p2=0, nebo I’) —-2p1+p2=0,
P1 = 0, P2 = 0.

Reseni soustavy (II), tj. nalezeni nulovych bodd vSech poly-
nomu idealu
L= {q,q)= (> +r2y—y> -1, 23 - 2zy% + 4% +5),
jsme nahradili feSenim soustavy
(Ir) a1 =0,
9q1 +¢2 =0.

Soustavy (I’), (I”), resp. (II’), jejichZ vyfeSeni je snazsi, jsou
ekvivalentni s pivodnimi soustavami (I), resp. (II). Ekvivalent-
nost soustav (I), (I’), (I”) a (II), (II’) miZeme pomoci idedl ge-
nerovanych pfislusnymi polynomy zapsat jako rovnosti

(P1,p2) = (—2p1 + p2,p1) = (—2p1 + P2, D2),
(q1,92) = (q1,5q1 + q2).
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Inspirovani dvéma predchozimi piiklady (soustavami (I) a (II))
chceme nyni generéatory fi, f2,..., fm idedlu J, které pfislusi sou-
stavé (IV), nahradit jinymi generéatory g1, 92,...,9s idedlu J tak,
aby soustava

91(331,1'2, cee ,.’En) — 01
92($1,$2a---»$n) =0a (V)
gs(xl,xZP ,.Tn) =0

byla pro feSeni jednodussi. Svoje pozadavky budeme charakteri-
zovat nasledujicimi podminkami:

(Z) <g1,92,-.-,93) = (flaf2""’fm>7 t.]

m
Vi=1,...,5 gj =Za¢f¢
=1

s
V'I:zl,--'am f’l=Zng.7’
j=1

kde ai,bj = R[(L‘l,.’l,‘z, B ,xn].

(i7) Polynomy g;,g92,...,9s jsou normované, tj. koeficienty u je-
jich vedoucich ¢leni jsou rovny jedné.

(131) Pro kazdé j,k, 1 < j,k < s, j # k, je polynom g; zbytkem
po déleni polynomu g; polynomem g, tj. polynom g; ,nelze
vydélit“ polynomem g (podil je roven nule).

(iv) Pro kazdé j,k, 1 < j,k < s, j # k, plati tato podminka:
Jsou-li 2, zx nejmensi mozné soudiny neurditych zi,.. ., Ty,
pro které se vedouci ¢leny polynomt z;g; a zxgx v rozdilu
z;9j — zkgr vyrudi,® potom je tento rozdil moZno vyjadfit
jako kombinaci polynomt g¢,, g2, ..., gs, tj-

z;9; — zkgk = ligr +laga +- -+ lig; + - +legr +- -+ lsgs,
kde ll,lz,...,ls € R[:cl,:cz,...,a:n] alj 7é Zj,lk #Z}c.

STakové zj, z vZdy existuji a jsou uréeny jednoznaéné.
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Podminkami (i)-(iv) je pro dané uspofaddéani nezndmych a je-
jich soudinti mnoZina G = {¢1,92,-..,9s} urena jednoznacné.
Je to tzv. Grébnerova bdze idedlu J = (fi, f2,..., fm). Za sndze
resitelnou soustavu budeme povaZovat takovou soustavu, k niZ
prislusné polynomy tvofi Grobnerovu bézi.

Jako pfiklad Grébnerovy baze uvedme mnoZinu

{z -y +3y,y* - 3y* +1};

jeji prvky jsou jinymi generatory idedlu (x? + y% — 3,zy + 1).

Rovnost ideal v podmince (%) zarucuje ekvivalentnost soustav
(IV) a (V); tyto soustavy tedy maji stejnou mnoZinu feSeni. Spl-
néni podminky (i¢) neni pro ,snadnou feSitelnost soustavy“ nutné;
druhéd podminka pouze zaruduje, Ze polynomy v Grobnerové bazi
jsou normované, ¢ehoz se vyuziva k jednodussi formulaci pod-
minky (iv). V dal§im uvidime, Ze podminka (¢i7) zajistuje, Ze ¢leny
v polynomech Grébnerovy baze jsou co mozné nejmensi (v lexiko-
grafickém uspofadéni) a Ze v disledku ,minimalizuje“ poéet rov-
nic v soustavé (V). Rozhodujici pro ,snadnost feSeni soustavy® je
podminka (iv), které zarucuje, Ze polynomy g1, g2, - . . , gs (pFesnéji
jejich vedouci €leny) jsou v lexikografickém uspofddani nejmensi,
pro které je soustava (V) ekvivalentni se soustavou (IV); pozaduje
totiz, aby vSechny polynomy z;g; — zxgx, tj. takové kombinace g;,
gk, jejichz vedouci €len je mensi, bylo moZno vygenerovat z poly-
nomu g1, 92,---,9s-

V nésledujicim budeme trochu poditat, abychom étené¥i pribli-
zili podminky (7)-(iv). Omlouvame se za tyto vypoéty a Gpravy,
které méné laskavy ¢tenaf mize pouze ,prelétnout odima“.

Zjistéme, zda je soustava (I1I) podle podminek (i)—(iv) snaze
fesitelnad. Necht Go = {fi1, f2} = {22% + zy — z + y® + 1, 2%y~
—zy +y? — 1}.

Polozme g1 = 3f1, g2 = f2. Je ziejmé, Ze (i) a (iz) plati.
Podminka (iii) je také splnéna, nebot nejvétsi €len polynomu g;
nedéli Zddny ¢len polynomu g2, tj. g2 neni mozZné vydélit poly-
nomem g;, a obracené nejvétsi ¢len polynomu g, nedéli Zadny
z Clenl g1, tj. polynom g; nelze vydélit polynomem g,. Pro dvo-
jici g1, g2 je zfejmé z; = y, 22 = z. Polynomy z; =y, 20 = x
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jsou totiz nejmensi mozné soudiny neznamych z, y, pro které se
vedouci &leny z3y, 23y polynomi z;9;, 2292 vyrusi. Nyni je
, 1, 1 1, 1
2191 — 2292 = Y91 — TG = TY — ;TY" — STY+ T+ Y + V.
2 2 2 2
Polynom z;¢; — 2292 vydélme mnoZinou {g1, 92}, tj. pokusme se
ho vyjadrit jako kombinaci polynomt g;, g2.
1, 1 1,

1
2 — "o —_— — — —
z‘y zxy 2xy+x+2y +2y

1
=g — (@’ —zy -2 -y + 2" -y - 2)

Je vidét, Ze uvedeny polynom neni mozno zapsat jako kombinaci
lig1 + lags, 11 # 21,13 # 22, protoZe polynom s vedoucim ¢lenem
ry? nelze vydélit ani polynomem g;, ani polynomem g, nebot
oba maji vétsi vedouci ¢len. Podminka (iv) proto neni splnéna,
mnozina G; = {g1, g2} neni Grobnerova béze idedlu (fi, f2) a od-
povidajici soustava neni snaze feSitelna.

Polynom s vedoucim &lenem zy? sice neni mo#no vydélit zad-
nym z polynomi g;, g2, ale pomoci vysSe uvedenych vztaht ho
muZeme zapsat jako jejich kombinaci.

gg=xy’—zy—-2z -y +2y2 —y—2=—2yg + 2(z + 1)g>.

JestliZe je [a, B] FeSenim soustavy (III), tj. fi(a,B) = 0 a zaroveri
f2(a, ) = 0, pak je [a, (] také nulovym bodem polynomu gs,
protoze g3 = —yf1 +2(z +1)f2 a

93(aa ﬂ) e —ﬁfl(av ﬁ) % 2(0! 4 1)f2(a, ﬂ) = 0.

Soustava
g1 = 07
g2 = 0, (HI’)
g3z = 0.

m4é proto stejnou mnoZinu feSeni jako soustava (III).
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Upravujme soustavu (III’), resp. mnoZinu G2 = {g1,92,93}
tak dlouho, dokud jeji polynomy nebudou vyhovovat podminkam
(2)—(iv); postupné budeme ziskidvat mnoZiny G3,Gy,. ... Do mno-
ziny G; budeme vZdy pfidavat jen kombinace polynom mnoZiny
Gi-1. Tim bude zarudeno, Ze soustava pfislusnd mnoziné G; bude
ekvivalentni se soustavou (III).

Vedouci ¢len pfidaného polynomu g3 je mensi nez vedouci ¢leny
polynomi g;, g2. Podobné vedouci ¢len kazdého polynomu, ktery
pfiddme do mnozZiny G;, bude mensi nez tyto vedouci ¢leny a
nebude délitelny Zddnym z vedoucich ¢lent polynomi mnoZiny
Gi-1. Vedouci Cleny polynomt mnoZin G; se neustile zmensuji.
ProtoZe ovSem neexistuje nekonedny klesajici fetézec vedoucich
¢lenl, dojdeme po kone¢ném pocétu krokt k mnoZiné polynomi,
které spltiuji podminky (z)-(iv).

MnozZina G, spliiuje podminky (2)-(iiz). Rozdil 291 — 2292
je kombinaci polynomi pfislusnych soustavé (III'), protoze yg; —
— gz = g2 — 393, tedy dvojice (g1, g2) vyhovuje podmince (iv).
Uvazujme polynomy g;, g3 a postupné vydélme jejich kombinaci
2191 — 2393 polynomy g1, gz, g3:°

z191 — 2393 = Y91 — 2293 = (y + 2)g1 + (¥° — 2y + 1)g2+
, 3 1
+(y +-2-y+§)g3+
+222 +dzy+2z+ 948 +9y° -2yt + 20 +y + 1

Polynom s vedoucim &lenem 2z2 jiz nelze vydélit Z4dnym z poly-
nomu g1, g2, g3, rozdil z{g1 — z3g3 se proto nepodafi zapsat jako

6Je na mist& upozornit, Ze déleni mnoZinou polynomi {g1, g2, 93} je mozno
provést nékolika zplsoby. Zde jsme dodrZeli uvedené pofadi a rozdil zjg1—
—2z3g93 jsme skute¢né délili nejprve polynomem g1, pak polynomem g2 a na-
konec polynomem g3. Pfi déleni v poradi g2, 93, g1 bychom dostali:

3
y2g1 — xz2g3 =291 + (x + ¥° — 2y + 2)g2 + (¥ + 51/)93 + 222 + dzy + 2x+
+8+° -2t + 2%y + L

Dodejme, Ze zbytek, kterym je v obou pfipadech tyZ polynom s vedoucim
¢lenem 2x2, nemusi byt obecné stejny, zménime-li pofadi polynomi, kterymi
délime.
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kombinaci 1391 + l2g2 + l3gs, l1 # 21, I3 # 23, coZ je vyZzadovano
podminkou (iv). Uvedeny polynom normujeme,

g4=x2+2xy+:v+—;-y6+ %ys—y4+y2+%y+%,

pfiddme do mnozZiny G, a ziskdme tak mnoZinu G3. Soustava pri-
slusnd mnoZiné G3 = {g1, 92,93, 94} je ekvivalentni se soustavou
(III), protoZe g4 = 3(y* —y — 2)g1 — 3(¥° — 2y + 1)g2 — 5(2%+
+y% + %y + %)gs, pficemZ g3 je kombinaci polynomi g;, g».

MnoZina G3 nevyhovuje podmince (iii), protoZe z2, vedouci
¢len polynomu g4, déli vedouci ¢leny polynomt g; a g2. Nahradme
proto polynom g; jeho normovanym zbytkem g; po déleni ostat-
nimi polynomy mnoziny G3. I po takové upraveé zistane soustava
pfislusnd polynomim mnoZiny G4 = {g7, 92,93, 94} ekvivalentni
soustavé (III), nebot polynomy mnoZiny G4 jsou kombinacemi po-
lynomi g¢;, g2 a obracené polynomy g;, g» dostaneme jako kom-
binace polynomi mnozZiny G4:

1
91=—(§y4+y3+y2+3y+2)gs+(w—2y—1)g4—4xy—

1 3 11 13
—4 .8 _6___3 5_34 =3 2 __ -v -9
T 2y +2y Y v+ 2y +Yy 2y
a tedy
1 3 3 3 11 1 13 3
gl—:cy+x+8y 8y +4y +4y 8y 4y +8y+4.

V nové mnoziné G4 nahradme polynom g, polynomem g5, ktery
dostaneme normovanim zbytku po déleni tohoto polynomu ostat-
nimi polynomy mnoZiny Gjy4.

1
g2 = — 2ygy + yga + Z(y9 —5y” +4y® + 10y° — 11y* — 6y°+

+15y° + 4y — 4),
a tedy
g5 = y® — 5y7 + 4% + 10y° — 11y* — 6y + 15y% + 4y — 4.
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Také polynom g3 lze vydélit polynomem g;. Nahradme ho tedy
zbytkem g5:

93 = (y— 2)g; — (1/8)g5+

1
+ Z(ys —y" — 4y® + 8y® + 2y* — 13y3 + Ty? + 8y — 4),
9:'; =y8—y7—4y6+8y5+2y4—13y3+7y2+8y—-4

Druhy ¢len polynomu g4 je délitelny vedoucim ¢lenem polynomu
91, v Ge = {91, 95, 95, 94} proto nahradime posledni polynom zbyt-
kem gj:

1 1 1 1
94 91 493'*‘37 T 2Y +4y +y Y 2y+
13, 3
Sy 2y 2
Rt
1 1 1 13 3
/ 2 7 6 ,.5 4 3 2
=22z — -y 4= ot m S oy Sy 2
g4 =T z 4y +4y +y Yy 2y +4y 4y

Mnozina G7 = {97, 95, 95, 94} stale jesté nevyhovuje podmince
(#41). Nahradme proto jeji prvek g; zbytkem g}’ po déleni podobné
jako v pfedchozim.

1 1 1 1 1 1
AP R AT B S - S . S
91—893+xy+x+8y +8y 2Y +2y +4y

a8 .9
gy TgY¥Ty
1 1 1 1 1 9 5 5
" __ -7 2.0 _ .5 -4 ~a3_Y,2 het e
91—$y+$+8y +8y 7Y +2y +4y 3Y +8y+4

95 = (y+1)g5

Polynom g5 miZeme z mnoZiny Gs = {97, 95,93, 94} Vvynechat,
protoZe je nasobkem polynomu g;. Polynomy g5 a g; uZ neni
mozno vydélit ostatnimi polynomy, mnoZina Gg = {97, 95,94}
vyhovuje podminkam (z)-(27).

Vsechny dvojice riiznych polynomti mnozZiny Gy spliiuji navic
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podminku (iv), nebot

y'gy — x5 = zg7 — y" g5,

1
zgy — ygy = g(y6 —2y* + 6y° — 4y® — 5y + 18)g7 -
1
- &-(y*" + 2y* + 2y + 10y® + 8y — 13)g5 + g4,

AN

1

= 2(4:1: +y” —y® — 4y + 8y* + 2y° — 13y% + 3y + 8)g5—
—(y" + 4% — 8y° — 2y* +13y3 — Ty? — 8y + 4)g,.

MnoZina Gg je tedy Grobnerovou bazi idedlu (fi, f2) a pfislusna
soustava

1 1 1 1 1 9 5 5
a:y+1:+§y7+-§y6—Zy5+§y4+zy3—-8-y2+—8-y+z=0,
-y — 4y +8y° + 2y —13y3 + Ty2 + 8y —4 =0,
1 1 1 13 3
2 7 6 5 4 3 2
i - —-2y° — = —y —-y—-2=
T -z 4y+4y+y Yy 2y+4y 1Y

je ,snaze fesitelnd“. Prostifedni rovnice o jedné nezndmé ma Ctyfti
realné kofeny (a Etyfi imaginarni). Jeden z nich jsme nasli jiz dfive
(y = —1), zbyvajici tfi bychom uréili pfiblizné nékterou z numeric-
kych metod. Dosazenim vypocétenych hodnot kofene y do zbyvaji-
cich dvou rovnic dostaneme soustavu dvou rovnic o jedné nezndmé
z. Jejimi kofeny jsou nulové body nejvétsiho spoleéného délitele
obou polynomi pfislusnych soustavé. Vedle nulovych bod [0, —1],
[1, —1] je FeSenim soustavy (III) jest& jedna dvojice redlnych ¢isel,
a sice (po zaokrouhleni na tfi desetinnd mista) [—0, 929, 0,447].

Postup, kterym jsme nasli mnoZinu Gy, se nazyva Buchberge-
ruv algoritmus. V soudasné dobé je implementovan v komerénich
(Maple, Mathematica, Reduce, ...) i volné dostupnych (Singu-
lar, CoCoA, ...) programech poditadové algebry, a tak miZeme
zdlouhavé vypoéty Grobnerovy baze pfenechat poditadi, kterému
zadame jediny piikaz (gbasis, groebner apod.) na pfikazovém
fadku, napf. v programu Maple:
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gbasis ({2x"3+xy-x+y~3+1,x"2y-xy+y~2-1},plex(x,y));
Poditac je rychlejsi a spolehlivéjsi neZ my:
[y — y7 — 4y% + 8y5 + 2y* — 13y + Ty% + 8y — 4,
8zy + 8z +y” +y® — 2y° + 4y* + 2y% — 9y? + 5y + 10,
4% — 4z — y" + 3% + 4y® — 8y* — 293 + 13y? — 3y — §]

Ve volné dostupnych programech, které je moZno ziskat na ad-
resach’
http://cocoa.dima.unige.it/
http://www.singular.uni-kl.de/
http://maxima.sourceforge.net/index.html
muZe laskavy Ctendf vypocitat Grobnerovy béaze idedll prislus-
nych k nasledujicim soustavdm a pak najit kofeny snéze feSitel-
nych soustav. Uvedené soustavy jsou snadno feSitelné i bez me-
tody Grobnerovych bazi.

1. z3+4+32%y+5xy® +6y3=0, 2. 3 +y3 =1,
2y? —zy — 2% =0, 2y + 2zy? + % = 2,

4. z’+y® + 2y =3,
x4+ 22 + 22 = 2,
v 4+ 22 +yz =1,

3. 2y +zy — 12 =0,
2’ —zy+3z—-y? +Ty+4=0,

Vysledky:8

{z? + zy — 242, 2y + 2y}, [-2p,p], P € R;

{18y® — 253 + 8,14z + 18y* — 23y}, (3 V/3, 2V/3), (3 V4, 1 V/4];
{y* + 17y3 + 60y? + 68y + 16,3z + y% + Ty + 4}, [2, -2,
[-13 — 3v17,-1(13 + 3V/17)], [-13 + 3V/17, -1 (13 — 3V17)];
{323 — z,yz + 222,y — 22 — 1,22 + zy + 22 - 2},
[-2,1,0],[1,1,0],[-1,-1,0],[2, 10]

2 +v2,-3v3,4v3, - + v2,3v3, -3,

5~ v2,-2v3,1V3), -4 - V3, 2V3,~1v3

"Nebo pfimo na némeckém serveru marlene.zib.de. Informace o tom, jak
se k serveru pripojit jsou na adrese
http://www.zib.de/Symbolik /reduce/testreduce.html.

8 Uvedené mnoziny pfedstavuji Grébnerovy baze pfi lexikografickém uspo-
radani ¢lend a neuréitych, uspofadané dvojice (trojice) realna feseni.
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